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DINAMICA DO SOLIDO

Supde-se um referencial fixo.
A definicdo de solido ou corpo rigido foi vista na Cinematica.

5. Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)

Seja um sistema de N pontos materiais P; de massas m;(i = 1,2, -+, N), com respectivas
velocidades v;. Seja O um ponto escolhido arbitrariamente. A quantidade de movimento angular
total do sistema, em relacdo ao polo O, é definida por:

ﬁO = Z(PL - 0) /\miﬁi
i

Derivangio essa expressdo em relacéo ao tempo, obtém-se:
Ho = %:i(3; — Bo) Am;¥; + Xi(P; — 0) Amyd;
1° termo:
(U — Vo) AmiB; = Xy miB; AUy = (B mty) A vy = mUg AV,
2° termo:
Yi(Pi— 0) Amyd; = (P, — 0) AF; = M,
Entretanto, como ja foi visto anterioremente: IWO = 1\75’“
Portanto:
Hy = mvg Ay + MEH
Escolhendo o ponto O fixo ou coincidente com o centro de massa G do sistema, temos:
H, = Mg+
Assim, o enunciado do Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA) é:

“A variagdo da quantidade de movimento angular de um sistema material, em relagdo a um polo
fixo ou ao seu centro de massa, é igual ao momento de todas as forcas externas, em relagdo ao
mesmo polo.”
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5.1 Célculo da quantidade de movimento angular de um corpo rigido, em relacdo a um ponto A
desse corpo.

Consideremos o sélido (corpo rigido) S movendo-se em relagdo ao referencial OXYZ. Seja G o
seu centro de massa e A um ponto qualquer deste solido. Este sélido pode ser considerado como
um sistema de particulas P; de massas m;. Pela definicéo:

Hy = Yi(P = A) Amyt,;
Como temos um corpo rigido e A € um ponto desse corpo, podemos escrever:
V=V, + WA (P, —A)
onde @ é o vetor rotacéo do sélido.
Assim:
Hy=Yi(Pi— A Amy[B,+ B A (P — A)] =
= 2P, — A) Amvy + X,(P; — A) A [mw A (P; — A)]
1° termo:
YiPi—A) Amv, = [X;mi(P — D] AT, =m(G—A) AT,

2° termo: Seja o sistema de coordenadas Axyz, ndo necessariamente solidario ao corpo rigido. Com
relacdo a este sistema, podemos escrever:

P,—A=xi+vy]+zk

W= wyl + wy] + w, k

Usando estas componentes, teremos:
2P = AN MG AP —A)] =
= Ym{[(? + 2D w, — xiyiwy — x 70, [T+
+[—J’ixiwx + (27 + xP)wy — YiZiwz]f+
+[—Zixiwx — ziyjwy + (xf + Yiz)wz]k} =
= [wx Yim (i + zf) — w, Yimxy; — w, Zimixizi]?‘F
+[—wx Yimiyix; + w, Yymi(zf + xf) —w, X miYiZi]f +
+[—w, Zimyzix; — wy Ximziy; + w, Yymy (xf + yA]k

As somatorias acima sdo 0s momentos e produtos de inércia do sélido em relacdo aos eixos x, y e
z. Assim, este 2° termo fica como:

XiPi = A AN [md A (P — A)] =
= (]xwx _]xywy _]xzwz)i)-l'
+(_]yxwx +]ywy _]yzwz)j-l_
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(T = Jrywy + Jz0,)k

Portanto, a quantidade de movimento angular de um corpo rigido, em relacdo a um ponto A desse
corpo, que é a origem dos €ixos X, y € z, sera:

Hy=m(G—A) AV, +

+(Jxwx = Jrywy = oz, )T +

+(Tyxx + Iy 0, = ], 0,)] +

+( sx0x = J 1y + J 0, )k
Em casos particulares, esta expressdo pode se simplificar bastante.

OBS.1: O primeiro termo é nulo quando A coincide com o centro de massa G, ou quando A for um
ponto fixo.

OBS.2: TQMA em notagdo matricial:
al b1 0 _a3 a2 b1
{a} = {az} . {b} = Ibz} : Produto vetorial: {a} A {b} = [ as 0 —a1] {bz}

a3 b3 —az a1 0 b3
]x _]xy _]xz
Matriz de inércia, sistema (A x,y,2): [Jul == Hx  Jy  —Jyz
_]zx _]zy ]z
Wy Xg
{w} = {wy} , (6-A4) ={G} = {Yc}
W, Zg

Temos:
{Hyp} = m{vg} A{vo} + (MG}

e, para um sélido:
{Ha} = m{G} N {va} + [Jl{w}
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RESUMO

Teorema da Resultante (TR)

mﬁ)G = Rext

Teorema da Energia Cinética (TEC) — (sélido)
AT = Toyy
Energia cinética de um solido:

1 2 2
T = 5 Mg + E]wa

Teorema da Quantidade de Movimento Angular (TQMA)
Sistema material qualquer, em relacdo a um polo O qualquer:
ﬁo = m’l_jc A 'l_jo + ﬁgXt

Quantidade de movimento angular de um sélido, em relagdo a um ponto A desse corpo, e
coordenadas (A, x, Y, 2):

Hy=m(G—-A) AT, +
+(Jx0x — Joy@y — ], T+
+(—Syx 0y + Jy@y — Jy,0,)f +
+(~Swx = Jywy + J,0,)k
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Exemplo 5.1: O disco homogéneo de centro A e a polia homogénea de centro C tém a mesma
massa m e 0 mesmo raio r. O disco A rola sem escorregar sobre o plano horizontal, enquanto o
bloco B de massa 3m desce verticalmente.
O cabo é um fio ideal sem escorregamento,
passa pela polia C e se liga ao bloco B.
Sendo dados J, = Jo = mr? /2, determine:

a) a ace|era(;§o do bloco B; Y edliiiiiiiiilddidds

b) as tracdes T, e T nos cabos, em A e B,
respectivamente;

c) a componente horizontal H da reacdo do
plano horizontal sobre o disco.

Resolucéo:
Disco A:

- - - = T - H 1
TR: mayt = (T, — H)T+ (N — mg)j :{Zla:‘qmg‘q D

TQMA: polo A (centro de massa); x e y com origem em A, mas ndo giram
Hy = mig Ay + MEH
e
Hy = m(G = A) Ay + (Jex = Jay@y — Jrz )T +
(s + Jy@y = Jyz0 )] + (zx@x = Joywy + Jo0)k
Temos:
By = Wik (0, = w, =0)

g - 2 5
Jxz = Jyz = 0 (simetria) } 4 o)z 2

= A 2 -
=H, = wamr k .
_ 2 TisH=-E ©)
Mgt = —Hrk
Disco C:
TR: 0 = (X; — T)T+ (Vg — Ty — mg)j
TQMA: H, = wjk = 2™ % =
: L
. ﬁ — wcmr k )
o e N ©)
ngt = (TA - TB)T'k
Bloco B: A
Ty
TR: 3mag =3mg —Tp (4) “ ’ B

v 3mg
Até agora, temos 4 equagdes com 7 incognitas: H, Ty, Tg, W4, W, A4 € Ag.
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Relacdes cinematicas:

- ndo ha escorregamento: v, = —wur = ay = —WyT (5)
- fio inextensivel:
ay = ag (6)
Vg = VUp = —Wypr = _wcr = d)A = d)C (7)

Assim, obtemos mais 3 equacg0es e 0 problema pode ser resolvido.
Por substituicfes sucessivas:

39
%) ap =73
6mg 9mg
)Ty =="eTy ==~
3mg
O H ==~
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Exemplo 5.2 (ver também exemplo 4.2): No sistema indicado na figura, o disco de centro O
possui raio r e massa m. O bloco possui massa 4m. O coeficiente de atrito entre o bloco e o plano é
u. Sabemos que no instante t = 0 a velocidade angular do disco é w, no sentido indicado.

(a) determine apds quanto tempo a velocidade angular se anulg;
(b) analise 0 comportamento do sistema apds esse tempo.

A Y‘O Dado:
}7

Resolucéo:
(a) Isolando o bloco e o disco:
Bloco:
TR: 4magl = (T — F — 4mg sin 30°)T+ (N — 4mg cos 30°)7 =
dmag =T —-F —-2mg (1)
{N = 2v3mg (2)
Lei de Coulomb, escorregando: F = uN

Text — T+ Tp + Tpeso = fSSo Tds — 2\/§ymgs — ngS
1
AT = 4m(vj, —vj)
TEC: f:o Tds = 2(v3u + 1)mgs + 2m(v3, — v3) ©)

Disco:
0
Text = feo (-T)rdé

2
AT =2 Je(0? — wf) = " (? — wf)

TEC: [, Trd6 = " (a? — w}) 4)
Como o fio é inextensivel, temos: s =18 = ds=1df e s =10 =rw
Assim, re-escrevendo (3): f:o Trdd = 2(V3p + 1)mgré + 2mr?(w? — w?)

Substituindo em (4): 6 = w5 — W

or 2 2
8g(V3u+1) ( )
9r

Derivando em relacdo ao tempo: § = ————— ww
¢ P 4g(V3u+1)
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: . 4g(V3p+1 4g(V3p+1
Com 6 = w, obtemos: w=—%:w=wo—%t
9r

Para w = 0, temos: t* = mwo

(b) TQMA para o disco: Hp = Jo(—w)k = — mzrz wk = Hy = — mzrz OE =T o
>T= M

A equacdo (1) fornece:
4mag =T—F—2mg=w_p_2mg=w_lz

9 9

Para o bloco descer: az < 0 com F = —uN = —2+/3umg; assim:

M+2\/§umg<0:u<%
Seu=> %, 0 bloco permanece parado.
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