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Aula 4: Funcao Derivada

filz)=x *-r:"n{.i--" 1+1
f' (z) =sin(z® ) +22° xcos(z” )
al (2.8137, 3.8081)

(1.3552, 2.3076)

y-axis | (2.1945,-1.1828)
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Sequéncia Didatica da aula

U Contetidos: Funcao Derivada U Recursos Utilizados: - Internet
- Tablet
L Objetivos:
- Calcular TVM; W Aplicativos Utilizados: -Geogebra
- Calcular a TVI; - Excel
- Intuitivamente chegar ao conceito de
derivada U Etapas para a Realizacao:
- Interpretacdao geomeétrica - Teoria apresentada com GeoGebra,
- Teste Avaliativo
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Motivacao:
e A derivada de uma funcao em um determinado ponto nos diz sobre a taxa a qual
o valor da fungio esta variando naquele ponto: Taxa de Variacao Instantanea

Taxa de crescimento de
uma colonia de fungos

Lucro maximo de uma
empresa:
Velocidade de um satélite no Otimizar situacoes
espaco: taxa de varta¢do do
espaco percorrido em
relacdo ao tempo.

Declividade de curvas ou
superficies
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No Ensino Médio...

* O ensino de Calculo ja fez parte dos curriculos do Ensino Médio (antes chamado Ensino Secundario). Tal
tema foi incluido através da reforma de Capanema, em 1942.

« Conceitos importantes de Calculo que fundamentam assuntos como a variabilidade das fun¢oes, maximos
e minimos de fungodes, intervalos de crescimento e decrescimento, vértices de parabolas, etc.

 Atualmente diversos artigos discutem a importancia do Calculo Diferencial e Integral (sem o rigor e
formalismo do Ensino Superior) na Ensino Médio.
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4.1 Taxa de Variacao: A Derivada

(I) A Variacao das Funcoes

A idéia de variacio de uma funcido esta relacionada com o seu comportamento (crescimento,
decrescimento ou estabilidade) num determinado intervalo do seu dominio.
* Exemplo I:

Considere os reservatorios com a mesma capacidade e a mesma altura. Temos torneiras enchendo cada um dos
reservatorios e vamos admitir que a vazao da agua ¢ a mesma para todos eles, constante e igual a k metros ctbicos

por minuto.
Queremos analisar o comportamento do nivel de agua no decorrer do tempo.
* Seja fi (t) a altura do nivel de agua no instante t (i 1,2,3,4,5,6 conforme o reservatorio); vamos medir a altura em

metros e 0 tempo em minutos.
* Temos: fi (0)=0 efi(T)=A, onde A é aaltura dos reservatorios e T € o tempo necessario para enché-los.

Vol

FuncgOes



Variacdo da altura em
rela¢do ao tempo
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(IT) Taxa de Variacao Média (TVM) de funcoes

* O conceito de taxa de variacao média esta na base do estudo de funcoes e exprime a razao com que a
funcao cresce num dado intervalo do dominio.

Exemplo 2 : A tabela mostra a porcentagem da populaciao dos EUA morando em area urbana como funcao do ano.

¢ () -mmm

% Urbana 6 9,9 73,5 73,7
. . 35—6 .o TTTTTS
~ z ~ ? —
Quanto a populac¢ao variou em média de 1800 a 18902 TVM = ———— 1800=(Q 32%aoa r10z
' . (oogs  emmmmmmm -
A s 2 2 = 22775
Quanto a populacao variou em média de 1890 219602 TVM = ———-=0,50 % a0 a no.’
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*  Generalizando para qualquer funcio continua y = f(x), podemos dizer que a TVM no intervalo
| x,,%3], com x, < x;é calculada por:

flxg) — f(x) Ay > Varidvel dependente
Xp — Xy T Ax » Varidvel independente

TVM =

*  Geometricamente a TVM pode ser interpretada como o coeficiente angular “m” (ou inclinacio) da
reta s que cruza o grafico da funcgio f(x) nos pontos A(x,,v,) € B(x3,y3)-

fix) A

flxg) Ay
=t =TVM = —
m = tg(a) i

f(x 4)

on

2




No exemplo 2 anterior sobre a populacio em area urbana nos EUA...

4o | [ e e % ¢ @ |Mas a TVM nao nos d4 informacoes
precisas sobre a curva ou sobre a
o | | | | funcao quando consideramos intervalos
de tempo muito grandes!
100
L _ | _ _calcs Note que entre os pontos Cl e C2 a
i funcao teve um crescimento mais lento!
60 T
c5
®
40

ey
c3
pEEEHCRERNNET * | ) TVM=m = 0,32
@
f

1780 1800 1820 1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980
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Pergunta: O que podemos fazer para ter informagodes mais precisas sobre o comportamento
da funcao?

'r y a 188 19 192 194 196 198 2 202 204 2.06 208 g/ 212 214

-2:.02

-2.04

-2.08

a=281
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Geogebra:

= Ponto(f)
— (2, -2)
a=-0.09
A ——

B =(2+2af(2+3a))
— (1.91, -2.08)
g : Reta(A, B)

— 0.08x - 0.09y = 0.33

Entrada...
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(IIT) Taxa de Variacao Instantanea (TVI) de funcoes

« A TVInos fornece a taxa com que a funcdo varia a partir de um ponto especifico.

= 7 o -
| i /
Slx, +Ax) 07 _,fr
g //f 5
/ 0
Sx, + Ax)
P P
=) I fix,)
A1 e
Xa X, +Ax /’/ Xy Xy +Ax
Ax — 0 Ar— 10
= = r:
£
S
# £
'f j’ )
7 . il
i
/ o
. - - o . | I N O (.
fix, +Ax) F £6%) .P-.-: 0 vty
/w Tk
= X, X, +Ax *a
Ax— 0

Figura 26: reta secante — reta tangente

Fungdes

f(xo + Ax) = f(xo)

TVI =
Ax

- ~
Ax—0
|~ S

!

Geometricamente:
inclinacdo da reta tangente
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(IV) A Derivada de Funcoes

A taxa de variacao instantanea (TVI) da funcdo y = f (x) em x, chamamos de derivada da funcio em
relacdo a variavel x em x,e representamos por / ’(x,).

* Geometricamente, a derivada ¢ o coeficiente angular da reta tangente no ponto considerado.

* De outra forma:

by fGe+d0)—f) A0 df (x)

TVI = f ' =
Ax Ax Vi=f "(x) I
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Exemplo 3: Qual a derivada da funcio f(x) = x2?

?jf?‘j: L xrtx)- LX) | sx—0
hx

Duouvoades do () &
(pxwmo )

_.,.ly.(l':‘:l:)'i'l:-l-t-’\.".w*.tiﬂ 52, (5= x¥  ney dunivedos -

A
&
—791{:&}—;- (X+b%) — X . bx =9
DX '
, %o

! 3 Z %
£ 0 Y= L+ 2. % v (o) - X
3 %

“ﬂ‘]{x}: ty{{-@x + LMB , Qx40

‘ =

-qglu.} = 2% 4D - bx =0

i’%mcm px~va o DAY= ax
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Exemplo 4: A tabela nos da valores de C(t), a concentracio (mg/cc) de uma droga na corrente sanguinea ao
tempo t (min).

t c(t)
0 | 084 ) |
01 0.89 a. Calcule a TVM da concentracio da droga no intervalo de tempo [0, 0.8].
0,2 0,94
0,3 0,98
0,4 1 b. Calcule o valor estimado para C’(t) no instante 0,3min
0,5 1
0,6 0,97
0,7 0,9
0,8 0,79
0,9 0,63
1 041
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Exemplo 4: Solucao

a. Calcule a TVM da concentragao da droga no intervalo de tempo [0, 0.8].

t c(t)
/0 0,84
/01, | 089
02, | 094

03! | 098

0,4 1

0,5 | 1
. 06/ | 097
107/ | 09
208 | 0,79

0,9 0,63

1 0,41

"T_"\.l'“i-"n-' — :f_: !-.'-Z',E.j = {}icj—j

), = Q
TN = O3 = 094

% -

|
—]""\JI'[’T" = _.{:I_lﬂﬂ-

‘:.-_;'!?

TV = = 0,0626

Funcgdes

C(t) [mg/cc)

1,2

0,8

0,6

0,4

0,2

0

Concentragao c(t)

e

0

0,2

0,4 0,6
t [min]

=f@=C(t] ——Polindémio (c(t))

1,2

17




Exemplo 4: Solucao

b. Calcule o valor estimado para C’(t) no instante 0,3min.

t C(t) Y w = Gj () =? C.: (.'t.\)ﬂ Cx(b%-ht.:) - Gl , bt 0
0 0,84 Lk
0,1 0,89 Emv 0,3 min
0,2 0,94
(03] 098 ¢ (03)= ClO3+ 86) - C(03) | sy ~o
0,4 1 b
0,5 1 Q ‘Menev  inkhmlo ‘o hb & O,1 ) Ertcn
06 | o097 | ™* T Tmoe puar B e O ey B
07 | 09 G lo3) ¥ C€(03+04)~ C(93) | pu=0n (o)
0,8 0,79 a,n ; Concentracdoc(t)
0,9 0,63 Ge3) * Clo¥) - c(93) (b6 =04 (wo) | o oa
1 0,41 Q4 —’Eﬁ
c'tgisﬁ 3 A- q,38 b =0.a (~0) S
-QL.‘] 0,2
G933 % oz mske / ‘ T
Wiy
~@=c(t) —— Polinémio (c(t}))
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4.2 Teste Conceitual A4

1. O lixo solido gerado cada ano pelas cidades nos EUA vem crescendo. Valores para o lixo (em milhoes de
toneladas) como funcio do ano sao dados na tabela a seguir.

a. Calcule a TVM do lixo no periodo entre [1960; 1975]; Ano Lixo

b. Calcule a derivada (TVI) do lixo no ano de 1965. 1960 82,3
1965 98,3
1970 118,3
1975 122,7
1980 139,1
1984 148,1

2. Seja a funcao f (x) = 5x + 2. (a) Determine a funcao derivada de f (x). (b) O resultado obtido para f’(x) foi
esperado? Justifique.



