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Gram Schmidt

Considere um Espaco Vetorial V de dimensdo n > m+1 e um
produto interno (u | v) definido em V. Dados {u°, u?, ..., u™}
vetores linermente independentes, uma base ortonormal

{vO, v, ..., v} para o subespaco de V gerado pelas combinacdes
lineares da forma:

v=aot’ +aut+ ... +anu™

pode ser obtida pelo seguinte processo recursivo:
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Ve = u;
[u®
observe que

6l = (u® | u®)V/2
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observe que

W = g | g™ = a1 =1
(V) = o (o

(ut [VOV0) [vO)
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Obtidos {VO, vi ., vk} definimos:

‘7k+1 —u

k+1 __<uk+1 |VO>V0 __<uk+1 ‘V1>V1 ..__<uk+1| Vk>vk
e

1
yh+l

~k+1
oY
j=0,1.. k.

Exercicio: Verifique que (vFT1 | vk*t1) =1 e (VK1 | v/) = 0 para
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Polinémios de Legendre

Para um dado n € N, considere o conjunto dos polindmios {p(x)}
tais que o grau de p(x) é menor ou igual a n. Este conjunto
constitue um espaco vetorial quando consideramos soma e
multiplicacdo usuais.

Considere também o seguinte produto interno definido neste
Espaco Vetorial:

1
(pla)= / p(x)q(x)dx

-1

N6s podemos obter uma base ortogonal neste Espaco Vetorial
utilizando o procedimento descrito a seguir.
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:

Considere o conjunto dos polinémios {p;(x)},:., . onde p;(x) sdo
polindmios ménicos de grau j

(x)=x+ aj(.j_)lxj_1 + a¥) xi—2 + ...+ agj)x + a¥)
com os coeficientes ag), ag ), a¥) ( )
procedimento recursivo:

0
12,4

, definidos pelo seguinte
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:

po(x) =1

pi(x) = x+ a(()l)
onde aél) é definido pela equacio:

1
(o1 | po) = / Pr()po()ak =0 =

1 ! 1 1 1
/ pl(x)pO(XdX:/ [x+a"] 1dx =2a) =0 = ) =0
-1 -1

portanto
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pa(x) = x* + a§2)x + a(()2)
com agz) e agz) definidos pelas equacdes:

1
(P2 | pr) = / Pa()p(x) = 0
1
(P2 | po) = / Pax)polx)ex = 0
_—
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/.

[ (o= | 11 (2 + o2

1 X+a(()2)> xdx =0
1 0 0
th
1

1 1

/ aﬁ’x-xdx+wz
1
[ ax
-1
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/_ " pa()polx)a = /_ (e

()x—i-a( )) ldx =0

2dx+W+/ a2dx =
(2)/ dx = ')

1
o =—=
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Obtidos os polindmios po(x), p1(x), ..., pj(x) os coeficientes

G0 GG, 0
de

pe1 = x4 a0 g al xS
sdo definidos por:

1
<Pj+1 | Pk) :/

P (pe(x)dx =0, 0< k<]
-1
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Observe que os polinémios definidos pelo procedimento descrito
ndo satisfzem a condic3o:

(Px | pi) =1

Isto porque a condicdo de "normalizacdo"fixada no procedimento
acima foi impor que os polindmios sejam ménicos (coeficiente do
mondémio de maior grau igual a 1). Para obter os polinémios
gerados pelo procedimento de Gram Schmidt basta multiplicar

_ 1
Pi(x) por (Pk|px)

N
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Um Conjunto de polinémios {po(x), p1(x), ..., pn(X),...}; com
pk(x) polindmio de grau k, tais que se k # j, px(x) e pj(x) sdo
ortogonais com respeito ao produto interno

1
(plq)= / Plx)alx)ds

sdo chamados de Polinémios de Legendre. Diferentes conjuntos de
Polinémios de Legendre diferem por condicdes de "normalizacdo"
Em geral fixado um conjunto de Polindmios de Legendre, existem
relagdes de recorréncia (envolvendo 3 polindmios de grau
consecutivos) que podem ser utilizados para definir os polindmios.
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:

No caso dos polindmios ménicos, temos:

2
n
pn+1(X) = Xpn(X) a2 — 1pn71(X)
p3(x)—x(xz—%)—%x—x3 %x:x3—gx
3 9 1 3 9 3
3222 IN_a 22 F 2 O
Pal) = x( = 5x) = g g) =X B e g
x“—?x2+i
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:

Um outro conjunto de polinémios de Legendre pode ser obtido a
partir da condi¢&o:

1
el )= | BB () =

Neste caso temos:

{ 0 se k#j
2

ki1 Se k=j
- 2n+1 _ n
pn+1(X) = 1 Xpn(x) - n—+ 1pn—1(X)

Considerando
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3 3 1 03[, 1
pg(x)—ﬁx-x—i_z{x _5}
ﬁs(X):gx‘g[XZ—% —%ng{x3—gx}
Palx) = x - [5(6x7 =3x)] = - [5(x" = 3)] =
21
3§5x4—€xz—§x2 gzg{)ﬁ
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Aproximacdo de Funcdes por Polinémios
Considere o seguinte problema:

Dada uma fungdo f : [—1,1] — R obter a melhor aproximagdo de

f(x) no intervalo [—1, 1] por um polinémio, p,(x) de grau menor

ou igual a n, onde por "melhor aproxima¢do"entendemos como
sendo o polinémio p,(x) para o qual:

1
(F = B | F — ) = / TF60 = A0OMF0) — Pl
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Para resolver este problema consideramos a familia de funcdes
{Po(x), B1(x), ..., Pn(x)}. A solu¢do é um polinémio
ﬁn(X) = aoﬁo(X) + alﬁl(x) + ...+ anﬁ,,(x)

onde os valores de ag, a1, ..., a, sdo tais que:

EQ(307ala

wy@n) =

(f(x)—aopo(x)+arp1(x)+...+anPn(x) | f(x)—aoPo(x)+a1p1(x)+...+anps

1
/_1 {f(x) — aoPo(x) + a1p1(x) + ... + anPn(x)}* dx



|
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n=4
Pn

f(x) = cos(mx);
A solucdo é obtida resolvendo o sistema normal
(|
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Onde A é a matriz:

Exemplo
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Porque

1 .
(Pr | Bj) = /lﬁk(X)ﬁjxdx = { i se k#]

i1 e k=J
a matriz A é diagonal e a solucdo do sistema normal é:

1 2k +1
ax=-———>AF | px) =
T B | Pk>< | i)

-— /_1 f(x) Pk (x)dx

Como cos(7x) € uma fungdo par e p1(x) e p3(x) sdo funcdes

impares,

3120; a3:0
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1

(f | po) = /_1 cos(mx)dx = 0
(f|p2)= /_I[g(x2 - %)] cos(mx)d
3 1
./,

1
/ x? cos(mx)dx =
-1
2

e cos(mx)

+M:
-1 —1

[m]

3 11 0
x2 cos(mx)dx —W
~1

0
1 2 1
X = sinfx)| - —/ xsin(mx)dx =
-1 TJ-1
1 2 1 0 4
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<f|p4>=/[—<4

=X 35)]cos(7rx)d =
/ bs cos(ﬂx)dx—M__/ X3 sin(mx)dx =
2
= - d
7T2x cos(7rx) » 7r2 _1x cos(mx)dx
8 12/ 4\ 8 48
72 @2\ w2)
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