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DINAMICA DO SOLIDO

Supde-se um referencial fixo.
A definicdo de solido ou corpo rigido foi vista na Cinematica.

1. Sistema de pontos materiais — Resultante e Momento em relagdo a um polo

Seja um conjunto de pontos materiais P; de massas m;(i = 1,2,---,N).

A resultante das forgas que agem no ponto P; pode ser e
escrita como: 2
Fy = F&* + % Fyj e F,, P,
com: ! -
ﬁfxt = resultante das forcas, externas ao P, Fip o=~ Fos
conjunto, que agem em P; .
F;; = acdo (interna) do ponto P; sobre P; Fis sl Fi,!
Pelo Principio da Acéo e Reagdo, podemos escrever: e
Fij:lij(Pj_Pi) Fjlp 5
Fji = Aj(Pi — P;) = —2;;(P; — P;), onde 2;; & ’
um escalar

A resultante total do sistema de forcas (F;, P;) é:
R =Y, F&t + %, Y. Fyj = Re<t + Rt
sendo:
Rext = resultante das forcas externas
Rint = resultante das forcas internas

Temos:

Rt = Zig:j:tiﬁij = ZiZjiiAij(})]' -P)=0
pois a cada vetor F;; corresponde um Fj; igual e contrario.
Portanto:

R = Rext

ou seja, a resultante de todas as forcas que agem nos pontos de um sistema € igual a resultante
das forcas externas ao sistema considerado, isto €, a resultante das forcas internas € nula.

Calculemos o momento total das forcas F; em relagdo a um polo O:
ﬁo = %P, —0) /\ﬁi = 2P, — 0) Aﬁiext + 2 2j=i(Pi—0) Aﬁij

A dupla somatdria € nula, pois, pelo principio da acéo e reacdo, sempre que aparecer o termo
(P,—0) A ﬁij, vai aparecer também o termo (Pj — 0) A ﬁﬂ e teremos:

= [(Pi=0) = (P = 0)] A Fyy = (P, = P) A2y (P~ P,) = 0
Logo:
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_ﬁo = Zi(Pi - 0) JAN _F-)fxt = _M_)gxt

Ou seja, 0 momento total das forgas que agem nos pontos de um sistema é igual ao momento das
forcas externas ao sistema considerado, isto €, 0 momento das forgas internas é nulo.

Podemos resumir esses resultados dizendo que o sistema de forgas internas a um conjunto de
pontos materiais é equivalente a zero.

2. Teorema da Resultante (TR)

O centro de massa G de um sistema de pontos materiais P; de massas m;(i = 1,2,---,N) é
definido por:

m(G — 0) = ¥;mi(P; — 0)
onde O é uma origem fixa arbitraria e m é a massa total do sistema (constante).
Derivando duas vezes em relagéo ao tempo:

mdg = Y;myd; = Y ﬁi =

= maa = Rext

Esta é a expressdo do Teorema da Resultante: “O centro de massa de um sistema se move como
se nele fosse concentrada a massa total do sistema e nele agisse uma forca cujo vetor

’

representativo é a resultante das forcas externas ao sistema.” .

Como md, é também a variagdo da quantidade de movimento total do sistema (3; m;¥;), a
expressdo anterior também significa que: “a variacdo da quantidade de movimento de um sistema
é igual a resultante das forcas externas”.

Além disso, como a primeira derivada da expressdo inicial nos da:

mvg = Y;m;v;
podemos afirmar que “se a resultante das forcas externas a um sistema é nula, seu centro de
massa esta em equilibrio, ou em movimento retilineo uniforme”, o que corresponde a lei da inércia

ou, também, é conhecido como o teorema da conservacao da quantidade de movimento de um
sistema.
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Exemplo 2.1: Duas pessoas, de massas m, e m,, estdo em pé na proa e na popa de um barco de

massa M, a uma distancia € entre si.
Desprezando a resisténcia da agua,

determine o sentido e o deslocamento do
barco se as duas pessoas trocam de lugar. O
centro de massa do barco é o ponto G da

figura.

Resolucéo:

O centro de massa do conjunto, antes da troca de lugar, esta na posigao:

MmiX1+myx,+Mxg _ 0+myl+ML/2

A

¥

m

)

o m,

o(s

1
A

Xcem =

M+mq+m, M+mq{+m,

b2

Como ndo ha forgas externas ao conjunto na direcdo horizontal, pelo Teorema da Resultante, o
centro de massa permanece estacionario. Assim, apos a troca:

Ay

m,
@
o7 /

02

moxp + my(L+xp) + M(1/2 +x5)  myl+M1/2

Xcem =

M+m; +m,
> Xp = M~ l:
B M+m1+m2

= =
M+m; +m,

\ 4

sem, > m4: o barco vai para a direita
sem, < my: o barco vai para a esquerda
se m, = my: o barco nio se move
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3. Momentos e Produtos de Inércia

Seja um conjunto de N pontos materiais P;, de massas m; (i = 1,2,---, N), e um eixo orientado
definido pelo ponto O e o versor u.

QPi
i
i

/

/
0.
O momento de inércia desse conjunto de pontos em relacdo ao eixo Ou é definido por:
Ju = XLy m[(P; — 0) AU?

ou equivalentemente:

— \'N 2
]u_ i=1midui

sendo d,,; a distancia do ponto P; ao eixo 0.

Para corpos continuos, sendo £ a densidade de massa por unidade de volume do corpo:

1u=fv ﬁ[(P—O)Aa]Zdv=fV Bd2 dv

Se considerarmos um sistema de eixos (0, x, y, z):
y P

3
O

=

|
EON
<
\

Jx = Zimydg; = Xym(yf + z7)
Analogamente:

Jy = Ximydy; = ¥m;(z7 + x7)

Jz = XimydZ; = Xymy(x} + y7)
Raios de giracao:

rxz = Jx/m
ry =J,/m
TZZ :]Z/m
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Note-se que 0 momento de inércia € sempre positivo, e s6 sera nulo no caso trivial em que todos
0s pontos estejam sobre o eixo considerado.

Ainda considerando o sistema (0, x, y, z), 0s produtos de inércia sdo definidos por:
]xy = Zimixiyi =]yx
]yz = Zimiyizi =]zy
]zx = Zimizixi =]xz

- Propriedade de simetria (ndo necessariamente geométrica, mas de massa)

a) plano de simetria
Se o sistema tem um plano de simetria, o produto de inércia em relacdo a um par de eixos
ortogonais, dos quais um é ortogonal aquele plano, é nulo.

Jxz =0

Ex.: plano Oxy de simetria: — _
yz — 0

b) eixo de simetria
Se o sistema tem um eixo de simetria, o produto de inércia em relagdo a um par de eixos

ortogonais, dos quais um €é esse eixo de simetria, € nulo.

. . . =0
Ex.: eixo Ox de simetria; = Sz _
xy — 0

Além disso, pode-se demonstrar que existe um sistema triortogonal de eixos para 0s quais todos 0s
produtos de inércia sdo nulos. Esses eixos sdo os chamados eixos principais de inércia do sistema
de pontos, e tém origem no centro de massa desse sistema. Note-se que 0s eixos de simetria sdo
sempre eixos principais.

- Propriedade de composigao

Ja que os momentos e produtos de inércia sdo definidos como somatdrias, podemos dizer que
esses valores para o conjunto séo iguais as somas dos respectivos valores das partes:

Ju = Zilui
Juv = Zi]uvi

Analogamente, se desejarmos conhecer uma parte:
Juj = Ju — Xizjlui
]uvj = Juv — Ziij]uvi

Matriz de inércia (definicdo):

] X _] xy _] Xz
[]o] = _]yx ]y _]yz
_] zx _] zy ] z
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Uso de tabelas — figuras planas (Giacaglia, pg.465)
B = massa por unidade de area

mR?

quarto de disco: M = 8 ——

NANNN

=

=
v

=
NN
NN
NANN

SNNIANNNNY
NNNNINNNAYN

NN\
NNINN
k\f

NN NNINNAN

NN

NNNN
N NN

N\

RBS-06.09.2021



