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“The aim of this book is to exhibit the scientific connexion of the various steps
by which our knowledge of the phenomena of heat has been extended. The first
of these steps is the invention of the thermometer, by which the registration and
comparison of temperatures is rendered possible. The second step is the measure-
ment of quantities of heat, or Calorimetry. The whole science of heat is founded in
Thermometry and Calorimetry, and when these operations are understood we may
proceed to the third step, which is the investigation of those relations between the
thermal and mechanical properties of substances which form the subject of Ther-
modynamics. The whole of this part of the subject depends on the consideration of
the Intrinsic Energy of a system of bodies, ... Of this energy, however, only a part
is available for the purpose of producing mechanical work, and though the energy
itself is indestructible, the available part is liable to diminution by the action of
certain natural process,... these processes, by which energy is rendered unavailable
as a source of work, are classed together, under the name of Dissipation of Energy,
and form the subjects of the next division of the book. The last chapter is devoted
to the explanation of various phenomena by means of the hypothesis that bodies
consist of molecules, the motion of which constitutes the heat of those bodies.”

J. C. Maxwell, no preficio de “Theory of Heat”, publicado em 1872.

Esse é um texto preliminar, baseado em parte nas notas de aula para
uma disciplina de termoestatistica, que foi introduzida no curriculo do curso
de Licenciatura em Fisica do IFUSP, com quatro horas de aula por semana
durante um semestre letivo. Os alunos matriculados em termoestatistica ja
tinham cursado uma disciplina introdutéria de fisica térmica, cobrindo as trés
primeiras etapas do texto famoso de Maxwell: "termometria", "calorimetria"
e a investigacao das relacoes entre as propriedades térmicas e mecénicas das
substancias, que constitui o objeto da "termodindmica". Portanto, seria
necessaria apenas uma breve revisao da termodindmica clédssica, seguida por
um programa que se concentraria no tépico final de Maxwell: a explicacao
de diversos fendmenos através da hipdtese de que os corpos sao formados
por moléculas, cujo movimento constitui o que se denomina calor. Nesse
texto preliminar, procuramos manter a estrutura das antigas notas de aula.
Mas decidimos dar énfase ao estabelecimento das “leis da termodindmica” e
ao formalismo gibbsiano, que tem sido pouco enfatizado nos nossos cursos,
mas que foi particularmente 1til para ampliar o horizonte de aplicagao da
termodindmica cldssica e fornecer as bases de conexao entre a termodindmica
(mundo macroscépico) e a mecénica estatistica (mundo microscépico). A



maior parte do texto, incluindo diversos exemplos e exercicios de aplicacao,
é dedicada a construcao dos ensembles de Gibbs, ferramenta essencial na
mecanica estatistica dos fendmenos em equilibrio.

"Theory of Heat", publicado inicialmente em 1872, talvez seja o primeiro
livro didatico de termodinamica, escrito para uma série de "obras elementares"
de mecénica e ciéncias fisicas, "adapted for the use of artisans and of stu-
dents in public and other schools", com nivel matemético bem mais acessivel
do que essas notas de aula. No entanto, recomendamos cuidado: o texto foi
escrito no "calor da batalha", e contém errinhos famosos - como um equivoco
na proépria definicao de entropia - que foram sendo corrigidos nas edi¢oes pos-
teriores, principalmente apés uma celebrada correspondéncia entre Gibbs e
Maxwell.

Na primeira se¢ao, vamos apresentar uma espécie de “introducao histérica”
aos conceitos da fisica do calor, com referéncias a formulacao da teoria das
maquinas térmicas, que desempenharam o papel de motor da primeira rev-
olucao industrial. Na segunda se¢ao vamos expor, de maneira muito breve,
o formalismo moderno da termodindmica, muito 1til para aplicagoes que
pretendem ir além da engenharia das méquinas térmicas. Na terceira secao
apresentamos um esbog¢o da teoria cinética dos gases, com énfase no “gas
de Maxwell”, que possibilitou uma “dedugao microscépica”’ das equacoes
fenomenoldgicas do gés ideal. Compete a termodindmica estabelecer relacoes
entre grandezas visiveis, macroscépicas, mas é necessario dar uma passo adi-
ante, mergulhar no mundo microscépico, como nos trabalhos pioneiros de
Maxwell, Boltzmann e Gibbs, para estabelecer as expressoes matematicas
das grandezas da fisica térmica. A quarta secao é dedicada a um passeio
pelas ideias elementares da teoria das probabilidades que serao necessédrias
para lidar com o mundo microscépico; na quinta se¢ao definimos o “ensemble
microcan6nico” e apresentamos os postulados fundamentais da mecénica es-
tatistica. Essa disciplina exige um certo conhecimento de calculo matematico,
talvez um pouco além do que seria necessario no estudo da termodinamica.
Nesse ponto é bom lembrar que a matemaética é a linguagem da fisica, que
Newton inventou o cédlculo para formular a mecanica. Vamos recorrer a
derivadas e integrais, somatérias simples e multiplas, técnicas matematicas
essenciais para estabelecer conceitos fisicos com maior precisao, mas recomen-
damos que um bom instrutor utilize o seu tempo de aula para rever e discutir
aspectos técnicos, aproveitando os nossos exercicios, e fazendo explicitamente
as deducgoes necessdrias. A sexta secao dessas notas é reservada ao "ensem-
ble canoénico", método de enorme utilidade, que fornece os elementos para a



consideragao de um sistema fisico numa situagao muito comum, com temper-
atura fixa, em contato com um reservatorio térmico. Pretendemos abordar
varios exemplos de sistemas em equilibrio termodindmico, de natureza clés-
sica ou quantica, com referéncia a problemas famosos, como a equagao de van
der Waals para fluidos reais, a lei de Planck da radiagao ou a dependéncia do
calor especifico dos sélidos com a temperatura. Decidimos inserir uma secao
sobre o ensemble grande canonico, em que o sistema de interesse, além de
trocar energia na forma de calor, também pode trocar matéria (particulas)
com o meio ambiente. O ensemble grande candnico, de muita utilidade no
estudo de fluidos classicos, também é particularmente conveniente para a dis-
cussao das propriedades de sistemas de natureza quantica. Podemos assim
fazer referéncia a algumas propriedades de férmions e bésons livres, inclusive
ao fendomeno da condensacao de Bose-Einstein. A 1ltima secao é dedicada ao
estudo das “flutuagoes estatisticas”, utilizando o problema paradigmético do
movimento browniano, de enorme relevancia nas aplicacoes contemporaneas
da fisica estatistica.

Os exercicios distribuidos pelas se¢oes sao parte absolutamente integrante
do texto; devem ser feitos na ordem em que sao propostos. Alguns poucos
exercicios mais desafiadores, como a simulagao do modelo da urna de Ehren-
fest, marcados com **, serao discutidos num apéndice final, em que também
pretendemos propor umas pequenas simulagoes numéricas.

Nao conheco outra forma de aprender que nao passe por uma boa dose de

leitura, muitas discussoes e trocas de ideias, e muitos exercicios .... Segundo
Wittgenstein, “ we got to know the nature of calculating by learning
to calculate ... 7. Além de muitos exercicios, recomendo uma boa dose de

interagao, que é essencial em qualquer tipo de aprendizado: interacao entre
os estudantes e o contetido, interacao entre os proprios estudantes, interacao
entre os estudantes e o professor ....



1 Introducao

Por volta de 1870, as trés grandes vertentes da fisica cldssica - a mecénica,
o eletromagnetismo e a termodinidmica - ja se apresentavam como teorias
bem definidas. Maxwell se referia a termodindmica como uma ciéncia com
“fundamentos seguros, definicoes claras e limites distintos”.

A mecénica newtoniana, que ja tinha sido colocada em bases formais rig-
orosas, era o principal paradigma de construgao cientifica daquela época. No
entanto, o mecanicismo, a tentativa de reduzir todos os fenémenos fisicos as
leis da mecénica, apesar de constituir o cerne da fisica de Maxwell, Helmholtz,
Boltzmann, e da maior parte dos seus contemporaneos, encontrava-se asse-
diado, em plena fase de retirada no final do século XIX.

Os postulados fundamentais do eletromagnetismo foram formulados por
Maxwell em 1864, e a existéncia de ondas eletromagnéticas, com a conse-
quente unificacao do eletromagnetismo e da 6ptica, foi comprovada exper-
imentalmente por Hertz em 1887. No entanto, o eletromagnetismo ainda
necessitava para a sua formulacao mais completa da existéncia do éter, que
é um conceito puramente mecéanico.

A termodindmica adquire a estatura de uma teoria fisica com a concil-
iacao, promovida por Kelvin e principalmente por Clausius, entre a teoria
de Carnot sobre o funcionamento das médquinas térmicas e a teoria de Joule
sobre a transformacao do calor em trabalho. Aos poucos a termodinidmica
passa a exercer influéncia, pois é uma ciéncia estritamente sistematizadora,
fenomenoldgica, que prescinde de qualquer hipétese sobre a constituigao mi-
croscopica da matéria. Na virada do século XX, a termodindmica torna-se o
modelo de ciéncia para os "energeticistas", influenciados pelo positivismo da
época, que se recusam a trabalhar com "entidades metafisicas", como dtomos
e moléculas. Ernst Mach, que teve grande influéncia na fisica do inicio do
século XX, Pierre Duhem, fisico-quimico francés e historiador da ciéncia, e
o grande quimico alemao Wilhelm Ostwald, sdo os mais famosos energeticis-
tas. Dizem que Mach nao acreditava na realidade dos dtomos até falecer, em
1916. Ostwald mudou de opiniao, mais ou menos nessa época, devido em
boa parte a enorme repercussao dos trabalhos experimentais de Jean Perrin
sobre o movimento browniano, comprovando a validade da teoria de Einstein
sobre particulas microscépicas em perene movimento.



1.1 Termometria e calorimetria

A grandeza medida pelos termometros é a temperatura, cuja defini¢ao apro-
priada somente se deu no contexto da formulacao da termodindmica. No
entanto, o estudo de propriedades termomeétricas e a construgao de bons ter-
mometros ja era possivel no século XVIII, quando também foram propostas
as primeiras escalas termométricas, usadas ainda hoje, com base em pontos
de referéncia altamente reprodutiveis. Conta-se que Celsius percebeu que a
temperatura de ebulicao da dgua variava com a pressao externa, e que esta-
beleceu a escala centigrada escolhendo o valor 0 para o ponto de ebuli¢ao e
o valor 100 para o ponto de fusao da dgua, sempre a pressao do nivel do mar
(1 atmosfera). A escala Celsius foi “invertida” logo depois por uma proposta
do grande botéanico sueco Lineu. A escala Fahrenheit, que ainda é usada
nos Estados Unidos e em alguns outros paises, fixa o zero no ponto de fusao
de uma mistura salina muito comum, de dgua e dlcool, a pressao normal, e
atribui 180 °F' ao ponto de fusao da dgua.

No século XVIII j& se construfam recipientes calorimétricos, envoltos por
paredes adiabdticas (termicamente isoladas) bastante razodveis, e se sabia
que dois corpos colocados em contato, a temperaturas diferentes, trocando
calor mas isolados do universo, acabavam atingido uma situagao de equilibrio,
com a mesma temperatura final. Vamos entao considerar dois corpos, de
massas mj e Mo, a temperaturas #; e 65, colocados em contato dentro de um
calorfmetro isolado. A variagao do caldrico (ou calor) de cada corpo é dada
por

AQl = m1A91 =1 <0F — 91) y (1)

AQQ = m2A92 = M <6F — (92) s (2)

em que 6 é a temperatura final de equilibrio (quando nao ha mais fluxo de
caldrico). Temos entao a “lei da conservagao do calérico”,

AQl + AQQ . m1A91 + m2A92 = 0, (3)
de onde vem a temperatura final

m191 + m292
g = LT 202 4
F my + mo ) ( )

que podia ser comparada com dados experimentais (por favor, verifiquem esse
resultado em um dos calorimetros do nosso Laboratério de Demonstragoes).

8



Conta-se que Boerhave propos ao seu amigo Fahrenheit que, ao invés da
massa, a variacao do caldrico deveria ser proporcional ao volume dos corpos.
Nesse caso, a temperatura final seria dada por

V101 + Vil

O = , 5
r Vi+ Vs (5)

em que V7 e V5 sao os volumes dos corpos envolvidos. Nao havia nada que
privilegiasse a massa em relagao ao volume numa lei de conservacao desse
tipo. Fahrenheit entao realizou véirias experiéncias calorimétricas com uma
mistura de dgua e mercurio, concluindo que a primeira equacao, (4), com
base nas massas, era incompativel com os resultados, que pareciam favorecer
a hipétese do volume, expressa pela equacao (5), que foi aceita como o mel-
hor resultado teérico compativel com os dados experimentais, permanecendo
durante algumas décadas como uma interpretacao tedrica inconteste das ex-
periéncias!

Na segunda metade do século XVIII, Joseph Black, professor da Universi-
dade de Glasgow, introduziu os conceitos modernos de calor especifico (rela-
cionado ao calor “sensivel”) e calor latente (associado as transformagoes de
fase), ainda no contexto da teoria da conservagao do calérico. As discrepan-
cias nas experiéncias de Fahrenheit foram interpretadas como um sinal de
que a relacao entre quantidade de calor e temperatura era influenciada pelas
propriedades especificas das substancias individuais. Black propos a relacao

AQ = mcAf = CAP, (6)

em que a grandeza c, caracteristica de cada substéncia, foi inicialmente de-
nominada “afinidade pelo calor” ou “faculdade para receber calor”, ficando
finalmente conhecida como “calor especifico”, e C' = mc é a “capacidade
calorifica”. Essa inovacao de Joseph Black marca o inicio da termodindmica
tedrica. A medida do calor especifico de varias substancias passou a ter muito
interesse, abrindo-se entao um campo totalmente novo para a investigacao ex-
perimental. As novas experiéncias calorimétricas conduziram & confirmagao
da “lei de conservagao do calérico”,

AQl + AQQ = m101A91 + m202A92 = 0, (7)

com
0p — mic161 + m20292’ (8)

mM1C1 + MaCa
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que ¢ a férmula utilizada na calorimetria do ensino médio. Também se tornou
interessante tabelar os valores numéricos dos calores especificos de vérias sub-
stancias, e os calores latentes de transformacoes de fase (fus@o, ebuli¢do).
Mais adiante, Laplace e Lavoisier perceberam que os calores especificos po-
dem variar com a temperatura, nao sao meras constantes, colocando prob-
lemas que somente foram resolvidos bem mais adiante, com o advento da
mecanica estatistica quéntica!

Alguns autores apontam que nao foi mera coincidéncia que a evolugao da
teoria do calérico tenha correspondido de perto ao esclarecimento dos con-
ceitos bdsicos da quimica. O termo “caldrico” foi utilizado por Lavoisier no
seu “Traité Elémentaire de Chimie”, de 1789, que é um marco na histéria da
quimica. Os principios bésicos da nova quimica sao a conservagao da massa
e a invaridncia dos elementos quimicos. Juntamente com a conservacao do
caldrico, essa foi uma estrutura poderosa para a discussao das reacoes quimi-
cas. O conceito de calor de reagao era uma extensao natural do conceito de
calor latente. Com o acréscimo das reagoes quimicas, o alcance da evidéncia
experimental em favor da teoria do calérico assumiu proporgoes verdadeira-
mente impressionantes. O contraste entre caldrico livre e latente corresponde
a diferenca entre energia cinética e potencial. De certa forma, o calérico pode
ser concebido como um ancestral do conceito de energia. O estudante con-
temporaneo poderia argumentar que a teoria do calérico nao era adequada
para explicar o balango de energia nas reagoes quimicas, pois ela ignora o
papel do trabalho de compressao exercido pela atmosfera. Isso é correto e
pode ser, em principio, bastante significativo, mas do ponto de vista pura-
mente empirico a contribuicao do trabalho mecénico aos calores de reagao é
pequena e frequentemente menor do que a precisao das primeiras medidas.

1.2 A equacgao do calor

Fourier publicou em 1822 o seu “Traité Analytique da la Chaleur”, um
dos textos matemédticos de maior impacto de todos os tempos, que exerceu
enorme influéncia sobre o jovem William Thomson, mais tarde conhecido
como Lord Kelvin, um dos fundadores da termodinamica (a versd@o para o
inglés do texto de Fourier pode ser encontrada na cole¢ao dos “Great Books”
da Britannica). Segundo Fourier, as causas da transmissao do calor "s@o
desconhecidas, mas estao sujeitas a leis simples e fixas que podem ser de-
scobertas pela observacgao, e que sao o objeto de estudo da filosofia natural...
Vamos entao examinar o que as experiéncias nos ensinam sobre a transfer-
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éncia de calor..."

Fourier analisa a conducao do calor, partindo da “lei do resfriamento”,
baseada em ampla evidéncia experimental. Segundo essa lei fenomenolégica,
o fluxo de calor (caldrico), a partir de uma regiao com temperaturas mais
altas para uma regiao com temperaturas mais baixas, é proporcional & razao
entre a variacao de temperatura e a distancia espacial (ou seja, propocional
ao “gradiente” da temperatura).

Considerando o fluxo de calor ao longo de um cilindro, com o eixo na
direcao x, e as paredes laterais impermedveis, a lei do resfriamento é dada

por AT

J = —HA—x, (9)
em que J = J(z,t) é o fluxo do calor (quantidade de calor que atravessa
uma superficie normal ao eixo z, dividida pela drea AS da superficie e pelo
intervalo de tempo At), e T' = T (x,t) é a temperatura. Note que tanto
o fluxo J quanto a temperatura 7' sao fungoes da posicao x ao longo do
eixo e do tempo t, e que a “condutividade térmica” k é uma “constante
especifica de cada substancia”. Numa linguagem matemadtica um pouquinho

mais apropriada, devemos usar derivadas parciais,

- a0

Note o sinal menos, indicando que o fluxo vai ser positivo quando a derivada
da temperatura em relagdo a posicao for negativa (pois o calérico flui de
regioes com temperaturas mais altas para regioes com temperaturas mais
baixas).

Fourier entao utiliza o “principio da conservagao do calérico” para obter
uma segunda equacao. A diferenca entre o caldrico que entra no cilindro e
o caldrico que sai deve ser igual ao calérico acumulado dentro do cilindro
(pois nao deve haver nem fontes e nem sumidouros internos de caldrico).
Considerando o cilindro elementar ao longo do eixo x, com as bases em x e
r 4+ Az, temos a equacao de conservagao

AQ
J(£+Ax,t)AS—J(x,t)AS:—E, (11)
em que AQ é a quantidade de calérico ganha pelo cilindro elementar durante
o intervalo de tempo At. Note que o fluxo vezes a drea é uma corrente de calor
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T(xt) —e ( j T(x40x, )

x ¥+ AX

Figure 1: Fluxo de calor através de um cilindro elementar com as paredes
laterais isoladas e o eixo ao longo da direcao z.

(caldrico por unidade de tempo). Note também o sinal, pois J (z + Az, t)
deve ser maior do que J (z,t) e AQ deve ser negativo (o cilindro estara
perdendo caldrico). Mas a variacdo da quantidade de calérico deve ser dada
pela expressao de Joseph Black,

AQ = AmcAT, (12)

em que Am é a massa (constante) do cilindro elementar, ¢ é o calor especifico
e AT é a variagao da temperatura (devido a inje¢ao de caldrico no cilindro).
Entao temos

AmcAT
J(x + Az, t) AS—J(:c,t)AS:—%, (13)
ou seja
Amc AT
AJAS = ———F—— 14

que ainda pode ser escrita na forma mais conveniente,

AJ  Am AT

Ar  ASAz AL (15)

Levando em conta que AS Az é o volume do cilindro elementar, no limite de
grandezas infinitesimais podemos introduzir a densidade de massa,

Am

P= A5 AY (16)
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de onde obtemos finalmente a forma diferencial da lei da conservacao do
caldrico,

oJ orT

'55‘*'_Cp'5;7
em que o calor especifico ¢ e a densidade de massa p devem ser constantes
caracterfsticas de cada material.

A partir das formas diferencias da lei do resfriamento, equagao (10), e
do principio da conservacao do caldrico, equagao (17), obtemos uma forma
simplificada da famosissima equacao do calor ou equacao de Fourier,

(17)

T oT

oz ot’
em que a constante k = k/cp é a “difusividade térmica”. Essa é uma equagao
diferencial linear a derivadas parciais, cuja solucao T' = T (x,t), pode ser
obtida através de uma separacao de varidveis, T (z,t) = F (x) G (t), e da
utilizacao de uma representacao em senos e cossenos. O “método de Fourier”
é um tema absolutamente central na fisica matemaética modernal

(18)

kokkokokosk ko k >k

Como recurso pedagégico, em geral muito 1itil, € sempre importante ap-
resentar os calculos da forma como nds fizemos, considerando uma tnica
dimensao espacial. No entanto, quem tiver boa formacao matemsdtica pode
ir adiante, apreciando talvez uma deducao mais geral. Apelando para a no-
tagao do cédlculo vetorial, vamos escrever a lei do resfriamento na forma geral

T = -k VT, (19)

H
em que J é um vetor fluxo do calor, com a mesma interpretacao anterior, e
_>

tanto J quanto a temperatura T sao funcoes da posicao 7 e do tempo ¢. A
“lei da conservacao do calérico” é dada pela expressao matemética

- — d
]{ J-dS:——/udV (20)
dt Jy
S(V)

em que u = cp1’ é uma densidade de caldrico, escrita em termos do calor es-
pecifico ¢ e da densidade de massa do material p. O lado direito da equagao
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(20) fornece a taxa de variacdo do calérico dentro do volume V. Como o
caldrico se conserva, como nao ha nem fontes e nem sumidouros de calérico,
é claro essa variagao deve ser igual a integral do fluxo sobre a superficie
(fechada) S que engloba o volume V. A mesma equagao de conservagao tam-
bém ¢ utilizada em eletrodindmica, para expressar a conservagao da carga
elétrica, ou na mecanica dos fluidos, quando as particulas do fluido se con-
servam.

Utilizando agora o teorema de Gauss (ou do divergente), que deve ser
expicado am aula, escrevemos

- — - —
%J~dS:/V~JdV. (21)
S(V) Y
Portanto,
d ou = —
—— AV =— [ —dV = - JdV. 22
i |, udV ot Vv /v V. JdVv. (22)
Como o volume V' é qualquer, os integrandos sao iguais,
ou - —
- _v.J 23

dando origem a uma “equacao de continuidade”, que é uma forma local da
lei de conservacao do caldrico. Utilizando a “lei do resfriamento” (19) e a
forma da densidade de energia u, temos a equacao do calor, ou equacao de
Fourier, na sua forma mais geral,

T _ 5, (24)
ot

No final do curso vamos voltar a essa equagao, no contexto da difusao de um
fluido de particulas que se conservam.

Embora usasse a notacao de Leibnitz para as derivadas, que era um
enorme progresso em relacao ao método (geométrico) dos fluxdes de Newton,
Fourier ainda nao conhecia a notagao de derivadas parciais e muito menos os
recursos (utilissimos) do calculo vetorial. No texto original de Fourier, vocés
vao encontrar uma deducao em coordenadas cartesianas, mais longa e mais
simples talvez, e uma equagao final da forma

dv K (d2v d?v d%)

= i Tap e

&= 0D (25)
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Figure 2: Aerolipa de Hierao de Alexandria

em que a temperatura v = v (z,y, z,t) representa os “estados sucessivos do
sélido”. William Thomson percebeu a utilidade da notagao de Leibnitz, mas
tanto Thomson quanto Maxwell também nao usavam o calculo vetorial.

1.3 Ma&quinas térmicas - teoria de Carnot

O “poder do vapor” era conhecido desde a Antiguidade. Atribui-se a Hierao
de Alexandria, que viveu por volta do século 100 AC, o projeto e construgao
de uma maquina térmica capaz de aproveitar a expansao do vapor aquecido
para acionar um mecanismo. Ha vérias ilustragoes da mdaquina de Hierao
(ver a figura 2). Os elementos essenciais dessa méquina sao a fornalha (fonte
quente) que aquece a dgua (sistema auxiliar) de uma caldeira, que é entao
expulsa para a atmosfera (fonte fria) através de dois tubos excéntricos, pro-
jetados para girar um mecanismo (dispositivo mecénico). Dizem que Hierao
utilizava o trabalho mecénico produzido para abrir a porta dos templos e
maravilhar os fiéis.

Na Inglaterra, a partir do inicio do século XVIII, foram sendo desenvolvi-
das de forma artesanal as primeiras maquinas térmicas com a finalidade de
acionar bombas mecanicas, pneumadticas, que faziam vdcuo para drenar a
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Figure 3: Esquema da maquina de Newcomen. Note a caldeira, o cilindro em
que se desloca o pistao, o reservatério de dgua, e a conexao com as alavancas
de acionamento das bombas mecénicas. Note também as valvulas A e B que
eram acionadas para estabelecer o funcionamento ciclico.

dgua que inundava as minas de carvao. A m&dquina de Newcomen, por ex-
emplo, era uma estrutura imensa, com uma fornalha e uma enorme caldeira,
que se comunicava com um pistao. Abrindo a vélvula da caldeira, o vapor
aquecido entrava no pistao e acionava o movimento de um cilindro. Fechando
a vélvula e resfriando o cilindro, o vapor se condensava e o cilindro descia
no pistao, até que novo ciclo se iniciasse. Havia centenas de maquinas desse
tipo que operavam na Inglaterra, desempenhando papel essencial na primeira
revolugao industrial. Conta-se que na Universidade de Glasgow havia uma
méquina de Newcomen em miniatura usada pelo professor Jopeph Black para
as suas demonstragoes, mas que essa maquina raramente funcionava. James
Watt, técnico de Black, percebeu que nao tinha sentido aquecer e depois
resfriar o cilindro em cada etapa do ciclo, principalmente num maquina pe-
quena, e inventou o condensador separado, que aumentou consideravelmente
a eficiéncia das médquinas de Newcomen.

A figura acima representa esquematicamente uma méaquina de Newcomen.
Notem o recipiente na forma de cilindro, aberto na parte superior, em que
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se deslocava o pistao. Da parte inferior do cilindro saiam duas tubulagoes,
ligadas a uma caldeira e a um pequeno reservatério de dgua. O movimento
do pistao, através de uma espécie de alavanca, acionava as velhas bombas das
minas (que realizavam o trabalho de drenagem). O funcionamento (ciclico)
dessa maquina de Newcomen era simples: (1) inicialmente, com a vélvula B
aberta, o vapor d’dgua aquecido na caldeira penetrava no cilindro, expulsava
o ar e movimentava para cima o pistao; (2) neste ponto era trocada a abertura
das valvulas, isto é, a vdlvula A era aberta e a valvula B fechada, provocando
a entrada de um jato de dgua fresca dentro do cilindro; (3) com as duas
valvulas fechadas, o vapor se condensava dentro do cilindro, formava-se um
vacuo relativo no seu interior, e a pressao atmosférica fazia com que o pistao
voltasse para baixo, acionando as bombas de drenagem. Em seguida, a dgua
de dentro do cilindro era escoada, e todo o ciclo era repetido novamente.

Um cronista do século XIX, maravilhando-se com as novas conquistas
tecnolégicas, menciona que as tropas de Napoleao, famosas pela rapidez de
movimentos, nao conseguiam se deslocar muito mais rapidamente do que o
exército do general Hanibal, que invadiu a Itdlia na Antiguidade. Apds a
derrota na Russia, as tropas de Napoleao percorreram em 312 horas a dis-
tancia de 2500 quilémetros entre Vilna, na Lituinia, e Paris. Nessa retirada
as tropas de Napoleao fizeram cerca de oito quilébmetros por hora, que é
uma velocidadee da mesma ordem de grandeza com que se deslocavam as
tropas de Hanibal hd cerca de mil anos, transportando também suprimentos
e animais. Em comparagao, no final do século XIX, a estrada de ferro entre
Paris e Vilna possibilitava um ganho de uma ordem de grandeza, com uma
velocidade média pouco abaixo de 80 km/h. Um aviao a jato moderno deve

possibilitar o ganho de outra ordem de grandeza nessa velocidade.

No seu livro famoso, “Réflexions sur la Puissance Motrice du Feu et sur
les Machines propes a développer cette puissance”, publicado em 1824, o
jovem engenheiro francés Sadi Carnot aponta logo na introducao que "o
estudo dessas méaquinas ¢ do maior interesse, a sua importancia é enorme,
o seu uso tem crescido continuamente, e elas parecem destinadas a produzir
uma grande revolucao no mundo civilizado.” Carnot também aponta que,
apesar de toda a sua importancia, de estarem destinadas a constituir um
motor universal, a teoria dessas mdquinas é muito pouco entendida, e as
tentativas de aperfeicoamento sempre se deram mais ou menos ao acaso.
Carnot identifica os elementos principais de uma maquina térmica e propoe

17



a teoria de funcionamento de uma médquina ciclica. Um dos pontos bésicos
da teoria de Carnot é a negagao do moto perpétuo: partindo de determinadas
condigdes iniciais (temperaturas iniciais), realizando um operagao ciclica, sem
perdas, nao seria possivel produzir uma determinada quantidade de trabalho
e depois utilizar apenas uma parte do trabalho produzido para operar o
ciclo ao contrdrio a fim de chegar as mesmas condicoes iniciais. Nao se
produz trabalho sem modificacées no ambiente. A mdaquina 6tima trabalha
com qualquer sistema auxiliar, desde que nao haja perdas no funcionamento
ciclico (pois o caldrico se conserva).

Na época da sua publicacao, o livro de Carnot, destinado a engenheiros
e a um piblico mais geral, teve pouca repercussao. Mas as suas ideias foram
divulgadas por um jovem egresso de Cambridge, William Thomson, futuro
Lord Kelvin, especialista no método de Fourier, que fazia um estdgio no
laboratério de Henri Regnault, em Paris, estudando as propriedades do vapor
aquecido. Na realidade, Thomson conheceu as ideias de Carnot através de
um artigo de Benoit Calpeyron, ainda no contexto da teoria do calérico. Foi
Clapeyron quem desenhou o diagrama ciclico conhecido (duas isotermas e
duas adiabdticas) no plano p-V (pressao versus volume) e "matematizou" a
teoria de Carnot.

Vamos citar alguns trechos de magnifico artigo de William Thomson de
1848:

No estado atual da ciéncia, nao se conhece nenhuma operagao em que o calor
seja absorvido sem elevar a temperatura da matéria ou sem se tornar latente ...;
e a conversao de calor (ou caldrico) em efeito mecénico é provavelmente impos-
sivel*, certamente ainda nao foi descoberta. Entao, para obter efeito mecénico em
madquinas reais devemos procurar a fonte de poténcia ....em uma transmissao de
calor. ... Carnot demonstra que é pela descida do calor, de um corpo quente para
um corpo frio, através de uma méaquina (uma maquina a vapor ou uma méquina
operando com o ar), que o efeito mecanico pode ser obtido Reciprocamente, ele
prova que a mesma quantidade de calor, mediante o consumo de uma quantidade
igual de forca de trabalho, pode ser ser elevada do corpo frio para o corpo quente
(com a maquina nesse caso trabalhando ao contrario). Isso ocorre da mesma forma
como se pode obter efeito mecéanico pela queda da dgua em uma roda de dgua.
Nesse caso, a dgua também pode ser elevada a um nivel mais alto, consumindo
for¢a de trabalho, pelo giro da roda ao contrédrio ou operando uma bomba. A
quantidade de efeito mecénico obtida pela transmissao de uma determinada quan-
tidade de calor, através de qualquer tipo de médquina, com uma economia perfeita,
nao depende da natureza especifica da substancia empregada como meio de trans-
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Figure 4: Proposta de Carnot e Kelvin. Numa méaquina ideal uma gantidade
de caldrico Q* “desce” de uma temperatura 7y para uma temperatura 7.
O trabalho W produzido é proporcional a diferenca das temperaturas.

missao de calor, mas apenas do intervalo entre as temperaturas dos dois corpos
entre os quais o calor ¢ transferido.

* Essa opinido parece ser quase universalmente seguida por aqueles que tém
escrito sobre o assunto. Uma posicao contraria, no entanto, foi defendida por
Mr. Joule, de Manchester, ....... ainda hd muito mistério envolvido nessas questoes
fundamentais de filosofia natural.

(ver a edigao especial sobre o "centendrio da morte de William Thomson" na
Revista Brasileira de Ensino de Fisica, volume 29, 2007).

De forma bastante esquemética podemos resumir a proposta de Carnot-
Kelvin no diagrama da figura 4.

A méquina opera entre uma fonte quente (a temperatura 7Tg) e uma fonte
fria (a temperatura Tr). Para produzir trabalho mecéanico, Carnot sabia que
era importante evitar o contato direto entre as fontes quente e fria. Af entra
em cena o “sistema auxiliar”, inicialmente em contato com a fonte quente,
mas que depois se resfria, adiabaticamente, até atingir a temperatura Tr da
fonte fria; nessas etapas do processo ciclico o sistema auxiliar se expande e
realiza trabalho. Atingida a temperarura da fonte fria, o sistema comeca a se
contrair isotermicamente. Finalmente, o contato com a fonte fria é desfeito, e
o sistema auxiliar continua contraindo e se aquece, até voltar a temperatura
inicial T¢, completando assim um cilco de operagao. Se nao houver perdas,
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o caldrico se conserva, valendo a lei de conservagao

Qo= Qr = Q" (26)

em que os sfmbolos estao indicados na figura. Dada uma quantidade de calor
(ou caldrico) Q*, como na analogia da queda d’dgua, o trabalho mecanico
realizado é proporcional & diferenga de temperatura entre as fontes quente e
fria,

W= Q" (g — Tr), (27)

em que a dependéncia linear ¢ uma simplificacdo (e a notagao foi modern-
izada).

Em concordancia com as indicacoes empiricas da época, o rendimento
da méquina de Carnot é proporcional a diferenca de temperaturas (entre as
fontes quente e fria). Essa conclusao forneceu a base da proposta de William
Thomson para o estabelecimento de uma escala termométrica universal, in-
dependente da particular substancia termomeétrica. Essa escala (absoluta)
dependia apenas de medidas de trabalho e de um nico ponto fixo de refer-
éncia (ver a traducao do artigo de Thomson, “A escala termométrica absoluta
baseada nas teorias da poténcia motriz de Carnot e calculada a partir das
observagoes de Regnault”, na edigao comemorativa da Revista Brasileira de
Ensino de Fisica, volume 29, 2007).

Suponha agora que a maquina possa “funcionar ao contrario”. Con-
siderando uma madquina ideal, sem perdas, vai ser necessdria a mesma quan-
tidade de trabalho mecanico W para retirar a quantidade de caldrico Q* da
fonte fria e transferir para a fonte quente.

1.4 A conciliagao entre Carnot e Joule

Vamos interpretar o esquema anterior a luz das opinioes de “Mr. Joule, de
Manchester”, supondo que o calor seja uma forma de energia, e que o calor
possa ser transformado em trabalho mecéanico.

De acordo com o esquema da figura, a maquina opera entre uma fonte
quente (temperatura 7y) e uma fonte fria (temperatura 7). Realizando um
processo ciclico, no final da operacao o sistema auxiliar volta ao seu estado
inicial. Portanto, o trabalho mecénico realizado é dado por

W =J(Qq - Qr), (28)
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Figure 5: Na proposta de Mayer-Joule, durante um ciclo de operagao da
mdaquina térmica, uma certa quantidade de calor )¢ ¢é liberada pela fonte
quente, o trabalho W é realizado, e uma outra quantidade de calor Qp &
absorvida pela fonte fria. Entao W = J (Qqg — QF)-

em que J é o “equivalente mecanico do calor”, que nés mantivemos nesse
ponto por razoes histéricas, embora seja melhor fazer J = 1, pois calor e
trabalho tém a mesma dimensao (de energia).

A ideia de “conservacao da energia” estava no ar na Europa do século
XIX. H4 uma tese famosa de Thomas Kuhn propondo que o principio da
conservagao da energia é um exemplo de descoberta simultdnea, feita por
varios pesquisadores, em diversos locais, mais ou menos na mesma época.
Aparentemente o médico alemao Mayer chegou a conclusao de que o calor
pode se transformar em trabalho através de medidas de pressao arterial,
propondo inclusive um valor muito razodvel para o pardmetro de conversao J.
Joule trabalhou nessa questao durante pelo menos trés décadas, oferecendo
exemplo magnifico de exaustiva investigagao experimental.

Como se distribuem os valores Qg e @r? O rendimento ainda depende
da diferenca de temperaturas? Essas questoes nao podem ser respondidas no
esquema de Mayer-Joule. Além disso, de acordo com esse esquema seria pos-
sivel fazer Qp = 0, transformando todo o calor () em trabalho mecanico, e
contrariando dessa forma todas as evidéncias experimentais da época sobre a
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“dissipagao da energia”. Esss problema foi resolvido por Rudolf Clausius, que
tomou conhecimento das ideias de Carnot através dos trabalhos de Thomson.

Clausius aceita o principio de Mayer-Joule (conservagao da energia total),
dado pela equacgao (28), mas propoe que ele seja suplementado por uma forma
modificada da “lei de conservagao” de Carnot,

Qo _ % (29)
To Tr
Temos entao o rendimento
%74 To—T T,
= —=-9 _"F_1__F (30)
Qq 1o 1o

que é proporcional & diferenca de temperaturas, mas que também depende
de T, justificando a defini¢cao do zero absoluto, como ja tinha sido perce-
bido por William Thomson, e limitando a quantidade de calor que pode ser
transformada em trabalho.

Resta pensar sobre os casos nao ideais (ou irreversiveis, como se chama
ataualmente), em que pode nao ser vilida a lei de conservagao proposta por
Clausius. Por exemplo, o que acontece quando o calor é transmitido sem a
realizacao de trabalho? Aos poucos essas situacoes foram sendo compreen-
didas, em boa parte devido aos trabalhos do préprio Clausius, culminando
com a sua definicao de entropia como funcao que se conserva nos processos
reversiveis.

1.4.1 Leis da termodinamica

As leis da termodinamica foram resumidas em duas frases magistrais de Clau-
sius, citadas na introducao de um artigo famoso de Gibbs sobre a termod-
inAmica de misturas de fluidos em equilibrio:

- a energia do mundo é constante;

- a entropia do mundo tende a um valor méaximo.

O “mundo” isolado de Clausius é constituido por um sistema, acoplado
a uma “fonte de calor” e a uma “fonte de trabalho”. Numa transformacao
infinitesimal, o sistema recebe calor e realiza trabalho. Entao

AU = AQ — AW, (31)
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balanc¢o energético:

AU = AQ — AW

. AQ
balanco entrépico:
AQ

AStm‘/al = AS— T Z 0 AW

Figure 6: O universo de Clausius é constituido por um sistema S que re-
cebe calor de uma fonte de calor e executa trabalho sobre uma dispositivo
mecanico.

em que U é a energia interna do sistema, e

A
ASu = A5~ 22 >0, (32)

em que S é a entropia do sistema. Numa “transformacao reversivel” a en-
tropia do mundo AS;., nao se altera, ou seja, AS = AQ/T. Em termos
gerais, no entanto, vale a “desigualdade de Clausius”,

AQ
AS = ==, (33)

Aplicando essas ideias a uma maquina térmica, num ciclo infinitesimal,
em que o sistema auxiliar volta ao estado inicial, a energia é conservada,

AW = AQq — AQr, (34)

mas em geral a entropia do universo aumenta,

AQqo  AQr
Y= - >
T, + T, = 0, (35)
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ou seja,

AQr _ T,
> —, 36
AQo = Ty (36)
de onde vem o rendimento
W Q¢—-Qr Qr Tr
=1- <1-——. 37
= Qo Qo Qo Ty (37)

Esse rendimento é méximo apenas para uma méaquina ideal, sem perdas, num
ciclo reversivel, em que a entropia do universo permanece constante.

Em termos bem gerais, considerando um processo ciclico arbitrario, podemos

escrever
]fds f{ @9 (38)

em que 7{ dS é a variagao total de entropia do sistema auxiliar. Portanto,

fas= 12 5

que é a expressao integral conhecida da “desigualdade de Clausius”. Num
processo ciclico reversivel, é claro que

fdg:f%:o, (40)

dando origem & caracterizacao da entropia como “funcao de estado”.

em geral temos

A caracterizacao da energia interna e da entropia como “funcoes de es-
tado” é um ponto central da proposta de Clausius. Em termodindmica os
estados de equilibrio sao definidos por poucas varidveis, ao contrario dos es-
tados dos sistemas mecénicos de particulas, que exigem o conhecimento das
posigoes e das velocidades de todas as particulas. Os estados termodinamicos
de um fluido simples (isotrépico, homogéneo, constituido por um tnico tipo
de componente) sao definidos por varidveis como a temperatura, o volume, a
pressao e o nimero de moles. Na realidade, hé relacoes entre essas varidveis
(que se chamam equagdes de estado), e o estado de uma certa quantidade de
um fluido simples pode ser inteiramente definido por duas varidveis apenas (a
temperatura e a pressao, por exemplo). Nesse caso simples, tanto a energia
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interna quanto a entropia sao funcoes bem definidas dessas duas varidveis,
temperatura e pressao.

Vamos considerar dois estados de equilibrio termodinamico, A e B. Em
geral nem podemos falar em entropia dos estados intermedidrios, que nao pre-
cisam ser estados de equilibrio. No entanto, podemos imaginar um processo
muito lento (quase estéatico), definindo uma trajetéria especial no espago das
varidveis termodindmicas, formada por uma sucessao infinitesimal de estados
desde A até B. Ao longo desse processo quase-estdtico, também conhecido
como “processo termodindmico” ou “processo reversivel”, tanto a entropia
quanto a energia interna e as outras funcoes termodindmicas estao sempre
bem definidas. Portanto, ao longo dessa trajetéria quase-estatica podemos
escrever a equacao diferencial

dU = TdS — dW, (41)

em que dW é o trabalho realizado. No caso de um sistema isotrépico como
um fluido, a forma de dW é bem simples,

AW = pdV, (42)

em que p é a pressao e V' é o volume. Se o niimero de moles N variar, ainda
temos que adicionar um termo de trabalho quimico, da forma pudN, em que
w1 € um potencial quimico (como serd explicado mais adiante). Temos entao
a forma geral para um fluido simples,

dU = TdS — pdV + udN, (43)

que é a expressao diferencial conhecida da “primeira lei da termodinamica”.
Integrando ao logo da trajetéria (reversivel) entre A e B, também temos

B B B B
/ dU—/ TdS—/ pdV—i—/ pudN. (44)
A A A A

A equagao (43) indica que a energia interna U é uma funcao das varidveis
independentes S, V' e N, ou seja, que podemos escrever U = U (S,V, N).
Temos entao a forma diferencial de U em termos de derivadas parciais,

ar=(29) as+ (YY) v+ (YY) aw, (45)
5 ) vy vV ) n ON ) g
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em que estamos fazendo questao de usar uma notacao meio carregada mas
bem explicita. Comparando as expressoes (43) e (45), podemos escrever a
temperatura, a pressao e o potencial quimico como derivadas parciais da en-
ergia interna, definida em termos da entropia, do volume e do numero de
moles, U = U (S,V,N), que é conhecida entdo como uma “equagao fun-
damental” do sistema simples. Dada essa equacao fundamental, temos as
“equacoes de estado na representacao da energia’,

ou ou ou
@) =G (),
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2 Formalismo da termodinamica

Estamos agora preparados para apresentar o formalismo gibbsiano da ter-
modinamica, que é muito 1til para aplicagoes além dos dominios da engen-
haria das maquinas térmicas, e particularmente adequado para estabelecer a
conexao com as ideias da mecénica estatistica.

Quando corrigiu a primeira edicao do seu livro famoso, agradecendo co-
mentdrios do "professor J. Willard Gibbs, of Yale College, U.S.", Maxwell
introduziu uma nova secao sobre "an exceedendly valuable method of study-
ing the properties of a substance by means of susrface". Ao longo dessa
secao, vamos entao apontar algumas caracteristicas geométricas das fungoes
termodinamicas.

Em primeiro lugar, vamos notar que a energia interna U = U (S, V, N)
deve ser uma fungao monotonicamente crescente da entropia (pois a temper-
atura é sempre positiva). Isso nos permite inverter essa fungao, escrevendo
S como fungdo de U, V e N, ou seja, S = S (U,V, N), de onde vem a forma
diferencial

_ 1 P &
dS = ZdU + dV — =N, (47)

e as “equacoes de estado na representacao da entropia”,

1 [0S ~p [0S ' p [0S 48

=), 7= (@), 7-(x), @
Portanto, a fungao S = S (U, V, N) também é uma equagao fundamental para
o fluido simples, com o mesmo contetido de informagao que a funcao U =
U (S,V,N). Podemos trabalhar com S, na representagdo da entropia, em
que as varidveis independentes sao U, V' e N; ou entdao com U = U (S, V, V),
na representacao da energia, com as varidveis independentes S, V e N. Mais
adiante vamos ver que ainda h& um requisito serissimo sobre o sinal da se-
gunda derivada de U em relagao a S. Quando existir, a derivada §*U/0S?

tem que ser negativa, caso contrédrio a entropia do universo nao vai para um
valor méximo, de acordo com a exigéncia de Clausius!

2.1 Exemplo: gas ideal monoatémico classico

O "gds ideal monoatomico cldssico", que deve ser o sistema termodinamico
mais simples, comporta-se de acordo com a lei de Boyle-Mariotte, conhecida
desde o século XVII, estabelecendo que o produto da pressao pelo volume
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do gds é constante para uma temperatura fixa. Numa linguagem moderma,
escrevemos

pV = NRT, (49)

em que N é o nimero de moles, R ¢ a constante universal dos gases e T' é a
temperatura absoluta.

Além disso, sabia-se que o calor especifico de um gas ideal era constante,
independente da temperatura e da pressao. Para um gés ideal monoatdémico
cldssico, temos

v = SR, (50)
2
em que cy é o calor especifico molar a volume constante.

Esses dois resultados sao leis empiricas, de cardter fenomenoldgico, tipicas
da termodinamica. Sao leis provenientes dos dados experimentais que foram
sendo coletados quando se estabeleceram maneiras de medir pressao e tem-
peratura. No contexto da termodindmica nao hé possibilidade de “deduzir”
a forma dessas leis. As “dedugoes microscépicas” vieram mais tarde, como
produto da teoria cinética dos gases.

Vamos lembrar que o calor especifico a volume ¢ definido pela relagao

= i i % _l 8_U (51)
YV TartoN\AT),, T N\oT ),

Vamos também levar em conta que: (i) a energia interna de qualquer sis-
tema termodindmico deve ser extensiva, isto é, multiplicando as “varidveis
de tamanho”, V' e N, por qualquer fator )\, a energia fica multiplicada pelo
mesmo fator \; (ii) as experiéncias de expansao livre para gases diluidos in-
dicam que a energia interna de um géas ideal nao é fun¢ao do volume. Temos
entao o resultado fenomenolégico conhecido

U= gNRT. (52)

As equagdes (50) e 52) podem ser escritas numa forma mais conveniente,
em termos das varidveis independentes U, V' e N da representacao da en-

tropia,
1 3NR

_ NR

p
T 2U ' T Vo (53)
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Comparando com a forma diferencial (48) das equagoes de estado na repre-
sentacao da entropia, temos

05\ _3NR_ (0S5\ _NR 50
ou V7N_ 2U ' ov U7N_ 728
Essas derivadas parciais sao facilmente integraveis. De fato, em termos de
uma funcgao arbitréria f, (N), é imediato escrever que

S =S, V.N)= DL

InU+ NRInV + f, (N). (55)

Felizmente ainda é possivel dizer alguma coisa sobre essa funcao arbitraria
fa (N), pois a entropia deve ser uma fungao extensiva das varidveis U, V' e
N. Em outras palavras, a entropia, escrita como S = S (U,V, N), deve ser
uma func¢ao homogénea de primeiro grau das varidveis U, V e N, ou seja,

S (AU, AV, AN) = AS (U, V, N), (56)

para qualquer A. Torna-se entao um exercicio elementar escrever a entropia
por mole do gés ideal (monoatémico cldssico, como vai ficar claro mais adi-
ante) na forma

S 3R, U V
§ = — = —In— + RIn — + constante. 57
N 2 N N (57)
Nessa expressao fica evidente a extensividade, mas ainda aparece uma con-
stante, que somente vai ser definida pelos requisitos quéanticos da chamada
terceira lei da termodinamica. Mais adiante vamos recuperar essa expressao

no contexto da mecanica estatistica.

Exercicio: ciclo de Carnot; equacao de uma adiabdtica no plano p — V

O ciclo de Carnot foi desenhado por Clapeyron no diagrama p — V' (ver
a figura). Esse ciclo é formado por duas isotermas, a temperaturas T e T,
e duas adiabdticas. Em contato com a fonte quente a temperatura Ty, o sis-
tema auxiliar recebe uma quantidade de calor ()¢ e executa trabalho através
da expansao isotérmica. Atingido certo volume, a fonte quente é removida
e o sistema continua se expandindo sem trocas de calor (adiabaticamente)
até atingir a temperatura Tr da fonte fria. Atingida a temperatura Tr, o
sistema é colocado em contato com a fonte fria, cede calor e é comprimido
(recebe trabalho) até atingir um determinado volume. Nesse ponto a fonte
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Figure 7: No diagrama p — V', o ciclo de Carnot, A = B - (C — D — A, é
formado por duas isotermas, a temperaturas T e T, e por duas adiabéticas.

fria é removida e o sistema evolui adiabaticamente até voltar ao estado inicial
e completar um ciclo de operagao.

Suponha que o sistema auxiliar seja constituido por um mol de um gés
ideal monoatomico clédssico, ou seja, que pV = NRT e U = (3/2) NRT, com
N=1

(a) Mostre que a equagao da curva adiabdtica no plano p— V. é dada por

pV7 = constante.

Qual o valor da constante 7

(b) Preencha a tabela abaixo, indicando as expressoes do calor absorvido
AQ absorvido pelo sistema, do trabalho realizado AW, da variacao da en-
ergia interna AU e da variacao da entropia AS, ao logo de cada trecho do
ciclo de Carnot. Expresse as suas respostas em termos das temperaturas Tt
e Tr, da razao Vg /V, entre os volumes nos estados A e B, e da constante
universal dos gases R.

AQ AW AU AS
A— B
B—C
C—D
D— A
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Verifique explicitamente o balanco total da energia interna e da entropia.
Mostre que o rendimento n do ciclo é dado pela expressao de Carnot.

(c) ** Na época de Laplace, Carnot e Clapeyron, ainda no contexto da
teoria do caldrico, foi possivel obter a equacao para uma adiabdtica no plano
p—V. Suponha (erroneamente, ¢ claro) que o calor (caldrico) seja uma fungao
de estado, @ = @ (p, V), e que os calores especificos (a volume ou a pressao
fixos) sejam constantes. Mostre que ainda obtemos a mesma expressao pV'? =
constante. Veja T. Kuhn, Caloric theory of adiabatic compression, Isis 49,
132 (1958).

(d) ** No contexto da teoria do calérico, também foi possivel obter a
razao entre as compressibilidades isotérmica k7 e adiabdtica, kg, de um gés
ideal. Modernamente, essas compressibilidades sao definidas pelas relacoes

v dp T,N’ T dp S,N,

em que o sinal de menos é introduzido para que os valores sejam positivos
(pois nao é possivel que o volume de um sistema em equilibrio termodindmico
aumente com a pressao aplicada!). No contexto do calérico, a entropia S deve
ser substituida pela quantidade de caldrico (). Verifique o resultado muito
conhecido,

RT Cp

— ==

Rs Cy
que proporcionou a corre¢ao de um erro famoso de Newton sobre o valor da
velocidade de propagagao do som no ar.

2.2 Postulados da termodinamica

Estamos agora em condicoes de utilizar a linguagem dos fluidos para estab-
elecer os postulados da termodindmica gibbsiana:

Primeiro postulado: “Os estados macroscépicos de um fluido simples
sao completamente caracterizados pela energia interna U, o volume V', e a
quantidade de matéria (nimero de moles N).”

No caso de um fluido com N moles de r componentes distintas, temos que
dar o conjunto de nimeros de moles de cada componente, {N;;j = 1,...,r}.
Na presenca de campos ou no caso de um sélido anisotrépico, entram em
jogo outras variaveis.
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Figure 8: Sistema termodindmico composto de trés sistemas simples separa-
dos por paredes adiabéticas, fixas e impermedveis.

Um sistema composto ¢ um conjunto de sistemas simples separados
por paredes ou vinculos. Essas paredes sao separagoes ideais, que restringem
as mudancas de deteminadas varidveis. Por exemplo, paredes adiabéaticas
nao permitem o fluxo de energia na forma de calor (caso contrdrio, serao
diatérmicas). Paredes fixas ndo permitem variagbes de volume. Paredes
impermedveis nao permitem o transito de um ou mais tipos de particulas
componentes do fluido.

Os postulados da termodindmica vao dar uma resposta para o problema
fundamental do equilibrio termodindmico, que consiste em determinar o es-
tado final de equilibrio de um sistema composto quando se removem alguns
vinculos intermos. Por exemplo, qual seria o estado final de equilibrio se uma
parede adiabdtica fosse transformada em diatérmica? E se uma parede fixa
se tornasse movel?

Segundo postulado: “Ha uma funcao dos parametros extensivos de um
sistema composto, denominada entropia, S = S(Uy, Vi, Ny, Uy, Vo, Na, .. .),
que é bem definida para todos os estados de equilibrio. Se nés removermos
um vinculo interno, os pardmetros extensivos assumem valores de equilibrio
que maximizam a entropia.”

A entropia como funcao dos parametros extensivos de um sistema é uma
equacgao fundamental, contendo toda a informacao termodindmica sobre
esse sistema.

Terceiro postulado: “A entropia de um sistema composto é aditiva
sobre cada um dos subsistemas que o compoem. A entropia é uma funcao
continua, diferencidvel e monotonicamente crescente da energia.”
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De acordo com esse terceiro postulado, a entropia de um sistema composto
por dois fluidos simples e distintos, envoltos por paredes restritivas a todas
as varidveis, pode ser escrita na forma de uma soma,

S(U17%7N17U2a‘/23N2) = Sl (Ula‘/laNl) + S? (U2>‘/2>N2> . (58)

Dada a fungao S = S(U,V, N), o terceiro postulado garante que (05/0U) >
0. Podemos entao inverter essa fungao entropia e escrever U = U(S,V, N),

que também é uma equacao fundamental do sistema, com o mesmo status
de S = S(U,V,N).

A aditividade da entropia significa que S = S(U,V,N) é uma funcao
homogénea de primeira ordem de todas as suas varidveis. Portanto, para
qualquer valor de A\, podemos escrever

S(AU,A\V,AN) = AS(U,V,N). (59)
Em particular, tomando A = 1/N, temos

%S(U,V,N)zS(%,%J) = s (u,v), (60)

que justifica a definicao das grandezas termodinamicas conhecidas como den-
sidades, u = U/N,v=V/N,e s = S/N.

Quarto postulado: “A entropia se anula num estado em que (OU/0S )V, N=
0.77

Mais adiante vamos ver que esse ¢ um enunciado possivel da lei de Nernst,
ou “terceria lei da termodindmica”. Esse postulado garante que a entropia se
anula no zero absoluto da temperatura, que é uma consequéncia do cardter
quantico da matéria.

2.3 Equilibro térmico entre dois sistemas

Vamos agora utilizar os postulados para analisar um exemplo paradigmético
de equilibrio térmico. Consideramos um sistema composto, totalmente iso-
lado, constituido por dois fluidos simples. No estado inicial, os dois fluidos
estao separados por paredes adiabdticas, fixas e impermedveis. Num deter-
minado momento, a parede interna de separagao torna-se diatérmica (mas
continua fixa e impermedvel). Depois de um certo tempo de relaxagao, o
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Figure 9: Sistema composto por dois fluidos simples, incialmente separados
por paredes adiabdticas, fixas e impermedveis.

sistema deve atingir novo estado de equilibrio, dado pela maximizacao da

entropia total,
S =51 (Ur, Vi, N1) + S2(Us, Vo, Ny), (61)

em que Vi, Vo, N; e Ny sao parametros fixos, e as energias U; e U; podem
variar, mas estao sujeitas a condicao

U, + U, = U, = constante, (62)

em que Uy é a energia total do sistema composto (que permanece fixa).
Entao, na situagao final de equilibrio, temos

S 0S;  9Sy 95 95 1 1
oU, 0U, + ou, oU, oU, T, T 0, (63)

em que usamos a equagao de estado (48) na representagao da entropia. Obte-

mos assim a equalizacao das temperaturas, 77 = 15, de acordo com as nosssas

expectativas intuitivas sobre o estado final de equilibrio termodinamico.
Para completar a andlise temos que considerar a derivada segunda,

0?8 B %S, B g (05 0?5, n 025,
ou?  oUE  oU, \oU,) oU? = 0U3
Usando a equacgao de estado para o inverso da temperatura, podemos escrever

S _ 0 (1Y, 0 (1\_ 10h 10L, o
ouz  ou, \ Ty oUy \T, )  T:oU, T3oUy

(64)

Como essa derivada segunda tem que ser negativa na situagao de méximo,

somos obrigados a exigir que
orT
— > 0. 66
(8 U ) V,N (96)
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Para perceber o sentido fisico dessa condicao, vamos notar que o calor es-
pecifico a volume constante é dado por

T ([0S 1 [foU
v=2(%) -+(5) (67
NA\OT)yy N\OT)yy
Entao, fazendo uma manipulagao com as derivadas, temos
oT ) 1 1
— = = > 0. (68)
(8U v (5r)yy  Nev

Portanto, a maximizagao da entropia estd diretamene relacionada com uma
propriedade fundamental de “estabilidade térmica” dos corpos. Num sistema
termicamente estdvel, o calor especifico, que é proporcional a razao entre o
calor injetado e a variagao da temperatura, nao pode assumir valores nega-
tivos. Nao é possivel fornecer calor e abaixar a temperatura de um sistema!

Vamos considerar de novo essa condi¢ao de estabilidade, que pode ser

escrita na forma 51 o2
(W)W - (W)V,N <0 (99

Isso significa que a entropia tem que ser uma funcao céncava da energia.
Outras formas funcionais (geométricas) de entropia em termos da energia sao
absolutamente inaceitdveis!

Nesse ponto vale a pena fazer algumas consideragoes sobre convexidade
(concavidade). A func@o diferencidvel f(x) é convexa se a sua segunda
derivada for positiva para todos os valores de x. Se a segunda derivada
for negativa a fungdo ¢é concava. Por exemplo, a funcdo f(x) = exp (z) é
convexa, mas a fungao f(z) = Inx é concava. Poderfamos até ter usado uma
definicao mais geral, de cardter puramente geométrico, para incluir fungoes
nao diferencidveis em alguns pontos (por exemplo, quando ocorre uma tran-
sicao de fases).

Pode-se também mostrar que, para garantir tanto a estabilidade térmica
quanto a estabilidade mecénica de um sistema, a densidade de entropia, s =
s(u,v), tem que ser uma fungao concava das duas varidveis independentes, u
e v. Por outro lado, a densidade de energia, u = u(s, v), deve ser uma fungao
convexa da varidveis independentes s e v.

Exercicio: Equilibrio entre dois subsistemas simples.
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Considere um sistema composto de dois subsistemas muito especiais, ini-
cialmente a temperaturas diferentes, T1; e T5;, que sao postos em contato
térmico em determinado momento. O sistema total permance isolado. Os
volumes e a quantidade de matéria de cada subsistema também nao se al-
teram nesse processo. Suponha além disso que esses subsistemas tenham
calor especifico constante (c; e cg, por exemplo).

(a) Mostre que a entropia de cada susbistema pode ser escrita na forma

U
S=85(U)=Ncln Ne + constante, (70)

em que N é o nimero de moles. Note que essa é uma “equacao fundamental”
no formalimo gibbsiano. Note que a temperatura é dada por

1 dS Nec
= = 71
T dU U’ (71)
ou seja, a energia interna tem a forma U = c¢NT.
(b) O estado final de equilibrio é obtido pela maximizagao da entropia do
sistema composto,

S =5, (U)) + s (Us), (72)
com
U1 + Ug = Uli + Ugi = N161T1,‘ -+ NQCQTQi = []c = Constante, (73)

em que Uy; e Uy; sao as respectivas energias internas iniciais dos dois sistemas.

Mostre que a situagao de equilibrio é dada por
Ny Nocy
Uy U.—Usy

(74)

em que Ujs é a energia final (de equilibrio) do corpo 1, e Usyy = U. — Uy5 € a
energia final do corpo 2. Essa expressao também pode ser escrita como

1 1

R 75

confirmando que as temperaturas se equalizam na situacao final de equilibrio.

(c) Mostre que

NiciTh; + NocoTy,;
N101 + N202

36



de acordo com a expressao que poderia ter sido obtida no contexto da
calorimetria elementar (comparar com a eq. (8), que foi obtida supondo
a conservacao do calérico).

(d) Calcule a derivada segunda da entropia no equilibrio,

d25 (Ul) . _N101 NQCQ

R S/ — . 77
Uz U (U, —Uy)? (7)

Note que essa expressao é sempre negativa, pois ¢y, co > 0.
(e) Mostre que a variacao de entropia entre os estados final e inicial desse
sistema, AS = Sy — 5;, ¢ dada pela expressao

1 Uli U2’i :| |: Uli UQi
——— (S —57) =In|r +7r — |r1ln + 79 ln
Nlcl + N202 ( F I) 1N101 2NQCQ ! Nlcl 2 N262

em que introduzimos as razoes de reparticao da energia,

Nic Ny

= = r9g=——— =1—1;. 78
Nlcl + NQCQ 2 Nlcl + Nngg ! ( )

™

Note que 0 < rq, 79 < 1.
(e) Vamos introduzir uma “definigdo geométrica” de uma fungao concava
f(z). No plano de f contra z, podemos tracar uma secante passando por
dois pontos z1, f (1) e 2, f (z2). A equagao dessa secante, y = y (), é dada

pela relacao
f(x2) = f(21)

To — 1

y(x) = f(z1) + (= 1) (79)

Dada uma coordenada qualquer entre z; e x5, por exemplo, x,, = 7121 +7r2Ts,
com 0 < 71,79 < 1,er; +ry =1, afuncdo f(x) serda concava se

f (xm) >y (xm) ) (80)
ou seja
f(rizy +roxe) > ry f (1) + 72 f (22) (81)
Fazendo a escolha U I
1 2
1 Nlcl’ 2 ]\[2627 ( )
temos U U U U
1i 2 1i 2i
> . 83
f<T1N101 +T2N202> _T1f<N101> +T2f(N202) ( )
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)
o X
Figure 10: Transformada de Legendre da funcdo y = y(x). Nesse grafico

estao indicadas a tangente p no ponto (z,y) e a intersec¢ao ¢ (p) entre a reta
tangente e o eixo y.

Compare com a expressao da entropia obtida no item anterior. Nesse caso
muito simples, nao ha dividas de que a entropia tem a concavidade esperada.
No entanto, essa ultima desigualdade vale para qualquer fungao concava, que
nao precisa necessariamente ser logaritmical

Os testes de concavidade sao particularmente importantes nos gréficos
experimentais e nos cédlculos de mecénica estatistica. Cuidado com erros de
concavidade nos graficos de alguns textos didéticos de termodinamical

2.4 Potenciais termodinamicos

Ao invés de trabalhar na representacao da energia, em que S, V e N sao
as varidveis independentes, ou na representacao da entropia, em que U, V e
N sao independentes, pode ser muito mais conveniente trabalhar com var-
idveis independentes de facil acesso experimental, como a temperatura 7" ou
a pressao p (note que a temperatura 7', por exemplo, é uma derivada parcial
de U com relagdo a S na representacdo da energia). Para lidar com essa
questdo, vamos considerar uma fungao y = y(z), com derivada p = dy/dzx.
Nos gostarfamos de encontrar uma outra fungao, da forma ¢ = ¢ (p), que
seja equivalente a y = y(z). Isso pode ser conseguido através de uma “trans-
formada de Legendre”.

Uma fungdo y = y(x) pode ser construida a partir de uma tabela de pares
de valores (y, x). Podemos até pensar que uma tabela de pares (y, p) também
seja til para definir a mesma funcao. No entanto, cada par desse tipo corre-
sponde a uma familia de retas no plano x —y, sem nenhuma chance de definir
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a funcao y = y(z). De fato, a relagdo y = y(p), que pode ser escrita na forma
y = y(dy/dx), ndo passa de uma equagao diferencial, cuja solugao se obtem a
menos de uma constante aditiva. No entanto, podemos construir uma tabela
diferente, envolvendo os pares (p,), em que p é a derivada no ponto z, e
1) é a coordenada da interseccao entre o eixo y e a reta tangente & curva
y = y(x) no ponto x (veja as indicagdes na figura). Nés entao construimos
uma familia de tangentes a curva y = y (z). Uma fungao de convexidade bem
definida, como as equacoes fundamentais da termodinamica, vai ser comple-
tamente determinada pelo envelope convexo da curva y = y (z). Portanto,
considerando a figura, a transformada de Legendre da fungao y = y(x) é
dada pela fungao ¢ = ¢(p), tal que

v =1v(p)=y(x)—pz, (84)
em que a varidvel z é eliminada pela equacao
dy
= =, 85
p= (85)

Por exemplo, vamos calcular a transformada de Legendre da funcao y =
y(z) = ax?® + bx + c. Usando as expressoes (84) e (85), temos

Y (p) = ax® + bz + ¢ — pr, (86)
com J
pz%zanij, (87)
de onde vem
p=v) =ty ¥ (38)
- YW= 4ap 2ap 4a’

Note que se a fungao y(z) for convexa, entao v (p) serd concava, e vice versa
(isto é, a transformada de Legendre é uma operacao que inverte a convexidade
de uma fungao).

Estamos agora preparados para definir as transformadas de Legendre da
energia, U = U (S,V, N). Lembrando que

oU oU oU
I= <%)V,N’ P=- (WLN’ b= (a—N)S,V’ (89)

definimos os seguintes potenciais termodindmicos:
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(i) Energia livre de Helmholtz,
U[T|=F(T,V,N)=U-TS§, (90)
em que a varidvel S foi substituida pela temperatura T

(ii) Entalpia,
Ulpl|=H (S,p,N)=U +pV, (91)

em que o volume V foi substituido pela pressao p;
(iii) Energia livre de Gibbs,
UlT,pl=G(T,p,N)=U—-TS+pV, (92)

em que fizemos uma duola transformada de Legendre, com relacao as
varidveis S e V;

(v) Grande potencial termodinamico,
em que a transformacao foi realizada em relacao as varidveis S e N.
Como U = U (S, V, N) é uma fungdo homogeénea de primeiro grau das suas

varidveis, a transformada de Legendre em relagao as trés varidveis produz
uma fung¢ao identicamente nula,

que é conhecida como "relacao de Euler da termodindmica”.

Exercicio: relacoes de Maxwell

Na representacao de Helmholtz, a energia livre é dada por F'=U — TS,
de onde vem a forma diferencial

dF = dU — TdS — SdT = —SdT — pdV + pdN. (95)

Portanto, podemos escrever as “equacoes de estado na representacao de
Helmholtz”,

oOF oF OF
5= (a—T)V,N’ P (W)T,N’ b= (a—zv)w' (56)
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Note que estamos fazendo questao de usar uma notagao bem explicita para
as derivadas parciais, com o objetivo de enfatizar que a entropia, a pressao
e o potencial quimico escritos acima, em termos de derivadas de F', sao
fungoes das varidveis independentes da representacao de Helmholtz. Nas
manipulagoes termodinamicas é sempre importante prestrar muita atencao
as varidveis independentes em jogo. Na época de Laplace ou Fourier, que nao
conheciam a notacgao moderna das derivadas parciais, isso era bem mais con-
fuso. Portanto, repetindo o que j4 foi dito, as expressoes de S = S (T, V, N),
p=p(T,V,N),e n=pn(T,V,N) sdo “equagdes de estado” na representagao
de Helmholtz (e a entropia somente é uma equacao fundamental para um
fluido simples se for expressa em termos da energia, do volume e do nimero
de moles).

A partir dessas equacoes, temos trés “relagoes de Maxwell” na represen-
tagao de Helmholtz, que podem ser muito tteis em probemas de termod-

indmica,
05\ (o) _(95\ _ (o o
v T,N_ or V,N7 ON T,V_ orT V,N7

@0,

Mais adiante vamos introduzir algumas relagoes matemadticas - muito sim-
ples - envolvendo derivadas parciais de fungoes implicitas, que vao facilitar o
tratamento de problemas concretos com a utilizagao dessas relacoes.

A representacao de Gibbs é dada pela energia livte G =U — TS +pV. A
partir da forma diferencial

dG = —SdT + Vdp + pdN, (99)

obtenha as equacoes de estado e as relacoes de Maxwell na represntacao de
Gibbs.

Exercicio

Obtenha as formas da energia livre de Helmholtz e da energia livre de
Gibbs para um gés ideal monoatdmico.
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2.5 Potencias termodindmicos: aplicagoes

A termodindmica foi formulada inicialmente para analisar o rendimento e o
desempenho das méquinas térmicas, mas logo se percebeu que os conceitos
e os métodos da termodindmica também seriam muito 1teis na andlise das
reacoes quimicas e das condi¢oes de equilibrio entre as fases de um fluido
heterogéneo. A partir desses primeiros desenvolvimentos, a abrangéncia e
as aplicagoes da termodinidmica se tornaram cada vez mais significativas na
ciéncia contemporanea. Os potenciais termodindmicos desempenham um
papel especial na termodindmica quimica. Vamos entao retomar, de forma
elementar, as defini¢oes e algumas propriedades da entalpia, e das energias
livres de Helmholtz e de Gibbs.

2.5.1 Entalpia - calor de reagao

Vamos considerar um processo quase-estatico, de equilibrio termodinamico,
em que um determinado sistema recebe uma quantidade de calor AQ e ex-
ecuta uma quantidade de trabalho AW. Vamos ainda supor que o sistema
seja isotrépico e que nao haja variacao no nimero de moles. Nesse processo
temos

dU = AQ — pAV;  AQ = AU + pAV.

2

Supondo que esse processo quase-estatico (isto ¢, termodindmico) seja
realizado entre um estado inicial 1 e um estado final 2, o calor absorvido é

dado por
Uz Va
Qu = / dU + / pdV. (100)

U1 Vi

Vamos agora supor que esse processo se realize a pressao constante (a pressao
atmosférica, p = pasm, por exemplo). Nesse caso a segunda integral é imedi-
ata, e o calor absorvido pelo sistema é dado pela expressao

Qa = (UZ - Ul) + Datm (‘/2 - ‘/1) = (UQ _'_patmvé) - (Ul +patm‘/1) .
Essa tltima expressao é que sugere a definicao da entalpia,
H=U+pV, (101)

como funcao de estado, cuja variagdo (entre os seus valores nos estados ter-
modinamicos final e inicial) fornece o calor absorvido em um processo que
se realiza a pressao constante (por exemplo, no caso de uma rea¢ao quimica
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ocorrendo a pressao atmosférica). Note que as diferengas de calor e de tra-
balho dependem do caminho termodindmico. Por outro lado, as diferencas
de entalpia e de energia interna (ou de entropia) dependem apenas dos es-
tados termodindmicos no inicio e no final de um determinado processo. Nao
custa repetir que a energia interna e a entalpia sao “funcoes de estado”,
dependentes apenas do estado termodindmico de um sistema.

Exemplo

Um mol de calcita, C'aCOs, transforma-se em aragonita com um aumento
AU = 0,22 kJ na energia interna. Calcule a variacao de entalpia quando esse
processo se realiza a uma pressao constante p = 1,0bar. As densidades da
calcita e da aragonita sao p, = 2,71g/cm?® e p, = 2,93 g/cm?, respectiva-
mente.

Nota: a pressao constante temos

AH = AU +pV) = AU + pAV.

Note também que nas fases condensadas, exceto a pressoes muito grandes,
podemos praticamente ignorar a diferenca entre AU e AH.

Exemplo

Calcule a diferenga entre AU e AH quando um mol de estanho es-
curo (densidade 5,75 ¢g/cm?) transforma-se em estanho branco (densidade
7,31 g/cm?) a uma pressao de 10,0 bar.

Nota: a pressao constante,

AH — AU = pAV.

Com os dados desse problema, pAV = 4,4 J. Consultando uma tabela de
dados termoquimicos, encontra-se AH =~ 2,1k.J a temperartura ambiente
(298 K). Nesse caso hd uma diferenga muito pequena entre AH e AU.

Exemplo
A variacao de entalpia acompanhando a formacgao de um mol de N Hjz
(na forma gasosa) a partir dos seus elementos é AH = —46,1kJ. Qual a

variacao da energia interna quando esse processo ocorre a 300 K?
Nota: A reagao quimica de formagao do amoniaco (gasoso) é dada por

3 1
§HQ + §N2 — NH3,
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com todos os compostos na forma gasosa. Tratando esses componentes como
gases ideais, temos

RT RT
AV = Vg, — Vi, + Vi) = Y s — (N, + 1)) = L

Entao
AU = AH + RT = 43.62kJ.
2.5.2 Energia livre de Helmholtz - teorema do trabalho maximo

A energia livre de Helmholtz é definida pela relagao
F=U-TS. (102)
Portanto, num processo quase-estético temos
dF =d(U—-TS)=dU —TdS — SdT. (103)

Considerando ainda um fluido (sistema isotrépico), com o nimero de moles
fixo, podemos escrever

dF = —SdT — pdV. (104)

Vale a pena repetir que essa expressao diferencial, absolutamente conhecida
na termodin&mica, mostra que o potencial de Helmholtz de um sistema com
nimero de moles constante, no equilibrio, é funcao da temperatura 1" e do
volume V', isto ¢ F' = F (T,V).

Exemplo
No caso de um gés ideal, definido pela equacao de estado

pV = NRT,
temos
_NRT __(0F
=y = \ov )y

A partir dessa expressao, temos
F=—-NRTWnV + F,(T,N),

em que Fy (T, N) é uma fungao que s6 depende da temperatura e do nimero
de moles. Nesse exemplo, foi possivel encontrar explicitamente a forma da
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dependéncia da energia livre de Helmholtz com o volume. Para encontrar
também a funcdo Fy (T',n) é um pouquinho mais dificil - terfamos que recorrer
a outra equagao de estado do gds ideal.

Vamos agora utilizar a desigualdade de Clausius para obter uma pro-
priedade importante da energia livre de Helmholtz. De acordo com Clausius,
num processo arbitrario temos

dQ
as = = (105)

Usando a expressao diferencial para a conservacao da energia,
dU = d@) — pdV, (106)

temos

TdS > dU + pdV. (107)
Vamos agora nos lembrar da definicao da energia livre de Helmholtz,
F=U-TS, (108)
de onde vem a forma diferencial,
dF =dU —TdS — SdT, (109)

ou seja,
dU =dF +TdS + SdT. (110)

Substituindo essa tltima expressao na desigualdade (107), temos
TdS > dF +TdS + SdT" + pdV, (111)

de onde vem que
dF < —=SdT — pdV. (112)

H& vérias conseqiiéncias dessa iltima desigualdade. No caso particular
de temperatura fixa (d7" = 0), temos

dF < —pdV. (113)

Essa expressao mostra que a variacao de F' estd relacionada com o trabalho
realizado. Numa situacao de temperatura constante, o trabalho realizado é
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sempre menor do que a variagao da energia livre de Helmholtz do sistema,
isto é,

pdV < —dF. (114)
Note os sinais dessa desigualdade! Note também que o trabalho serd méximo
quando estiver valendo a igualdade (ou seja, num processo quase-estatico ou
termodinamico de equilibrio). Essa propriedade da energia livre de Helmholtz
é conhecida como “teorema do trabalho méximo”. A prépria denominagao
“energia livre”, onde “livre” significa disponivel, estd relacionada com esse
teorema. Pode-se dizer que a energia livre de Helmholtz é a parcela da energia
interna que pode ser transformada em trabalho a uma dada temperatura.

2.5.3 Energia livre de Gibbs - diregao dos processos naturais

A energia livre de Gibbs é definida pela relacao
G=U-TS+pV. (115)
Portanto,
dG=d(U —-TS —pV) =dU —TdS — SdT + pdV + Vdp. (116)
Utilizando a expressao do balanco de energia, dU = T'dS — pdV, temos
dG = —SdT + Vdp. (117)

Essa expressao, que também é muito conhecida, mostra que a energia livre
de Gibbs é uma fungao da temperatura T e da pressao p (além de fungao do
nimero de moles, que por enquanto est4 fixo).

Utilizando o principio de Clausius - e procedendo de maneira andloga ao
que foi feito na se¢ao anterior para a energia livre de Helmholtz - também
podemos deduzir a desigualdade

dG < —SdT + Vdp, (118)

com todas as suas conseqiiéncias. A energia livre de Gibbs deve diminuir
(dG < 0) num processo espontaneo (reagdo quimica, por exemplo) com a
temperatura 7' e a pressao p constantes. Em condicoes de T" e p constantes,
uma reacao quimica somente vai ocorrer de maneira espontanea se AG < 0.

Exercicio
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Utilize o principio de Clausius, dS > d@Q/T, e a definigdo da energia livre
de Gibbs para mostrar que dG < —SdT + Vdp.

Exemplo

Calcule a variagao da energia livre de Gibbs para formar N,O, (gasoso)
a partir de NO; (gasoso) em condi¢oes normais de temperatura e pressao.
Sabe-se que a variagao de entropia nessa reacgao é de +175,8 J/K x mol.

Note que a energia livre de Gibbs é dada por

G=U-TS+pV=H-TS.

Entao
AG =AH —TAS — SAT.

A temperatura fixa, como na situacao desse exemplo, temos
AT =0— AG=AH —TAS.

A variagdo AS da entropia é conhecida (através de medidas calorimétricas,
por exemplo).

Para obter a variacao da entalpia AH vamos fazer uma aplicacao de
um esquema denominado “lei de Hess”. A entalpia de formacao de certos
compostos é facilmente encontrada em tabelas de dados quimicos. O NO,
(gasoso) é formado na reagao

%]\5 4+ Oy — NQOg,
com AH = 33,2 kJ/mol. Portanto, multiplicando por um fator 2, escrevemos
Ny + 205 — 2N Oq; AH =66,4kJ/mol.
O N,0O4 (gasoso) é formado na reagao
Ny + 205 — N5Oy; AH =9,2kJ/mol.

Levando em conta que a entalpia é uma funcao de estado, podemos somar
essa equacao com o inverso da equacao anterior, obtendo

2N02 — N204; AH = —57, ij/mol
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que é uma expressao da lei fenomenoldgica de Hess! Note que essas manipu-
lagoes sao justificadas pela aditividade da entalpia (mas também da energia
interna ou da entropia), que é o pressuposto da lei de Hess.

Usando o resultado do item anterior, também temos

NyOy — 2NOy; AH =57,2kJ/mol,

em que AH tem um sinal positivo! A temperatura ambiente (7' = 300K),
temos a variacao da energia livre de Gibbs,

AG = AH —TAS = 57,2 x 10* — 300 x 175,8 = 4,46 k.J/mol.

Como a energia livre de Gibbs aumenta (AG > 0) essa reagao nao vai ocorrer
espontaneamente. No entanto, aumentando a temperatura é possivel mudar
o sinal de AG a fim de provocar a ocorréncia da reacao.

Exemplo

Medidas calorimétricas mostram que a variacao de entropia na oxidagao
do ferro em FeyO; (solido) é de AS = —272kJ/K x mol. Esse processo
pode ocorrer espontaneamente?

A entalpia de formagao de um mol de 6xido de ferro, AH = 824,2 k.J/mol,
associada a reacao

3
2Fe + 502 — F€203,

pode ser obtida em quaisquer tabelas de dados termoquimicos. Levando em
conta esse valor, obtemos AG ~ —742,2 k.J/mol.

2.5.4 Potencial quimico

Vamos agora considerar um sistema aberto, em que seja possivel variar o
nimero de moles. Torna-se entao necessédrio levar em conta que a fungao
energia livre de Gibbs G depende também do nimero de moles N (além de
depender da temperatura 7" e da pressao p). No caso de um fluido isotrépico,
com um tnico componente, temos G = G (T, p, N), que resulta na relagao
diferencial

oG oG
dG = (-) AT +,x dp + <—) dN. (119)
T ), n r ON ).,
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Note que estamos “exagerando” a notacao das derivadas parciais. A notagao
(0G/OT), n, por exemplo, significa que a derivada estd sendo tomada em
relagao a T, com p e N fixos.

Como ja foi visto na segao anterior,

() s () o
oT o dp TN
Vamos entao definir o potencial quimico,
oG
== . 121
= (5v), (121

Com essas definicoes, a relacao diferencial para o potencial de Gibbs pode
ser escrita na forma

dG = —SdT + Vdp + pudN. (122)

Exemplo - Potencial quimico do gés ideal
Vamos considerar um gas ideal, definido pela equagao de estado pV =
NRT. A partir dessa equacao temos

NRT
V="
p

Considerando a forma diferencial da energia livre de Gibbs, temos

NRT (a_c;>
p )N

Note que a derivada (parcial) é tomada com relagdo a pressao p, mantendo
fixos a temperatura 71" e o niimero de moles N. Entao, a uma dada temper-
atura, sempre podemos escrever

G = NRTInp+ Go (T, N),

em que Go (T, N) é uma certa fungdo de T' e N apenas.
A fungao Gy (T, N) nao pode, no entanto, ser tao arbitrdria. Na termod-
inAmica ha varidveis extensivas, como o volume ou o nimero de moles, e
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varidveis intensivas (“campos” termodindmicos), como a temperatura ou a
pressao. Aumentando o tamanho de um sistema termodindmico, as varidveis
extensivas também aumentam na mesma propor¢ao (por exemplo, tripli-
cando o sistema, o volume, o niimero de moles e a energia interna, que sao
varidveis extensivas, também triplicam). Os campos termodinamicos, no en-
tanto, independem do tamanho do sistema - triplicando um sistema (por ex-
emplo, colocando em contato trés sistemas iguais), a temperatura e a pressao
permanecem inalteradas. H& distingoes interessantes entre essas duas cate-
gorias de varidveis termodindmicas. Num fendémeno de coexisténcia de fases,
como no caso do gelo coexistindo com a dgua na forma liquida, os volumes e
os nimeros de moles de cada uma das duas fases da dgua podem ser muito
diferentes; no entanto, as duas fases coexistem com valores bem definidos da
temperatura e da pressao. Levando em conta que a energia livre de Gibbs
deve ser extensiva em rela¢ao ao nimero de moles, a fun¢ao Gy (7', N) tem
que ser escrita na forma

Go (T, N) = Nf (T),
em que f (T) é uma fungao apenas da temperatura. Portanto, temos
G =NRTInp+ Nf(T),
que satisfaz uma “propriedade de extensividade”,
G (AN) = \G (N),

para qualquer valor de A. Finalmente, utilizando a definicao, podemos escr-
ever uma expressao para o potencial quimico de um gés ideal,

0G

Note que g = u(T,p) tem cardter intensivo (ndo depende de N). Note
também que

1
p=n(Tp)=+G.

Na realidade, embora tenha sido obtido no contexto de um gés ideal, esse
iltimo resultado, G = Npu, é uma consequéncia da extensividade da energia
livre de Gibbs, e tem validade absolutamente geral.
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E curioso notar que os textos de quimica preferem redefinir a funcao f (7°)
a fim de escrever o potencial quimico em termos das varidveis de um estado
termodindmico de referéncia. Algumas vezes vamos encontrar a expressao

p=p(T,p)=g.(T) +RT1np£-

O conceito de potencial quimico tem muita utilidade, principalmente no caso
de misturas de vdrios componentes. Nesse caso, no entanto, é necessdrio
definir um potencial distinto para cada componente, tomando a derivada
(parcial) da energia livre de Gibbs em relagdo ao nimero de moles daquele
particular componente. H& diversas aplicacoes desses conceitos, principal-

mente em dreas de termoquimica ou na nova ciéncia dos materiais.
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3 Elementos de teoria cinética dos gases

“We know today that the actual basis for the equivalence of heat and dynami-
cal energy is to be sought in the kinetic interpretation, which reduces all thermal
phenomena to the disordered motions of atoms and molecules. From this point of
view, the study of heat must be considered as a special branch of mechanics: the
mechanics of an ensemble of such an enormous number of particles (atoms or mole-
cules) that the detailed description of the state and the motion loses importance
and only average properties of large numbers of particles are to be considered.
This branch of mechanics, called statistical mechanics, which has been developed
mainly through the works of Maxwell, Boltzmann, and Gibbs, has led to a very
satisfactory understanding of the fundamental thermodynamical laws.”
Enrico Fermi, Thermodynamics, 1936.

Vamos agora considerar as “bases reais da equivaléncia entre calor e ener-
gia dindmica”. As leis da termodinamica sao postulados gerais, baseados em
evidéncias experimentais, de cardter fenomenolégico, sem indagacoes sobre o
comportamento dindmico de particulas microscopicas. Nesse sentido é que os
resultados termodinamicos “estao sempre corretos”, sao sempre muito pre-
cisos. O préprio Clausius, que é um dos pioneiros da teoria cinética, tratou
de separar bem as suas publicacgoes sobre investigacoes termodindmicas, em-
bora seja provavel que muitas vezes tenha se inspirado em modelos simples
da teoria cinética.

O procedimento fenomenoldgico e sistematizador da termodindmica nao é
capaz de explicar os fundamentos de relagoes muito simples, como a equacao
de estado ou o calor especifico do gds ideal. Segundo Fermi, “it is some-
times rather unsatisfactory to obtain results without being able to see in
detail how things really work, so in many respects it is very often convenient
to complete a thermodynamical result with at least a rough kinetic inter-
pretation.” Desse ponto em diante o nosso texto se orienta entao para essa
"interpretagao cinética", procurando os fundamentos das “leis termodinami-
cas" no comportamento médio de um nimero muito grande de particulas
microscépicas. Além disso, com maior dose de esforco, também vamos obter
resultados para as “flutuacoes estatisticas”, associadas ao movimento perene
das particulas microscépicas.
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3.1 Modelo de Kronig-Clausius

“The opinion that the observed properties of visible bodies apparently at rest are
due to the action of invisible molecules in rapid motion is to be found in Lucrecius.
Daniel Bernouilli was the first to suggest that the pressure of air is due to the
impact of its particles on the sides of the vessel containing it; but he made very
little progress in the theory which he suggested .... It is to Professor Clausius that
we owe the recent development of the dynamical theory of gasses.”

J. C. Maxwell, Theory of Heat, 1872.

Em 1857 Rudolf Clausius publicou um artigo nos Annalen der Physik,
rapidamente traduzido para o inglés - Phil. Mag. 14, 108 (1857) - com um
titulo sugestivo, “The Nature of the Motion which we call Heat”. Aparente-
mente Clausius foi estimulado por trabalho de August Kronig, na mesma
linha, publicado no ano anterior. Clausius relata que jd tinha chegado a con-
clusoes semelhantes sobre o movimento associado ao calor, mas que hesitou
em publicd-las pois eram dedugoes baseadas num tipo particular de movi-
mento ...

No modelo de Kronig, adotado por Clausius, as N moléculas de mesma
massa m de um gds movem-se em linha reta, com o médulo ¢ da velocidade
constante, dentro de um cubo de lado L e volume V = L3. Essas moléculas
nunca se chocam entre si, distribuindo-se em seis feixes moleculares, ao longo
das direcoes cartesianas. A pressao do gds deve ser provocada pelo choque
(elastico) das moléculas com as faces do cubo. A velocidade de cada molécula
que se choca com uma face do cubo muda de sentido, e o niimero de moléculas
em cada feixe permanece inalterado.

Vamos entao calcular o nimero de particulas que batem numa &drea ele-
mentar AA do cubo, ao longo do eixo z, por exemplo, durante o intervalo de

tempo At,
1N

AN = 6TV (cAt) AA. (123)
Note o fator 1/6, pois apenas 1/6 das particulas estao se movendo com ve-
locidade ao longo da direcao (positiva) do eixo z, com possibilidade de atingir
essa area elementar. Como os choques sao eldsticos, cada particula que se
choca transfere uma quantidade de momento 2mc para a face do cubo. Por-
tanto, a forca total sobre essa superficie do cubo é dada por

1N 1
Ftotal = (ch) {67 ( At) AA:| E, (124)
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de onde vem a pressao
1N

= ——2mc’. 125

P=5y (125)

Numa linguagem moderna, em termos da temperatura absoluta 7" e da
constante de Boltzmann kg, a “lei dos gases perfeitos", também conhecida

como lei de Boyle ou lei de Boyle-Mariotte, é dada por
pV = NkgT, (126)

em que N é o nimero de particulas (moléculas microscépicas) e kg é a con-
stante de Boltzmann. Esse é um dos resultados fenomenoldgicos, experimen-
tais, mais caracteristicos da termodinamica. A lei de Boyle foi estabelecida
para o ar (que é um gds razoavelmente diluido) desde o século XVII, quando
se tornou possivel realizar medidas de pressao e temperatura independente-
mente.

Nesse ponto é importante notar que estamos introduzindo uma pequena
mudanca de notagao. Nessa e nas préximas se¢oes vamos sempre usar NV
para designar o nimero de particulas microscépicas, que é uma grandeza
mais préxima dos célculos da teoria cinética (e da mecanica estatistica).
Quando nos referirmos a moles ao invés de moléculas microscépicas, vamos
escrever a lei de Boyle na forma pV = nRT, em que n é o nimero de moles
e R ¢é a constante universal dos gases. Entao temos a relagao

R
Z?
em que A é o nimero de Avogadro. Vamos adotar os seguintes valores dessas
“constantes universais”:

NkB = nR, /{ZB = (127)

kp=1,38... x 100BJK L A=6,02... x 10®mol ™. (128)

Comparando as equagoes (125) e (126), temos a equivaléncia entre tem-
peratura e energia cinética de movimento,

1 1 3
ngQ =kgT = émc2 = §k:BT, (129)

que constitui o embriao do famoso “teorema da equiparticao da energia”. A
partir dessa equivaléncia, decorrem muitos resultados, incluindo a distingao
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entre sélidos, liquidos e gases (nos sélidos as moléculas descrevem apenas vi-
bragoes em torno de posigdes de equilibrio), e a explica¢ao do calor especifico
(constante) dos gases (monoatdémicos).

A contribuicdo de Maxwell consistiu em apontar que o valor ¢? devia ser
substituido por uma velocidade quadratica média,

¢ = (7). (130)

Segundo Maxwell, a hipdtese da existéncia de apenas seis feixes moleculares
era muito restritiva. Maxwell propds que as velocidades seriam distribuidas
entre as particulas de acordo com a lei de distribui¢ao dos erros de observacao
no “método dos minimos quadrados”. As velocidades de um gas podem variar
de zero a infinito, mas o niimero de particulas com velocidades muito grandes
é proporcionalmente muito pequeno. Maxwell adota claramente o ponto de
vista estatistico, apontando que essa é a maneira de observar regularidades
distintas da natureza. Por exemplo, cita as estatisticas na drea de educagao,
que indicam tendéncias baseadas num histograma de notas dos alunos, sem
que haja necessidade de qualquer identificacao pessoal, e que certamente nao
se aplicam a casos individuais.

Exercicios

1- A velocidade do som no ar, a uma temperatura de 27 °C', é de aproxi-
madamente 330 m/s. Compare com a velocidade tipica de uma molécula de
nitrogénio nessas mesmas condig¢oes. Levem em conta que “um mol de um
gés, em condicoes normais de pressao e de temperatura, ocupa um volume de
22,4 litros”. Qual a relagao desses valores com a constante de Boltzmann?

2- Qual é a energia interna (em joules) de um mol de argénio a 27 °C?

3.2 Gas de Maxwell

No seu primeiro trabalho sobre o gds de N particulas, Maxwell supoe que
cada particula tem velocidade 7', com componentes cartesianas v,, Uy € Vg,
e que o nimero de particulas com a componente v, entre os valores v, e
v, + dv, € dado por N f (v,) dv,, em que f (v,) é uma funcao de v, que deve
ser determinada. Além disso, devido a isotropia do espago (das velocidades),
nao deve haver nenhuma razao para que f (v,) seja diferente de f (v,) ou de

I (v2).
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Maxwell em seguida argumenta que a existéncia de uma componente da
velocidade com valor v, nao deve afetar o valor das outras componentes carte-
sianas da velocidade. Portanto, o nimero de particulas com a componente
v, entre v, e v, + dv,, a componente v, entre v, e v, + dv,, € a componente
v, entre v, e v, + dv,, deve ser dado por

Nf(vg) f(vy) f (v2) dvgdvydv,.

Mas as direcoes das coordenadas sao totalmente arbitrarias. Portanto, esse
nmimero deve depender apenas do médulo da velocidade, ou seja,

F o) f(vy) f(v:) = @ (0] + vy +02) . (131)
A solucao dessa equagao funcional é dada por uma forma exponencial,
f (Ua:) = C’exp (_Avi) ) (132)

com
® = CPexp [—A (V2402 +02)], (133)

em que A e C devem ser parametros positivos.

Em trabalho posterior, Maxwell apontou que os choques bindrios entre as
particulas, com a conservacao de momento e de energia cinética, é que vao ser
responsaveis pela distribuicao das velocidades moleculares. Num gés suficien-
temente diluido, na maior parte do tempo as particulas estao se movendo de
forma livre, mas devem ocorrer choques, muito rdapidos, principalmente entre
pares de particulas, que proporcionam as mudancas de velocidade. Nesses
choques bindrios, com duragao muito curta, as particulas obedecem as leis
de conservacao (do momento e da energia cinética),

— —
MU +mvs=mv 1 +mv (134)

¢ 1 | 1 =, 1 —
§m7f + §m7§ = §mv'% + §mv’§, (135)

— —
—_ —_ ~ . . o o o / / ~ .
em que v e v sao as velocidades iniciais, e v'1 e v'5 sao as velocidades

finais das moléculas que se chocaram. A consideragao desses choques binarios
fornece justificativa adicional para supor que ® se fatorize, e que cada funcao
de distribuigao do tipo f (v,) dependa apenas de v?.
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Normalizando a distribuicao de velocidades, temos uma relacao integral
entre os pardmetors A e C,

///CI) (Vg Uy, V,) dvgdvydv, =

too +o0 [+00
_ / £ (vy) du, / f (v,) dv, / f(v.)dv. | =

+00 13

= / Cexp (—Av]) dv;| =1. (136)

—00

Notem que a integral tripla é “falsa”: a fatorizacao do integrando resulta em
trés integrais simples distintas. Recorrendo a uma das integrais mais famosas
da fisica tedrica (ver exercicio abaixo), obtemos a relagao

[C (%)mr ~ 1. (137)

Exercicio

Mostre que

I(a) = /_+<>0 e dy = (g>1/2.

o
Essa ¢ a integral mais importante da fisica! Em fisica estatistica, é claro que
o resultado acima vale somente para a > 0, pois caso contrario a integral seria
divergente. No entanto, em teoria de campos essa integral é utilizada com
a < 0, exigindo uma técnica de continuacao analitica no plano complexo!
Normalmente é mais facil considerar o quadrado dessa integral,

2 e —ax? e —ay? e e —ax?—ay?
[I(a)]” = [/ e dx] [/ e dy] —/ / e Ydxdy,

e fazer uma transformacao de coordenadas cartesianas (z,y) para coorde-
nadas polares de integracao, (r,0), com x = rcosf e y = rsenf, em que r
varia de 0 a co e o angulo ¢ varia de 0 a 2.
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Considerando a como uma nova varidvel e tomando a derivada de I (a),
também temos

+oo +o0o
di;](a) = %/w e dy = /oo —2?e " dx,

em que trocamos a ordem das operagoes de derivagao e de integracao, que
atuam sobre varidveis distintas (como se diz, derivamos sob o sinal de inte-
gragao). Entao temos o resultado

+o0 1 1/2
/ $26—ax2dx - <z> ,
_ 2a \a

(o)

que sera usado logo adiante.

A outra relacao entre os parametros A e C' é dada pelo valor médio da
energia cinética,

1 1
<§m72> = ///§m72<b (72) dvgdvydv, =

[ [ [ gm et e [-A(2 4+ e2)] -
+00

2

+o0
= gm / Cexp (—Avj) dv, / CvZexp (—Avl) dv, | =
3 127 1 w12 3

Finalmente escrevemos a “distribuicao de Maxwell”,

1/2 1 2
m §mvx
) — - ) 1
f(U ) <27T]-CBT) exp ( k)BT ) ( 39)

que é a famosfssima curva gaussiana. Note o expoente, com a razao entre a
energia cinética associada a componente da velocidade ao longo da diregao x
e o produto kgT, que é uma "energia tipica de agitacao térmica".
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F0)

Figure 11: Esbogo de uma distribuigao gaussiana: f (v,) contra v,. Note a
simetria em relagao ao eixo v,.

Em termos dos médulos das velocidades, podemos escrever

3/2 1
TS ) £ ) ) = 4 () e (<20) o)

de onde vem uma distribuicao de médulos,

3/2 1,2
~ m 5V
— 4 2 —2 141

que é uma gaussiana deslocada (ver a figura)

3.2.1 Caminho livre médio

Uma proposta importante de Clausius foi a ideia de “caminho livre médio”,
possibilitando o cédlculo de “coeficientes de transporte”, que podem ser com-
parados com medidas experimentais. O modelo de Kronig-Clausius prevé ve-
locidades moleculares muito altas, da ordem de 500 m/s, um pouco maiores
do que a velocidade do som nos gases, indicando processos muito rédpidos de
difusao de particulas, em desacordo com evidéncias experimentais. Apelando
entao para a ideia de colisoes bindrias, Clausius introduziu um comprimento
tipico A que as particulas percorreriam entre duas colisoes sucessivas. Num
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'Li/

Figure 12: Distribuicao dos médulos das velocidades. Note o efeito da tem-
peratura.

modelo de bolas de bilhar, de raio a, vamos considerar um cilindro de com-
primento \ e drea da base 7 (2a)®. Dentro desse cilindro, levando em conta
a definicao do caminho livre médio A\, devemos ter tipicamente uma tnica
particula. Portanto,

N
A (4ma®) — =1, (142)
Vv
de onde vem o caminho livre médio
1 1
= = . 143
dra2N  Armain (143)

v

A partir desse resultado também podemos calcular um tempo tipico de col-

isdo, 7, associado a uma velocidade tipica, v = /(v'2),
A
T = , (144)
(v2)

que assume valores da ordem de 107! s, indicando a existéncia de cerca de
1019 colisdes por segundo.
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Figure 13: Cilindro de colisao, de raio 2a e altura .

Tlwt) ’e’ G TGty 2)

Figure 14: Cilindro elementar com o eixo ao longo da direcao .

3.2.2 Condutividade térmica

Vamos utilizar essas ideias, aplicadas ao caso particular de um gés diluido,
para deduzir a lei do resfriamento,

— (Z—Z) | (145)

utilizada por Fourier para analisar a condutividade térmica ao longo de um
cilindro de paredes isolantes (lembrando que J é o fluxode calore T' = T (x, t)
é a temperatura em funcao da posicao x ao longo do eixo do cilindro e do
tempo t).

Vamos considerar as particulas que cruzam uma secao do cilindro de drea
AS, situada na posicao z, durante o intervalo de tempo At. A energia
cinética tipica das particulas depende da temperatura 7', que é uma funcao
de z. Entao, as particulas provenientes da esquerda carregam uma energia
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cinética tipica ¢, = € (z — \), pois a tultima colisdo ocorreu tipicamente na
posicao x — A, enquanto as particulas provenientes da direita carregam uma
energia cinética tipica ¢, = € (x + \). Durante o intervalo de tempo At, é
facil calcular o niimero de particulas que podem cruzar essa superficie de area
AS, provenientes da direita ou da esquerda,

AN — %n [ASTAY], (146)

em que n = N/V é a densidade de particulas do gas diluido, ¥ é uma veloci-
dade tipica, e o fator 1/6 foi inserido porque devemos levar em conta apenas
as particulas com velocidade na diregdo positiva (ou negativa) do eixo x.
Obtemos assim o fluxo de energia cinética (calor) através da superficie de
drea AS,

L LB (147)

JZAN[E(I—)\)—E(JI—i-)\)]AsAt: FMUAL

Levando em conta a expressao da energia cinética tipica,
3
€= §kBT =T, (148)

em que c¢ é o calor especifico, temos a lei do resfriamento

1 AT
com a condutividade térmica
1 _
K= gnv)\c. (150)

Usando a equagao (143) para o caminho livre médio, ainda temos

K= o TY2, (151)

mostrando que a condutividade do gds aumenta com a raiz da temperatura
e nao depende da pressao.

Maxwell obteve um resultado andlogo para o coeficiente de viscosidade
de um gds diluido, que também aumenta com a raiz da temperatura e nao
depende da pressao. Nesse caso o resultado nao é nada intuito, pois seria
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Figure 15: Perfil de dente de serra: componente da velocidade na dire¢ao do
campo aplicado em funcao do tempo t¢.

natural esperar que a viscosidade diminufsse com a temperatura e aumen-
tasse com a pressao. Conta-se que o préprio Maxwell tratou de realizar
experiéncias com gases (suficientemente diluidos) para verificar essa relacao.

A condutividade dos sistemas densos, ou dos sélidos, certamente nao
poderia ser explicada com esse argumentos simples para sistemas diluidos.
No entanto, o tratamento quantico dos sélidos eldsticos mostrou a existén-
cia de quase-particulas, denominadas fonons, que se comportam de forma
semelhante a um gds de particulas diluidas, podendo em determinadas cir-
cunstancias ser tratadas aproximadamente pelos mesmos métodos da teoria
cinética cldssica.

3.2.3 Lei de Ohm

Vamos ver outro exemplo de aplicagao dos métodos da teoria cinética cldssica,
fazendo um célculo rudimentar para a “lei de Ohm” da conducao elétrica.
De acordo com modelo proposto por Drude, os elétrons de conducao de um
metal podem ser tratados como um gas diluido de Hparticulas de massa m e
carga ¢, na presenca de um campo elétrico externo F. No intervalo de tempo
entre duas colisoes sucessivas, os elétrons desenvolvem uma componente da
velocidade ao longo do campo, devido & aceleragdo ¢E/m, mas em cada
choque a memoria dessa velocidade acaba sendo perdida. A componente da
velocidade dos elétrons na direcao do campo tem uma forma de dente de

serra em funcao do tempo, com intervalos tipicos da ordem do tempo 7.

O fluxo da corrente elétrica ao longo da direcao da velocidade das cargas
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¢ dado por
J = —N = (152)
v nv
q ‘ 7 q Y

em que n = N/V & a densidade dos elétrons de condugao e v é uma velocidade
caracteristica,

E E
v=L" =T, (153)
m m
Temos entao )
7="""p_spE, (154)
m

que é a expressao da lei de Ohm. A constante o = ¢?>n7/m é a condutividade
especifica. Mais adiante, com os primeiros avangos da mecanica quéntica, foi
possivel verificar que o modelo de Drude é muito razoavel, funciona bem
para campos suficientemente fracos, mas que a densidade de portadores n
deve incluir apenas os elétrons nas vizinhancas da superficie de Fermi.

Exercicio

A teoria cinética prevé que a viscosidade de um gds diluido aumenta
com a temperatura. Esse resultado pouco intuitivo foi obtido inicialmente
pelo préprio Maxwell, que o considerou “remarkable”, e que decidiu fazer
experiéncias para verificd-lo. Mostre que o coeficiente de viscosidade n de
um gés ideal ¢ proporcional a /T e independente da pressdo. Serd que
conseguiriamos reproduzir as experiéncias realizadas por Maxwell?

3.3 Ludwig Boltzmann em Viena

A préxima etapa do nosso percurso nos conduz a Viena no final do século
XIX, capital magnifica do império austro-hiingaro, em que trabalhavam tanto
Ludwig Boltzmann quanto o seu adversédrio energeticista Ernst Mach, além
de Freud, dos positivistas légicos, de artistas pldsticos, literatos, misicos e
compositores...

O programa de Boltzmann na Universidade de Viena consistia em exam-
inar a evolucao temporal da fungao de distribuicao das velocidades molec-
ulares e encontrar uma representacao mecéanica para a funcao entropia de
Clausius.

Ainda seria prematuro discutir os trabalhos de Boltzmann. Vamos por
enquanto registrar que ele encontrou uma equacao (integro—diferencial) para
a evolucao temporal da funcao distribuicao das velocidades moleculares,
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baseando-se na andlise de choques bindrios do tipo eldstico e de uma hipétese
adicional de independéncia estatistica, que foi aos pousos sendo esclarecida.
A equacao de transporte de Boltzmann é um resultado sélido que ainda con-
stitui instrumento 1itil de andlise do comportamento de gases diluidos. H&
uma longa histéria de aperfeicoamentos dessa equacao.

Boltzmann mostrou também que a distribuicao das velocidades molecu-
lares obtida por Maxwell satisfaz a sua equacao de transporte para tempos
suficientemente longos, numa situacao de equilibrio. Além disso definiu a
grandeza

H(t) = /// &0 F (T, 0) Inf(T,1), (155)

em que f(7,t) é a funcdo de distribuicdo das velocidades moleculares no
tempo t, e utilizou a equagao de transporte para provar a desigualdade

a (156)
dt

conhecida como “teorema-H”. Dessa forma Boltzmann encontrou uma “funcao

mecanica” com uma direcao privilegiada no tempo. Além disso, mostrou que

a distribuicio de Maxwell f; (7)) é uma condicio necessaria e suficiente para

o equilibrio, ou seja,

Yot = f@H=p) (157)

No equilibrio, a funcao H para o géds diluido é a prépria entropia de Clau-
sius, com um sinal trocado e sem uma constante dimensional. Muitos anos
mais tarde uma funcao dessa mesma forma foi introduzida por Shannon, no
contexto da teoria da informacao, dando origem as formulagoes modernas do
“principio da maximizacao da entropia”.

Embora Boltzmann pensasse que tivesse encontrado uma “funcao mecanica”
com uma dire¢ao privilegiada no tempo, os seus primeiros criticos logo apon-
taram problemas. Aos poucos, foi sendo percebido pelo préprio Boltzmann
que também havia uma hipétese estatistica subjacente em todos esses cdl-
culos. De fato, a mecénica newtoniana é reversivel no tempo, nao distingue
entre o passado e o futuro, e nao poderia ter produzido sozinha uma funcao
do tipo H, que diminui com o passar do tempo. A discussao dessas questoes,
da evolugao para o equilibrio, da natureza da “seta do tempo”, estd no cerne
da mecénica estatistica, e continua sendo travada atualmente. Paul Ehren-
fest, aluno de doutoramento de Boltzmann em Viena, foi mais tarde um dos
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pioneiros dessas discussoes. O modelo da urna de Ehrenfest - que nés vamos
ver como exercicio - ¢ uma tentativa conceitual de explicar a evolucao para o
equilibrio e esclarecer o significado estatistico do teorema-H. Nesse texto, no
entanto, vamos nos concentrar nas situagoes (bem mais féceis) das flutuagoes
estatisticas no equilibrio termodinamico.
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4 MecAnica estatistica

One of the great problems of statistical mechanics is to show how the laws of
thermodynamics arise from microscopic dynamics. ... Pioneering work on this
problem was done by Maxwell and Boltzmann. Their ideas were codified by Gibbs
whose formulation of equilibrium statistical mechanics has persisted to this day in
classical statistical mechanics and was adopted with only a few formal changes in
quantum statistical mechanics, once quantum mechanics was invented.

Arthur S. Wightman, introduction to “Convexity in the Theory of Lattice
Gases”, Princeton, 1979.

A mecéanica estatistica fornece os conceitos e as técnicas para que se esta-
belecam conexoes entre o mundo microscépico, constituido por um nimero
muito grande de particulas em movimento, governadas pelas leis da mecénica,
e o mundo macroscopico da termodindmica. No entanto, a simples aplicacao
das leis da mecénica - por exemplo, a solucao das equacoes de Newton -
torna-se tarefa invidvel frente ao nimero imenso de particulas dos sistemas
de intersse fisico (o niimero de Avogadro, N4 = 6 x 10?3 moléculas por mol de
uma substancia, ¢ indicagdo da ordem de grandeza dos valores envolvidos).
Como nao teria nenhum cabimento trabalhar com as equagoes de movimento
de um mimero tao extraordindrio de particulas, somos forcados a recorrer a
teoria das probabilidades, as chamadas leis estatisticas, a fim de justificar e
reproduzir as regularidades macroscépicas da termodindmica. A mecanica
estatistica resulta de uma aplicacao conjunta das leis da mecénica - classica
ou quantica, dependendo do contexto e dos interesses de trabalho - e da teoria
das probabilidades.

As varidveis termodindmicas, como a pressao, o volume, ou a temper-
atura, sao grandezas macroscopicas, “visiveis”, que se referem ao comporta-
mento global de um determinado sistema. Compete a termodinamica orga-
nizar de forma sistemadtica as leis experimentais sobre o comportamento tér-
mico da matéria macroscopica. A formulacao da termodinamica nao depende
da introducao de modelos especificos para as interacoes entre as particulas
(microscépicas) que constituem um sistema fisico. Por isso é que a termod-
indmica cldssica dos fendmenos em equilibrio foi capaz de transpor pratica-
mente sem modificagoes as grandes mudancas da fisica atdémica no século
XX.

Vamos nos preocupar com a mecanica estatistica dos sistemas em equi-
librio, caracterizados por parametros macroscépicos que nao variam com o
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tempo. O estudo e a compreensao das situagoes de equilibrio é um requisito
preliminar importante para a andlise de casos fora do equilibrio, certamente
muito interessantes, mas em geral muito mais complicados. Além disso, a
mecénica estatistica de equilibrio estd bem fundamentada, através da con-
strucao dos “ensembles” de Gibbs, proporcionando justificativas sélidas para
as leis empiricas da termodindmica cldssica e fornecendo explicagoes para as
flutuagoes (estatisticas) que continuam ocorrendo nas situagoes de equilibrio
termodindmico.

Fixados os parametros macroscépicos de um sistema, temos um estado
(macroscopico) de equilibrio, ao qual em geral correspondem muitos estados
microscépicos (ou microestados). Por exemplo, no caso de um fluido simples,
ha um nidmero muito grande de microestados que correspondem a valores
dados da energia interna U, do volume V', e do nimero de particulas N. O
estado termodindmico (macroscépico) de equilibrio é inteiramente caracteri-
zado pelas varidveis U, V e N. Mas a caracterizacao do estado microscépico
demanda um nimero muitissimo maior de varidveis. Por exemplo, supondo
que o fluido simples seja um géas cldssico de particulas monoatémicas, os es-
tados microcépicos desse géds sao definidos pelo conjunto das coordenadas
de posicao e de momento de cada uma das particulas. Definimos entao um
espago multidimensional, de 6N coordenadas (3N coordenadas de posicao e
3N momentos), conhecido como espago de fase, cujos pontos representam os
estados microscopicos do gds monoatdémico.

Compete & mecénica estatistica a identificacao dos estados microscépicos
dos sistemas fisicos, a formulagao de alguma hipétese sobre o peso estatistico
de cada um desses estados, e o estabelecimento de um elo de ligagao entre
os microestados e um potencial termodindmico que seja capaz de descrever
o comportamento macroscoépico do sistema.

4.1 Probabilidades na fisica estatistica

Algumas nocoes e exemplos simples da teoria das probabilidades sao sufi-
cientes para a construcao da fisica estatistica.

Em primeiro lugar, é preciso saber jogar dados, nao viciados, ou baralhos,
bem embaralhados. Jogando um tnico dado, a probabilidade de obter a face
4 numa jogada é 1/6. E claro que qualquer outra face teria exatamente a
mesma probabilidade. Sabemos que hd 6 eventos possiveis, que correspon-
dem ao “conjunto de microestados acessiveis ao sistema”, e que apenas um
deles é o evento escolhido. Por outro lado, estamos supondo de antemao,
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“a priori” como se costuma dizer, que todos os “microestados” sao igual-
mente provaveis. Portanto, a probabildade de obter qualquer uma das faces
¢ exatamente 1/6.

Numa jogada com dois dados distintos, qual a probabilidade de obter
duas faces iguais a 47 O problema agora é mais dificil. H4 36 = 6 x 6
configuragoes (estados microscépicos) distintos do sistema de dois dados, mas
apenas uma dessas configuragoes corresponde a uma situagao com duas faces
do tipo 4. Portanto, a probabilidade de obter duas faces do tipo 4 ¢ 1/36.
Vamos modificar a questao, perguntado qual a probabilidade de encontrar
um total de 4 pontos numa jogada com dois dados. Nao é dificil perceber
que a probabilidade agora é 3/36 = 1/12, pois hd 3 configuragoes distintas
correspondendo a um total de 4 pontos (quais sao essas configuragoes?).

Em situacoes de equiprobabilidade, ou seja, de configuracoes com esta-
dos microscépicos igualmente proviveis, a probabilidade de ocorréncia de
determinado conjunto de eventos é dada pela razao entre o nimero de con-
figuracoes correspondentes a este evento particular e o nimero total de con-
figuracoes. Essa é a idéia probabilistica fundamental que vai conduzir a
construcao da fisica estatistica.

4.1.1 Valor médio e desvio quadratico

Vamos supor que z seja uma varidvel aleatéria (discreta), isto é, que assume
o valor x; com probabilidade P; (onde i = 1,2,.....,M, e 0 < P, < 1 para
qualquer 7).

O valor médio da varidvel x é definido pela relacao

M

Z x; Py
(x) = S5— (158)

M
> P

=1

que corresponde & ideia intuitiva de “média ponderada”. Usualmente as
probabilidades sao normalizadas, isto é, Zf\il P=1.

Na figura acima, esbogamos um gréafico de P; contra z;. Se dispusermos
de um conjunto grande de valores de x;, suficientemente préximos, podemos
considerar uma varidvel aleatéria continua x, substituindo as somas por inte-
grais e a probabilidade P; por uma densidade de probabilidades p (z). Neste
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Figure 16: Grafico de P; contra z;.

caso, com uma distribuicao de probabilidades devidamente normalizada, a
expressao p (x) dx deve ser interpretada como a probabalidade de encontrar
a varidvel aleatoria continua x no intevalo entre = e x + dz.

O conhecimento do valor médio apenas fornece muito pouca informacao
sobre a forma do grafico de P; contra x;, no caso discreto, ou da funcao de
distribuigao p () contra x, no caso continuo. Conhecendo somente () nunca
sabemos se p (x) é muito larga (espalhada) ou muito fina (bem definida, com
uma espécie de pico) na vizinhanca do valor médio (z). Poderiamos definir
o desvio em relagao a média, Az = = — (z), e calcular o valor médio desse
desvio, (Az). E facil mostrar que

(Az) = ((x = (2))) = () — {z) =0, (159)

que acaba nao conduzindo a nenhuma informagao. Vamos entao introduzir
o valor médio dos desvios quadraticos em relacao a média,

(An)*) = (& — (2))?) = (%) — (&) 2 0, (160)

que também é conhecido como “desvio quadratico” (a raiz do desvio quadrético
é conhecida como variancia ou dispersao da distribuigao de probabilidades).
Note a propriedade importante, <(A:v)2> > 0. A razao entre a variancia

\/ <(Ax)2> e o valor médio (x) dd uma idéia da largura da distribui¢ao. Para

valores muito pequenos dessa razao, a funcao de distribuicao de probabili-
dades tem um pico muito fino, centrado nas imediatas vizinhancas do valor
médio. Essa é a principal caracteristica das distribuicoes de interesse fisico.
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Exercicios

1- Prove as propriedades elementares
(1) ({af (x)+bg(2)) = a(f(z))+b{g(x)),
(i) (cf (z)) = c(f(z)),

em que f (r) e g (x) s@o varidveis aleatdrias e a, b e ¢ sdo constantes.
2- Mostre que {(Az)*) = (v — (z))*) = (2?) — (z)* > 0.

4.1.2 Exemplo: expansao livre de um gas

A fisica estatistica tradicionalmente se baseia na proposta e no estudo de
modelos simplificados do mundo real. Adotando esta pratica antiga de mod-
elagem, que vai se tornando cada vez mais relevante em toda a ciéncia con-
temporanea, vamos considerar um modelo, muito simplificado, para a ex-
pansao livre de um gés de N particulas. O modelo é suficientemente simples
para permirtir que se fagam alguns cdlculos (com um pouquinho de trabalho
algébrico), fornecendo resultados muito tipicos na fisica estatistica.

Vamos supor que inicialmente as particulas do gds estejam numa das
metades de uma caixa, de volume total V', e a outra metade da caixa esteja
vazia (ver a figura abaixo). Portanto, no instante inicial, o lado esquerdo da
caixa contém N; = N particulas e o lado direito contém No = N — N; =0
particulas.

Inicialmente hd uma particao impermedvel separando os dois lados da
caixa. Num deteminado momento a parti¢ao ¢é retirada (ou se torna perme-
avel) e as particulas podem se espalhar pela caixa toda. Apds um intervalo de
tempo suficientemente longo, isto é, atingido o equilibrio, qual seria o nimero
de particulas em cada uma das metades da caixa? Sob um ponto de vista
intuitivo, hd uma expectativa de que as particulas acabem se distribuindo
igualmente nas duas metades da caixa (no equilibrio, é natural antecipar que
N; = Ny = N/2, sem prejuizo de pequenas flutuagoes).
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Vamos agora apresentar uma discussao estatistica desse problema.

No nivel de descri¢ao em que estamos trabalhando, um estado microscépico
do sistema ficard caracterizado quando soubermos quais as particulas que
estao no lado esquerdo da caixa e quais as particulas que estao no lado
direito. Note que estamos considerando particulas classicas, perfeitamente
distinguiveis. Cada particula pode estar no lado direito ou no lado esquerdo.
Portanto, temos 2V configuracées microscépicas possiveis no nosso sistema,
(por exemplo, com N = 3, ¢ fdcil identificar as 23 = 8 configuragoes pos-
stveis). Vamos adotar a hipdtese estatistica bésica de que essas configuragoes
microscépicas sejam igualmente provdveis (como num baralho bem embaral-
hado).

Podemos agora perguntar qual é a probabilidade P (N1; No = N — Nj) de
encontrar uma situagao (macroscépica) com N; particulas no lado esquerdo
e Ny = N — N particulas no lado direito. Formalmente, escrevemos

1
P(Nl,NQZN—Nl):PN(Nl):Z—NQ(Nl,NQZN—Nl), (161)

em que §2 (Ny; Ny = N — Nj) é o numero de configuragoes (estados microscopi

cos) com N; particulas a esquerda e N, = N — N; particulas a direita (e 2V

¢ o ndmero total de microestados do sistema). Usando nogoes bdsicas de

andlise combinatdria, é ficil perceber que

Q(Ny; Ny =N — N ok 162

(Ni; Ny = N — 1)—m, (162)

com o fatorial N! =1 x2x 3 x ... x N. Se for dificil entender a origem dessa

expressao, vale a pena obter explicitamente €2 para alguns valores pequenos

de N (por exemplo, para N = 3, 4 ou 5). Na realidade, nés estamos obtendo

os estados microscépicos pela permutacao de N objetos (particulas) de todas

as formas possiveis; este resultado, correspondente a N!, deve ser dividido

por N;! e Ns!, pois nao adianta permutar entre si as particulas que ja estao

nas metades esquerda ou direita da caixa. Para o bom estudante de andlise

combinatéria, €2 é o nimero de arranjos distintos de N objetos em grupos
distintos, de Ny e de Ny = N — N objetos. Portanto, temos

1 N!

Py(N)=———7——. 163

w (V1) 2N NiI(N — Ny)! (163)

Vamos agora fazer algumas manipulacoes matemaéticas, um tanto engen-

hosas mas absolutamente simples. O objetivo consiste em mostrar que a
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distribuigdo Py (V1) é normalizada, calcular o valor médio (/V;) e o desvio
quadratico, <(AN 1)2>. Para facilitar os cdlculos, vamos introduzir duas novas
varidveis, p e ¢, tal que a distribuigao seja escrita na forma

1 NI
Py (N M), 164
S AT R AL (164

As novas varidveis p e ¢ vao ser muito tteis para as nossas manipulacoes
algébricas. Além disso, fazendo p = ¢ = 1 no final dos célculos, recuperamos
imediatamente as propriedades da distribuicao original.

A prova da normalizacao utiliza apenas a expressao do binémio de New-
ton,

N i (N> 1 N NI (N=N1) 1 ( + )N 1
—_ — —_— - — —
D Pu (M, 2NNZON (N — Nl)'p a on WP ’
— —

(165)
pois no final fazemos p = ¢ = 1.

O célculo do valor médio de N; é ligeiramente mais envolvido, envolvendo
a utilizacdo de um operadorzinho, pd (...) /Jp,

_ N wveNy
55 SLTNEINES) SO N
N1=0 N1=0
=5 (v i LPMQ(N R G
2N ap N ONl (N N1)| 2N 8p
-
1 L, N
= owtN @+ = (166)

onde fazemos p = ¢ = 1 na tltima etapa. O resultado final, (N;) = N/2 =
(N3), quando p = ¢ = 1, j4 foi antecipado. De fato, com a hipétese de prob-
abilidades iguais, devemos em média encontrar configuragoes com a metade
das particulas em cada lado da caixa.

Para calcular o desvio quadratico, utilizamos duas vezes o truque do op-
erador pd (...) /Op. Assim temos

N N

1 N!
<N12> = Z NPy (Ny) = °F Z Aﬂmpz\hq(]v N _

N1=0 N1=0
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QLN (pa% p%) (p+a)" =
%Np (@+pN) (p+ 2 o X (N4+ 2 (167)
Portanto, .
((AN)*) = (N7) = (N1)* = 0N, (168)
ou seja,
((ANY)7) 1 (169

(N1) VN’

indicando que a distribuicao se torna muito fina, localizada em torno do seu
valor médio, quando N for um niimero suficientemente grande. Escrevemos
entao
2
(ANy)T)

A = i — 0, (170)

no limite N — oc.

Encontramos um resultado intuitivamente 6bvio e que seria esperado:
com um numero suficientemente grande de particulas, a probabilidade de
encontrar [V particulas no lado esquerdo é quase sempre praticamente nula,
exceto nas imediatas vizinhancas de N; = N/2.

Certamente existem flutuagoes (estatisticas) em torno do valor meédio
(N1) = N/2. Por exemplo, podemos calcular a probabilidade de todas as
particulas voltarem para o lado esquerdo da caixa, que é dada por

1 N! 1
Com N da ordem de grandeza do nimero de Avogadro, temos
In Py (N) ~ —10%. (172)

Esta probabilidade nao é estritamente nula, mas seria um nimero decimal,
escrito como Py (N) = 0,000...0001..., com 10* digitos nulos depois da vir-
gula! Supondo que se leve um décimo de segundo para escrever cada zero, se-
riam necessérios 10?2 segundos, cerca de 10*® anos, para escrever este ntimero
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(valor que pode ser comparado com a idade do universo, estimada em ape-
nas 101% anos!). E claro que o gés pode retornar & sua situacao original, na
metade esquerda da caixa, mas a probabilidade desse acontecimento é ridic-
ulamente pequena (como também é ridiculamente pequena a probabilidade
de violagdes da segunda lei da termodinamical).

Consideracoes estatisticas dessa mesma natureza justificam a famosa con-
clusao de Gibbs, mais tarde citada por Boltzmann, sobre a impossibilidade
da diminuicao da entropia de um sistema isolado:

“the impossibility of an uncompensated decrease seems reduced to im-
probability”.

Vamos agora calcular o valor maximo (ou mais provavel) da distribui¢ao
Py (Ny). Trata-se de um exercicio matemético tipico da fisica estatistica,
cujo resultado, para valores grandes de /N, também ¢é intuitivo: vamos mostrar
que a probabilidade Py (N;) é maxima quando N; for igual ao valor médio
(Ny).

Lembrado que as probabilidades sao sempre positivas, podemos escrever
o logaritmo neperiano da distribuicao,

InPy(N;)=InN!—InNy! —In(N — Ny)! = NIn2. (173)

Se estivermos trabalhando com nimeros grandes, as probabilidades somente
serao significativamente diferentes de zero quando Ny e N — N; também forem
muito grandes, da ordem de N/2. Entao, nessas circunstéancias, faz sentido
lancar mao da série de Stirling,

InN!'=NInN—-N+0O(InN), (174)

em que O (...) indica a ordem de grandeza dos termos desprezados. Esta
é uma série assintética, de vastissima utilizacao em fisica estatistica, cujos
primeiros termos ja fornecem o6timos resultados & medida que o nimero N
aumenta (utilize uma calculadora para verificar o que acontece para valores
pequenos de NN; por exemplo, obtenha resultados numéricos para N = 5, 10
e 15). Langando mao da série de Stirling, temos

InPy (M) =NInN—NInNy,— (N — Ny)In(N — Ny) = NIn2+..., (175)

onde estamos desprezando os termos de ordem In N. Como a fungao logar-
itmo é monotonicamente crescente, para calcular o méximo da probabilidade
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Py (Np) como fungao de N; basta calcular o maximo de In Py (V). Vamos
entao, heuristicamente, supor que a varidvel N; seja continua e igualar a zero
a primeira derivada,

9 Py (N1) = —In Ny +In (N — Ny) = 0. (176)
aN,

A solugao desta equacao mostra que o méaximo da distribuicao, Nl = N/2,
corresponde exatamente ao valor esperado, (N;) = N/2, como nao poderia
deixar de ter acontecido!

Exercicios
1- Considere uma funcao de distribuicao gaussiana,

_M] , (177)

p(z) = Aexp 57

onde A, xg e 0 sao constantes, e a varidvel aleatéria x pode assumir valores
em todo o eixo real.
No contexto da teoria cinética de Maxwell, j4 mostramos que

/+Oo exp (—az?) dz = <ﬁ> 2 : (178)

o o

para a > 0 (embora os fisicos de teoria de campos também utilizam essa
integral com a coragem de fazer o < 0). H4 muitas histérias sobre integrais
gaussianas desse tipo. Dizem que Liouville costumava perguntar o resultado
dessa integral aos seus alunos, e que sé aceitava para trabalhar os alunos que
acertassem o resultado!

Utilize esse resultado para mostrar que A = (27?02)_1/ 2 quando a funcao
p (z) for normalizada, isto é, quando

400
/_ p(x)de = 1. (179)

[e.e]

Supondo que a distribuicao esteja devidamente normalizada, mostre que

() = wo; <($ - $0)2> = (180)
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Note que, tomando zg = (N7) = N/2 e o = \/<(AN1)2> = N?/4, temos
uma excelente representagio gaussiana para a distribuigdo Py (N;). Com um
pouco de paciéncia e habilidade num microcomputador, é possivel comparar
os gréaficos de Py (N7) e da gaussiana correspondente (tente construir graficos
para N =5 e N = 10, por exemplo). O “teorema do limite central” da teoria
das probabilidades garante que, em quase todos os casos de interesse fisico,
as distribuigoes de probabilidades tendem para a gaussiana associada quando
o numero de eventos for suficientemente grande.

2- A expansao assintética de Stirling,
InN!'=NInN—-N+O(nN), (181)

que funciona muito bem para N grande, é um recurso de enorme utilidade
em mecanica estatistica (em conexao com o “limite termodinamico”).

Utilizando o método da indugao finita e uma integragao por partes, mostre
que

/ z"e " dx = n! (182)
0

para qualquer inteiro n = 0, 1,2, ...(por definigdo, 0! = 1). Admitindo uma
continuagao analitica, para n qualquer, essa integral d4 origem a definigao
da “fungao gama”.

O valor assintético dessa integral (no limite de n muito grande) pode
ser obtido através do “método de Laplace”. Introduzindo uma mudanca de
varidveis, temos

o0}

n! = /000 2" exp (—x) dx = n" /exp n(lny —y)] dy. (183)

0

O problema entao fica reduzido ao cdlculo de uma integral da forma

I(n) = / exp [nf () dy, (184)
em que
f(y) =Iny —y. (185)

Note que a funcao f (y) tem um mdaximo para y = y, = 1. Note também que
as contribuigoes para a integral de uma funcao do tipo exp [nf (y)], quando
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n — 00, provém essencialmente das vizinhancas desse maximo. Podemos en-
tao escrever um desenvolvimento em série de Taylor de f (y) nas vizinhancas
do méaximo,

fly)=—-1- % (y—174+ ..., (186)

descartar os termos de ordem superior, e fazer a integracao sobre todo o eixo
real. Assim temos

fmww7:m{—n—g@—1ﬂdy_(%juzmﬂ—m, (187)

de onde é possivel obter a forma de Stirling.
Os alunos com (excelente) formagao matemadtica talvez consigam provar
- com todo o rigor matemadtico, é claro - que

umlm{lemﬁ@nm}:f@@, (188)

n—oo M,

onde x4 é 0 ponto de méximo de uma fungdo continua f (z), com a < zg < b.

3- Caminho aleatério em uma dimensao.

Considere o problema de um bébado em uma dimensao, dando N passos
de mesmo comprimento a partir de determinada origem. Em cada passo, o
bébado pode ir para a direita, com probabilidade p, ou para a esquerda, com
probabilidade ¢ = 1 — p.

(a) Para N = 6 e p = 2/3, desenhe um grafico de Py(N;) contra N;/N,
em que N; é o mimero de passos para a direita. Obtenha (N;) e (N?), e
use esses valores para escrever a "distribuicao gaussiana correspondente",
pa(N1), isto é, a distribuicao gaussiana com os mesmos valores do primeiro e
do segundo momentos (ou seja, do valor médio e do valor quadratico médio).
Desenhe um gréfico de pg(NV71) contra N1 /N e compare com o resultado para
a distribuicao binomial correspondente.

(b) Faca de novo os célculos do item anterior para N =12 e N = 48. Os
novos graficos sao muito diferentes? Por que?

4*- O “modelo da urna” de Ehrenfest proporciona uma ilustracao exce-
lente da presenca de flutuagoes estatisticas, do papel dos grandes niimeros, e
da “seta do tempo” (enfim, do significado estatistico da segunda lei da ter-
modinamica). Veja, por exemplo, o artigo de Ambegaokar e Clerk, “Entropy
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and time”, Am. J. Phys. 67, 1068-1073 (1999). A “equagao estocdstica”
associada ao modelo da urna ¢é linear (e exatamente solivel). H& muitos
trabalhos sobre esse modelo e suas variantes, com destaque para a solucao
pioneira de Mark Kac de 1947.

Na versao original do modelo da urna nés consideramos duas caixas, N
bolas numeradas, e um gerador de N nimeros aleatérios. Inicialmente, hd
N, bolas na urna 1, e Ny = N — N; bolas na urna 2. Em cada intervalo
de tempo, nés sorteamos um nimero aleatério entre 1 e N, e mudamos a
posicao (localizagdo nas urnas) da bola correspondente.

(i) Faga simulages numeéricas, com um bom gerador de nimeros aleatdérios,
para desenhar graficos de N; (ntimero de bolas na urna 1) em funcdo do
tempo ¢ (devidamente discretizado em intervalos iguais At). Faga as simu-
lagoes para uma situagao inicial em que N; = N (todas as bolas estdo na
urna 1). Considere dois valores do nimero total de bolas: (a) N = 10 e (b)
N = 100. O que vocé pode dizer a respeito das flutuacoes do valor de N;?
O que acontece no limite t — co?

(ii) Mostre que a evolugao temporal de P (N1, t), probabilidade de encon-
trar N7 bolas na urna 1 no tempo t, é dada pela “equacao de diferencas”

P(Ny,t+At) = P(N; — 1) Wy + P (Ny + 1,8) W,

em que W7 e W5 sao “taxas de transicao”. Adotando a hipétese de equiprob-
abilidade das configuracoes de bolas, quais sao as expressoes de Wi e W57
Verifique que a distribuicao binomial é uma solugao dessa equacao “no equi-
librio” (isto &, para t — o0).

(iii) Utilize essa equagdo estocdstica para obter uma expressao para a
evolugao temporal do valor esperado (valor médio) de Ny,

(N1), =Y NP (Ny,t).

N1

Compare a forma de (NNy), com os gréficos de N; contra ¢ obtidos no item

(i)-

Ha um texto recente, que ainda pode ser encontrado nas estantes de
"auto-ajuda", que é uma excelente introducao as ideias da teoria das probal-
idades: O Andar do Bébado, de Leonard Mlodinow, editora Zahar, 2009
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4.2 Especificacao do estado microscépico de um sis-
tema: caso classico

Para ir um pouco além do exemplo esquemdtico da secao anterior, temos
que estabelecer formas de especificar o estado microscépico de um sistema
mecanico.

No dominio da mecéanica cldssica a especificagao dos microestados passa
pela consideracao do espago de fase. Num sistema com n graus de liberdade
(no caso de N particulas monoatoémicas, n = 3NN) o estado microscépico fica
completamente especificado quando damos as n coordenadas generalizadas
de posicao e os n momentos canonicamente conjugados. Podemos entao
construir um espaco de 2n coordenadas e estabelecer uma correspondéncia
entre os pontos deste espaco de fase e os estados microscoépicos do sistema.

Para uma particula livre em uma dimensao, contida dentro de uma “caixa”
de comprimento L e com energia fixa F, o espago de fase ¢ bidimensional
(definido em termos das coordenadas de posigdo x e de momento p) e regiao

acessivel a particula compreende os dois segmentos de reta assinalados na
figura abaixo. Note que E = p*/2m, ou seja, p = +v2mE.

r P
, 5, N
~% 7Y
—_1 -(z,ng)%—

Os dois segmentos de reta representam a regiao do espaco de fase que é
acessfvel a uma particula livre, em uma dimensao, contida dentro de uma
“caixa” de comprimento L e com energia fixa FE.

Muitas vezes é mais conveniente dizer que a energia nao estd exatamente
fixa, mas pode variar em torno do valor F dentro de um intervalo 0. Mais
adiante vamos ver que a constante  F/ é irrelevante, pois desaparece no limite
termodinamico (isto é, para N — 00), que é uma caracteristica essencial dos
sistemas de interesse fisico. No caso particular de uma tinica particula, dentro
da caixa de largura L, quando a energia estiver entre ' e ¥ + §F, a regiao
acessivel do espaco de fase é constituida pelas duas dreas hachuradas da figura
1.4.
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Figure 17: A regiao hachurada representa o espago de fase acessivel a uma
particula livre, em uma dimensao, contida dentro de uma “caixa” de com-
primento L e com energia entre F e £ + 0F.

Considere agora um oscilador harménico unidimensional, dado pela en-

ergia (hamiltoniano)
Loy 1
= + =k 189
H 5P T 5k, (189)

em que a massa m e a constante eldstica k sao grandezas positivas. O espaco
de fase é definido pelas coordenadas x e p. Dada a energia F, a regiao
acessivel do espago de fase ¢ uma elipse (com semi-eixos V2mE e \/2E/k).
Se a energia estiver entre F e £+ F, a regiao acessivel é uma coroa eliptica.

Em termos mais gerais, vamos considerar um sistema de particulas clds-
sicas com n graus de liberdade, associado ao hamiltoniano

H(Q>p) :H(q17q277QHap17p27apn) (190)

O espaco de fase tem 2n dimensoes. Quando a energia estiver entre FE e
E+0F, aregiao do espaco de fase acessivel ao sistema serd um hipervolume
limitado pelas hipersuperficies H (¢,p) = E e H(q,p) = E 4+ JE.

Estamos agora em condigoes de introduzir a nossa hipétese estatistica
fundamental: qualquer ponto do (hiper)volume acessivel ao sistema no
espaco de fase deve ser igualmente provavel (sendo nula a probabilidade de
encontrar o sistema fora da regido acessivel do espago de fase).
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Figure 18: A regiao hachurada representa o espago de fase acessivel a um
oscilador harmoénico unidimensional com energia entre £ e F + 0 F.

Vamos considerar, por exemplo, o caso relativamente simples de N particu-
las cldssicas monoatomicas e livres, constituindo um gés ideal clédssico, dentro
de um recipiente de volume V', com energia entre £ e E+§FE. O hamiltoniano
desse sistema é dado pela soma das energias cinéticas das particulas,

Yo
H =y —p> 191
(4,p) ; S P (191)
O hipervolume do espago de fase acessivel ao sistema pode ser escrito em
termos da integral multipla

Q(E,V,N;6E) :/--~/d3r1...d3rN/--~/ Epy...dPpy,
v v E<H(q,p)<E+JOE

(192)
que depende de E, V, N e da contante § F.

Nao se assustem! As integrais de posicao fatorizam-se completamente e
contribuem para € com um fator V¥ (cada particula estd dentro de uma
caixa de volume V). Portanto, se estivermos preocupados apenas com a
dependéncia de ) com o volume, temos

Q~ VN (193)
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Também é facil calcular a dependéncia com a energia E, no limite de um
nimero N muito grande particulas. Levando em conta a forma do hamilto-
niano, a integracao deve ser feita num regiao do espago dos momentos em
que

N
2mE <Y Pi” < 2m(E +6E), (194)
=1

ou seja, numa hipercoroa esférica, de raio R = (2mE)1/ ? ¢ espessura 0R =
(2m)"/? /2E1/2] 0E ~ 0E, num espaco 3N-dimensional. Em duas dimen-

soes, 0 "volume da hipercoroa esférica" de raio R e espessura 0 R é uma "drea"
dada por 2rROR. Em trés dimensoes, o "volume da hipercoroa esférica" de
raio R e espessura 0R é dado por 4nR?§R. Entao é facil perceber que o
volume da hipercoroa esférica de raio R num espaco d-dimensional é dado
por Ag R §R, em que deve ser duro, mas perfeitamente possivel calcular o
fator A4. Portanto, tomando d = 3N, podemos escrever a dependéncia de )
com o volume e a energia,

1y (2m)?
Q(E,V,N;0E) = Ay VN (2mE)zN gg—fﬂw. (195)
Agora podemos utilizar essa expressao para extrair pelo menos a dependéncia
em relacao a E e a V, no limite termodindmico de um sistema muito grande
(E,V — o0). Nesse caso, sem fazer nenhum célculo, é facil perceber que

Q(E,V,N;0E) ~ E2 VN, (196)

O fator 0F foi descartado, pois nao tem nenhuma relevanicia no limite de
N muito grande (note que, para JFE fixo, o limite de (IndF) /N vai a zero
para N — oo). No momento, portanto, nem vale a pena se preocupar com
o célculo - prefeitamente possivel - do volume de uma hipercoroa num es-
paco hiperdimensional! Logo adiante vamos explorar algumas conseqiiéncias
desses resultados (inclusive a conexao com a forma da entropia de um gés
ideal cldssico).

4.3 Especificacao do estado microscopio de um sistema:
exemplo quantico

A utilizacao plena da mecéanica quantica, que nao exije modificagoes essenci-
ais nas linhas mestras de formulacao da mecéanica estatistica, estd certamente
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além das possibilidades desse curso. No caso quéantico, o problema da con-
tagem de estados microscépicos torna-se até mais direto e bem definido. Pelo
menos para sistemas quanticos simples, nao é dificil catalogar as “solucoes
estaciondrias” da equagdo de Schroedinger com energia E (ou entre F e
E + 0F). Portanto, ao invés de enfrentar as complicagoes de um espago de
fase continuo, vamos lidar com a colecao de estados quénticos acessiveis ao
sistema.

Por exemplo, vamos considerar um sistema quantico artificial, uma es-
pécie de “modelo de brinquedo”, mas que se refere a diversas situagoes de
interesse fisico, e que acaba sendo muito semelhante ao exemplo de difusao
de particulas que nés discutimos anteriormente. A ideia consiste em escolher
uma particula (4tomo) que pode ser encontrada num “estado fundamental”,
com energia nula, ou num “estado excitado”, com energia ¢ > 0. Estamos
supondo que os outros estados excitados tenham uma energia muito maior e
que nem seriam acessiveis. Além disso vamos supor que esse dtomos estejam
localizados (numa rede cristalina, por exemplo).

O problema consiste em obter o niimero de estados acessiveis a um sistema
desse tipo quando se consideram N dtomos com uma energia total £. Nesse
caso hd Ny = E/e dtomos no estado excitado e Ny = N — E/e d4tomos no
estado fundamental. Levando em conta os estados (distintos) de cada um
desses dtomos localizados, podemos raciocinar como no problema das urnas
de Ehrenfest, considerando o nimero de maneiras distintas de distribuir N,
atomos no estado fundamental (urna 1) e V; dtomos no estado excitado (urna
2). O nimero total de microestados acessiveis ao sistema ¢ dado pela férmula
binomial,

N! N!
O=0EN) = FiN ~ (N =B (E)

€

(197)

em que {2 depende das varidveis macroscépicas E e N. Note que o volume
nem entra nesse “modelo de brinquedo”, o que vai nos impedir de calcular
certas propriedades, como a pressao. O postulado estatistico bdsico atribui
exatamente a mesma probabilidade para cada um desses € (F, N) microes-
tados.

Utilizando a férmula de Stirling, ¢é fécil verificar que

NN (N BV (v EY (B (E 2N InE).
nQ =Nl N <N 6)1(]\[ 6) <€)1(6>+0(1N1(Z)8)
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em que os termos da ordem de In NV e In £ nem precisam ser escritos, pois
vao desaparecer no “limite termodinamico”. Nesse limite devemos considerar
um “sistema muito grande”, isto é, com F e N tendendo a infinito, mas com
a razao I//N = u fixa. Definimos entao a entropia por particula,

. 1
5= lim kg N InQ, (199)

E,N—oo; E/N=u

de onde vem

u u U, ou
s=s(u) =kg (E—l)ln(l—z>—k321ng. (200)
A entropia termodinamica é dada por
S=S(E,N)= Ns(u) (201)

Mais adiante vamos ver que o préprio Boltzmann, muito antes das pro-
postas de quantizacao de Planck, ja tinha procurado evitar as complicacoes
do espaco de fase cldssico, considerado o problema de um gas de particulas
ocupando niveis discretos de energia. Mas para Boltzmann essa discretizacao
da energia, que talvez tenha até influenciado Planck, era apenas um artificio,
utilizado com o objetivo de ilustrar o comportamento qualitativo de um gés
real.

Apés a formulacao da mecénica quéntica, percebeu-se que varios sistemas
de interesse fisico podem ser representados dessa mesma forma. Por exem-
plo, podemos considerar um conjunto de atomos de spin 1/2 localizados
numa rede cristalina, constituindo um modelo que foi capaz de dar conta
do fendémeno do paramagnetismo. As particulas magnéticas sao portadoras
de um momento magnético permanente /7. Sob o ponto de vista cldssico, o
momento magnético 7/ é um vetor tridimensional, continuo, que pode apon-
tar em qualquer direcao do espaco. A energia de interacao com um campo
magnético externo H ¢ dada por

7 H=—uH, (202)

em que o eixo 2 foi escolhido ao longo da direcao do campo e a componente i,
do momento magnético é uma varidvel continua (note que hd uma tendéncia
de alinhamento, que a energia de interagao diminui quando a componente
i, assume o seu valor maximo na dire¢do do campo). Sob o ponto de vista
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Figure 19: Estados quéanticos de uma particula magnética localizada com
spin 1/2.

quantico, no entanto, a componente 1, do momento magnético pode assumir
apenas um conjunto discreto de valores. No caso de particulas quéanticas de
spin 1/2, a componente £, do momento magnético fica restrita a dois valores
apenas, +pg € —[ig.

Vamos considerar o caso de um unico fon magnético localizado, com spin
1/2. Como ja dissemos, hd somente dois estados quanticos, com “spin para
cima” ou “spin para baixo”, ao longo da direcao do campo. Estados quanticos
com magnetizagdo +/, (spin para cima) tém energia de interacdo com o
campo —p, H; estados com magnetizagdo —p, (spin para baixo) tem energia
de interagdo com o campo +p,H (ver esquema da figura 1.5).

Vamos agora considerar outro exemplo, com 3 fons magnéticos localiza-
dos, de spin 1/2 e momento magnético /i, na presenga de um campo externo.
H4 um total de 23 = 8 estados microscépicos disponiveis: um estado com
magnetizacao total +3p, (com os trés spins para cima, na diregdo do campo)
e energia de interagdo —3u, H; trés estados com magnetizagao total +p, (com
dois spins para cima e um spin para baixo) e energia de interagao —p,H; trés
estados com magnetizacao total —p, (com dois spins para baixo e um spin
para cima) e energia de interagao +p,H; um estado com magnetizagdo —3
(todos os trés spins para baixo, contrérios a dire¢do do campo), energia de
interacao +3p,H. Na figura 1.6 indicamos o esquema de microestados com
as suas respectivas energias de interacao com um campo externo.

Agora nao é dificil analisar o problema de N fons localizados, de spin 1/2,
quando é dada a magnetizacao total M. Nesse caso hd V| spins para cima e
N, spins para baixo, tal que

N =N, + N, (203)
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Figure 20: Estados quanticos de 3 particulas magnéticas localizadas, de spin
1/2, na presenga de um campo magnético (indicado pela seta da figura).

M = pg (N1 — Na), (204)

1 M 1 M
le_(N+—); NQZ—(N——>
2 Ho 2 o

O nimero total de estados microscépicos acessiveis a esse sistema com é dado
por

ou seja,

N! N!
T NI(N=N)! (%Jr M),(M_£>,.

20 )\ 2 7 2 )"

Q= Q(M,N) (205)

Levando em conta a mudanca de varidveis, essa é a mesma expressao combi-
natéria obtida anteriormente, tanto na andlise do sistema de dtomos de dois
niveis quanto no problema do gis de particulas classicas que podem estar
no lado direito ou no lado esquerdo (dois niveis) de uma caixa dividida pela
metade. Férmulas combinatérias desse tipo sao caracteristicas de sistemas
de particulas, nao interagentes, com apenas dois niveis de energia. Mais
adiante vamos voltar ao problema dos dtomos de spin-1/2, que tem enorme
relevancia na teoria do magnetismo dos sélidos cristalinos.
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5 Ensemble microcandnico

The microcanonical distribution is often employed as giving a representative en-
semble for predicting the properties of a system which is itself known to be in a
state of macroscopic equilibrium with an energy in the range F to F+JdE. Indeed
before the work of Gibbs it was the only ensemble extensively considered.

Richard C. Tolman, The Principles of Statistical Mechanics, Oxford University
Press, 1938.

Numa situacao em que a energia total esteja fixa (ou em que a energia
total esteja confinada a uma faixa de valores entre F e F+ JF, com dFE fixo,
mas 0F << F) o conjunto de microestados acessiveis ao sistema (pontos
do espaco de fase, no caso classico; autoestados do operador hamiltonaiano,
no caso quantico) constitui o ensemble microcandnico da fisica estatis-
tica. Nessas condicoes, vale o postulado bésico das probabilidades iguais
a priori: todos os microestados do ensemble microcanonico sao igualmente
provaveis. Isso parece bastante razodvel, pelo menos na auséncia de vin-
culos ou informacodes adicionais sobre o sistema, mas deve ser justificado a
posteriori, através das suas muitissimas consequéncias.

Numa situacao experimental realizamos medidas de sequéncias temporais
de valores das grandezas dindmicas. Os valores médios de uma grandeza
representada pela fungao f (t) sdo formalmente dados por expressoes do tipo

o) =t [ s, (206)

onde o limite se refere a tempos muito longos (7 — 00).

Na nossa formulacao da mecéanica estatistica em equilibrio, a varidvel
tempo nao entra no problema. O ensemble microcandnico constituiria uma
representacao instantanea de todos os microestados pelos quais o sistema
fisico poderia passar durante um intervalo de tempo muito grande. Portanto,
uma média sobre os elementos do ensemble microcanénico seria idéntica a
media temporal indicada acima. Esta é a “hipotese ergddica”, que pode
ser provada apenas em alguns exemplos muito simples, como no caso de um
oscilador harménico unidimensional. Embora versoes mais fracas da hipétese
ergddica possam até ser matematicamente demonstradas, vamos adotar as
médias no ensemble microcanénico como um postulado bésico de trabalho
da formulagao da mecénica estatistica.

88



5.1 Ensemble microcanonico e termodinamica

Estamos agora preparados para estabelecer a relagao entre o mundo mi-
croscopico, representado pelos microestados do sistema e as suas respectivas
probabilidades, e o mundo macroscépico da termodinamica. No caso do
ensemble microcandnico, para uma energia fixa, ou admitindo variagoes da
energia entre ' e £+ 0F, a conexao com a termodinamica é realizada através
da definicao estatistica de entropia,

S(E)=kpnQ(E), (207)

onde kp é a constante de Boltzmann, que estd sendo utilizada para fixar a
dimensao da entropia (e estamos enfatizando a dependéncia de S e 2 com a
energia F).

A grandeza €2 (E) pode ser interpretada como o volume do espagco de fase
acessivel ao sistema, no caso cldssico, ou como um determinado nimero de
autoestados, com a mesma energia F, no caso quantico. A entropia cldssica,
que pode apresentar problemas no regime de baixas temperaturas, é definida
a menos de uma constante. A entropia quéntica é definida através de um
nimero (adimensional) de estados quanticos acessiveis.

Em que sentido as defini¢oes estatistica e termodinamica de entropia sao
equivalentes? Isso também se verifica a posteriori, através das suas con-
sequéncias. Vamos analisar algumas dessas consequéncias, particularmente
no caso de fluidos simples, e verificar que a definicao estatistica de entropia
conduz, de fato, as propriedades da entropia termodindmica de Clausius.

5.2 Troca de energia entre dois sistemas fracamente
acoplados

Como primeiro exemplo das consequéncias da definicao estatistica de en-
tropia, vamos considerar dois sistemas fluidos, A e B, envoltos por paredes
rigidas e impermedveis, com energias E, e E, (ver figura ). O sistema com-
posto permanece isolado, com energia total fixa, F, + Ej, = E, (constante).
Num determinado instante, os sistemas A e B comegam a trocar energia (na
forma de calor) através de uma parede de separacao ideal mas diatérmica. E
importante haver interacao entre os sistemas A e B, para que eles troquem
energia, mas é fundamental que essa interacao seja suficientemente fraca, pois
estamos escrevendo simplesmente F, + E, = Ey = constante, e deprezando
um eventual termo F,, de interacao.
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Figure 21: Dois sistemas, inicialmente isolados, com energias F, e E,. Em
deterninado momento a parede interna torna-se diatérmica.

Como o sistema composto tem energia fixa (E, ¢ contante), todos os seus
microestados sao igualmente provaveis. Podemos entao utilizar o postulado
das probabilidades iguais a priori a fim de escrever uma expressao para a
probabilidade P (£) de encontrar o sistema A num estado microscépico com
energia F. Seja Q, (E,) o nimero de microestados acessiveis ao sistema A
com energia E,, e €, (E,) o nimero de microestados acessiveis ao sistema B,
com energia Fj,. Entao o nimero de microestados do sistema composto, com
E,=FEe E, = Fy— E, é dado pelo produto 2, (E)Q, (Ey — E). Portanto,
utilizando o postulado fundamental para o sistema composto, a probabilidade
P (F) é dada por
Q. (E)Q (Ey — E)

P(E) = : 208
onde Q. (Ey), que pode ser escrito formalmente como
Qe (Eo) = > QW (B)Qy (Eo — E), (209)
E

¢ o nimero total de microestados acessiveis ao sistema composto (com energia
fixa Eg)

Sob o ponto de vista estatistico, a situacao final de equilibrio deve ser
dada pelo méximo de P (F). Vamos entao maximizar a expressao

ImnP(E)=InQ, (E)+1InQ (Ey— E) —InQ. (Ey) . (210)
No equilibrio, temos

OlmP(E) 0lnQ,(E) 0lnQy(E)
oOE  0OFE op (211)
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onde E = E ,e B/ = FEy— E. Introduzindo a definicao estatistica de entropia,
podemos escrever

oF - OF (212)

a5, (E)} ~_ a5, (E’)}

Recordando agora a relagao termodinamica 1/T = 0S/0FE, que nao passa de
uma definicao de temperatura, temos finalmente

T, =Ty, (213)

que é a condigao termodinamicamente intuitiva de equalizacao das temper-
aturas na situacao final de equilibrio de dois sistemas colocados em contato
térmico!

Calculando a derivada segunda, temos

PmP(E) 0 1 N o 1
0OF2  OE, \ kgT, OF, \kgT, )

ot 1 L 1 (214)
kg2 (@) kpT? (%) -
OTq Ty

Essa desigualdade, que é fundamental para que se garanta a existénckia de
um valor maximo, decorre da condicao de estabilidade termodindmica. A
capacidade calorifica, dada por OF /T, tem que ser necessariamente positiva
num sistema termodinamicamente estével.

5.3 Interacao térmica e mecanica entre dois sistemas
fracamente acoplados

Vamos agora considerar a mesma situagao anterior, com a possibilidade de
trocar energia e trabalho mecénico entre os sistemas A e B. Devemos entao
lembrar que €2 é uma funcao da energia F e do volume V. A probabilidade
de encontrar o sistema A com energia E e volume V', e o sistema B com
energia Fy — E e volume Vy — V', onde Ej e Vj sao constantes, é dada por

Q. (E,V)Q (Eg — E, Vo= V)
Qc <E07‘/0)

P(E,V)= (215)
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As equagbes para as primeiras derivadas de In P (E, V') em relacdoa Fea V,
que devem ser nulas na situacao de méaximo, suplementadas pela definicao
estatistica de entropia, conduzem as condigoes de equilibrio,

Ta = Tb € Pa = Db, (216)

ou seja, conduzem & equalizagao das temperaturas e pressoes dos dois sis-
temas em contato térmico e mecanico! A discussao da estabilidade (sinal do
hessiano), que envolve as segundas derivadas, ¢ um pouco mais complicada.
No entanto pode-se mostrar que a condicao de maximo estd relacionada a
propriedades bésicas de estabilidade térmica (capacidade calorifica positiva)
e mecanica (a derivada do volume em relagdo & pressdo, com temperatura
constante, tem que ser negativa, (0V/dp), < 0).

De maneira anéloga, poderfamos analisar a troca de energia e de particu-
las, ou a troca de energia, volume e particulas, entre dois sistemas em contato
através de um elo fracamente interagente. Os resultados conhecidos da ter-
modindmica de equilibrio sao todos reproduzidos, dando apoio irrestrito a
definicao estatistica de entropia.

5.4 Entropia do gas ideal classico

Na secao anterior, a partir de argumentos geométricos, sem fazer nenhum
célculo explicito, ndés escrevemos uma expressao assintética (no limite ter-
modinamico) para o volume no espago de fase acessivel a um gés ideal clds-
sico com energia entre ' e F 4+ JFE (com §E pequeno,mas fixo), volume V/
nimero de particulas N,

Q(E,V,N;0E) ~ CyVNE3N2, (217)

em que seria muito trabalhoso calcular o prefator Cy, que deve depender de
N e de 0FE. Tomando o logaritmo dessa expressao, dividindo pelo nimero de
particulas, e expressando o resultado em termos de E/N e de V/N, também
temos
1 vV 3., FE 1 5
—InQ(E,V,N;0E)~In—+-In—+ —InC —InN
Nn(aav ) nN+2nN+NnN+2n7
em que pelo menos conseguimos identificar a dependéncia correta com a
energia e o volume.
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Lembrando a definicao estatistica de entropia, podemos introduzir uma
funcao Sy, dependente de E, V., N e dF, tal que

1 kp
— =—InQ(E,V,N;0F) =
NSN N n ( 7V7 ) )
vV 3, FE 1 )
—]{JB IHN+§IHN+N1HCN+§IHN . (218)

A entropia termodinamica, em termos da energia, do volume e do nimero
de particulas, deve ser uma funcao extensiva, ou seja, deve depender do
tamanho do sistema. Dobrando ou triplicando o tamanho do sistema, a
entropia também dobra ou triplica. Portanto, para estabelecer a conexao
entre a mecénica estatistica e a termodindmica, temos que definir uma en-
tropia por particula, no limite (termodinamico) de um sistema muito grande.
Matematicamente isso significa que devemos definir uma fun¢ao entropia por
particula, s = s (u,v), dependente da energia por particula, u = E/N, e do
volume especifico ou volume por particula, v = V/N, dada por

s =s(u,v) = lim —Sn, (219)

em que o limite é tomado para E,V,N — oo, com E/N = ue V/N = v
fixos.

No nosso nivel de tratamento desse problema, vamos ficar devendo a ex-
pressao de C'y, que depende do célculo da drea de uma hiperesfera (e que esta
sujeita a correcoes que sé foram esclarecidas através da mecanica estatistica
quantica). De qualquer forma, supondo que sejam feitas as corre¢oes devidas
em Cy, e levando em conta que a entropia cldssica é conhecida a menos de
uma constante, temos o limite

s=s(u,v) =kp {lnvjt;lnu—i—c], (220)

em que ¢ é uma constante. Note a concavidade de s em relacao a u e a v.
Vamos deixar para um exercicio o cdlculo exato de Cy, que nao afeta o
estabelecimanto das equagdes de estado usuais do géds ideal (como vamos ver
logo adiante). No entanto, o resultado cldssico, sem as devidas corregoes,
leva a certos efeitos sutis, como o aparecimento espirio de uma “entropia de
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mistura”, relacionada & quebra da homogeneidade em relacao a N da equacao
fundamental. Esse efeitos foram percebidos por Botzmann e Gibbs, e sao
discutidos até em trabalhos bem mais recentes. De qualquer forma o préprio
Boltzmann percebeu que seria suficiente dividir a férmula cldasca de €2 por
um “fator de contagem correta” N! a fim de evitar quaisquer probemas. Mais
adiante vamos mostrar que esse fator de contagem correta surge naturalmente
no limite cléssico da entropia de um gés ideal quantico.

Vamos examinar as consequéncias imediatas dessa forma de entropia. A
primeira lei da termodindmica para um fluido simples pode ser resumida pela
expressao

AU = AQ — AW, (221)

significando que a variacao da energia interna de um sistema ¢é igual ao calor
recebido menos o trabalho realizado pelo sistema. Inserindo a defini¢ao de
Clausius de entropia, AS = AQ/T, e as defini¢des de trabalho mecénico
e trabalho quimico, temos a forma diferencial ao longo de um processo de
equilibrio,

dU =TdS — pdV + pdN, (222)
em que p é a pressao e i o potencial quimico. Portanto,
1 p p
dS = =d —=dV — =dN 22
S T U+ T Vv TaN, (223)
de onde obtemos equacoes de estado para a temperatura e a pressao,
1 oS oS
S (& e LZ_(2Z2) (224)
T oU VN T oV UN
Como o nimero N fixo, temos uma expressao mais simples,
1
ds = Tdu + %dv, (225)

de onde vem . 5 5
_ (9 p_ (9
r=(o). o 5=(3) (226)

Utilizando a entropia por molécula do gés ideal monoatomico obtemos
entao as equagoes de estado

1 3kp
— = e

_ 2B — kp- 22
T 2u B (7)



que se reduzem a lei de Boyle (ou lei dos gases perfeitos),

pv = kgT, (228)
e a famosa expressao da energia interna independente do volume,
3
u = §kBT, (229)

relacionada ao teorema clédssico da equipartigao da energia (e verificada através
de medidas do calor especifico dos gases monoatdémicos diluidos a temper-
aturas suficientemente altas). FEssas equagoes de estado, que constituem a
definicao usual de gds ideal monoatémico, certamente nao poderiam ter sido
obtidas através de raciocinio puramente termodindmico.

E interessante notar que, em termos da temperatura e do volume especi-
fico, a entropia do gds ideal monotamico cldssico pode ser escrita como

s =kp {lnv + g In T] + constante. (230)

Essa expressao tem problemas 6bvios no limite de baixas temperaturas, pois
s — —oo para T — 0. Esse comportamento, que viola a “terceira lei da
termodinamica”, sé foi corrigido mais tarde, com o advento dos tratamentos
quanticos.

Exercicios

1. Considere um sistema cldssico de N osciladores harmonicos unidimen-
sionais, nao interagentes, localizados nos sitios de uma rede cristalina, dado

pelo hamiltoniano
N 1 1
H § : 2 2
B = (%pj * §kxj) ’

em que m é a massa e k a constante eldstica de cada oscilador. Suponh que a
energia estejaentre e E+0F, F < H < E+JFE, com )E << E. A forma
assintética do volume do espaco de fase acessivel a este sistema é dada por

Q(E,N) ~ COyE™N,

Qual o valor do expoente a? Qual a energia interna, a entropia e o calor
especifico desse sistema? Esse ¢ um modelo cldssico para descrever o com-
portamento do calor especifico de um sélido cristalino. Qual a expressao da
“lei de Dulong e Pétit” para o calor especifico dos sélidos?
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2. ** Obtenha uma expressao para o volume de uma hiperesfera de raio
R num espaco de d dimensoes. Utilize esta expressao para calcular o volume
Q(E,V,N;J0FE) do espaco de fase acessivel a um gés classico de N particulas
monoatomicas, nao interagentes, dentro de um recipiente de volume V', com
energia entre £ e E + 0F (com JF fixo, mas bem menor do que E). Qual
a fungao entropia S = S (FE,V,N) desse sistema? Qual a equagdo para a
energia em funcao da temperatura? Qual a equagao de estado usual desse
gds ideal?

Sugestao: o volume da hiperesfera pode ser obtido através de pequenas
manipulacoes com a integral

+ +oo
I(a) = / .../dxl...dxnexp [—a (2] + .. +27)].

Nota: é necessédrio dividir 2 (F,V, N;JF) por N! a fim de obter a en-
tropia por particula (no limite termodindmico). FEssa é a famosa correcao
introduzida por Boltzmann, relacionada ao "paradoxo de Gibbs", que nor-
malmente se justifica apelando para o limite cldssico das expressoes quéinticas
(mas que até hoje d4 margem a muitas discussoes ...).

5.5 Comportamento termodinidmico do paramagneto
ideal

Como ja vimos, o nimero de estados microscépicos acessiveis a um paramag-
neto ideal, com N fons magnéticos localizados, de spin 1/2, e magnetizacao
total M é dado por

N
N M N |, M\
(5-45) (5 +45)!

A conexao com a termodinamica é obtida no limite M, N — oo, com a razao
m = M/N fixa. Utilizando a expansao assintética podemos entao escrever

1
nQ(M,N)=NIn2— =N (1 - ﬁ) In (1 - ﬁ) .
2 Ho Ho

Q=Q(M,N)= (231)

Ly <1+T> In <1+@> +0(InN), (232)
2 Ho Ho

96



_J‘I'D ' [] -U‘D m

Figure 22: Entropia versus magnetizacao (por particula) de um paramagneto
ideal de spin 1/2.

em que nao estamos nem escrevendo os termo da ordem de In N, que vao
desaparecer no limite termodindmico. Portanto, no limite M, N — oo, com
a razao m = M /N fixa, temos a entropia por fon magnético,

) 1 1 m m
s=s(m) :]}%Okgﬁ InQ(E,N) kaInQ—EkB (1_M_o> In <1_M—0) —

|
Zky <1 + T) In (1 + T) . (233)
2 Ho Ho

Na figura esbocamos a entropia por fon magnético em funcao de m. Note
a concavidade dessa representacao geométrica, caracteristica das equacoes
fundamentais da termodinamica .

Na presenca de um campo magnético externo H nés jia mencionamos
que a energia de interagao de um fon magnético com esse campo é dada por
—u,H, em que estamos escolhendo o eixo z ao longo do campo. Portanto,
considerando que os fons estejam localizados numa rede de NV sitios, podemos
escrever o hamiltoniano magnético,

N
=1

Se estivermos trabalhando com fons de spin 1/2, a “varidvel de spin” pu,,,
em cada sitio ¢, pode assumir os valores -+, ou —, apenas. Portanto,
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no tipo de sistema ideal que estamos considerando, isto é, no caso do nosso
“modelo de brinquedo”, que nao inclui as interagoes entre os fons, a energia de
interacao com o campo externo, que é confundida com o préprio hamiltoniano
magnético, é dada por

E =—p,HN = —H M. (234)

Alguns autores tomam esse energia E’' como a prépria energia interna do
sistema. Mas preferimos seguir a uma linha termodindmica mais cuidadosa,
dizer que nao ha energia interna nesse modelo de brinquedo, pois os fons nao
interagem entre si. No nosso caso, £’ é¢ uma entalpia magnética do sistema (o
campo H é o andlogo da pressao de um fluido). Entao, usando o formalismo
termodinamico, escrevemos

du = Tds + Hdm. (235)

Fazendo du = 0 (pois ndo hd energia interna), temos

H
ds = —Tdm, (236)
de onde vem " 5
s
=7 237
T Om (237)
Usando a expressao da entropia, s = s(m), dada pela equacao (233),
temos L4 m
0 k s k
SR TR NP <ﬁ) , (238)
om 2#0 - N_o o Ko
de onde vem I L
= = 2B anp ! (T) , (239)
T Mo Ho
ou seja,
potl
m = p, tanh T (240)

que é a famosa “equacao de Brillouin”, uma das expressoes mas conhecidas do
paramagnetismo. E claro que m = 0 quando H = 0, ndo havendo nenhuma
possibilidade de descrever o fendmeno do ferromagnetismo (em que aparece
uma magnetizacao espontanea mesmo na auséncia de campo externo).
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m.-'po A

Figure 23: Magnetizacao (adimensional) por fon magnético contra o campo
magnético aplicado (em unidades convenientes) para o sistema paramag-
nético ideal de spin 1/2. Note a saturagdo, m — +1 para H — t+oo. Note
também o comportamento linear com o campo nas vizinhangas da origem
(campos fracos).
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Na figura abaixo representamos a magnetizacao m/ i, em funcao do campo
H. Note a saturacao da magnetizagao com o campo aplicado.
A suscetibilidade magnética é dada por

om 05 1
X= =0 = —2 ) (241)
OH  kgT 2 ( poH
B4 cosh (Z;—T)
A campo nulo, temos a famosissima “lei de Curie”,
12
T H=0)=yx,=—% 242

que é obedecida por muitos sais magnéticos, inclusive a temperaturas baixis-
simas, podendo servir como um excelente termémetro secundério.

Exercicios

1- Formulagao alternativa do modelo de um paramagneto ideal de spin
1/2.

O modelo que estd sendo tratado, para um paramagneto ideal com N fons
magnéticos de spin 1/2, ndo interagentes, localizados nos sitios de uma rede

cristalina, na presenca de um campo externo ﬁ, poderia ter sido formulado
de maneira um pouco mais sofisticada, certamente mais 1til na presenca
de interagoes. O hamiltoniano desse paramagneto ideal, que representa a
energia de interacao com o campo, é dado por

N _ N
H:_ZE’H:_ZHMZ;
i=1 i=1

em que a soma é sobre os sitios da rede e p,, é a componente do vetor
momento de dipolo magnético na dire¢ao do campo externo. No caso de spin
1/2, a componente f,;, pode assumir apenas dois valores, +, € —p,. Torna-
se entdo interessante definir um conjunto de “variaveis de spin”, {o;} =
{o1,02,...,0n}, tal que o; = +1 quando p,, = +uy € 0; = —1 quando
Wi, = —o- Verifique que hd 2V configuragoes microscépicas das varidveis
{oi}, que definem o andlogo do espago de fase do sistema. O hamiltoniano
depende de cada configuragao {o;},

H=H{oi}) = —MOHZ 7;.
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Note que héd enorme degenerescéncia, pois todas as configuragoes microscopi-
cas com 0 mesmo numero de “spins para cima”’ tém a mesma energia de
interagao com o campo. Dada a magnetizagao total M, mostre que a de-
generescéncia {2, isto é, o nimero total de estados microscépicos acessiveis
ao sistema, pode ser escrita na forma de uma soma multipla,

oun =3 Y 1=

o1==+1 on==*1 {oi}

sujeita & restricao
al M
=it
i1 Ho

Essa soma muiltipla com a restricao de magnetizacao fixa é muito semel-
hante & integral multipla que aparece no cdlculo do volume do espaco de
fase acessivel ao gds ideal monoatémico cldssico. S6 que o problema discreto
é muito mais fdcil. Mostre que a restricao na soma significa que devemos
considerar apenas configuragoes microscépicas tal que

N
M
Nl—NQZ E O; = —.
i—1 Ko

Levando em conta que N; + Ny = N, obtenha N; e Ny em funcao de M e de
N, e mostre que

N! N!
Q(E,N) = = ,
N !INo! (E_M)l (ﬂ+£)'
2 2 )\ 2 T 2 )
como j& haviamos obtido anteriormente.

2-** Paramagneto ideal de spin 1. Considere um modelo de N fons mag-
néticos localizados nos sitios de uma rede cristalina, dado pelo “hamiltoniano

de spin”
N
H=D)_ S},
j=1

onde D > 0 e as “varidveis de spin” S; podem assumir os valores —1, 0, ou
+1, para qualquer sitio j da rede. Dado o “momento de quadrupolo”,

N
Q=>_5}
j=1
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obtenha uma expressao para o nimero de estados microscépicos acessiveis
ao sistema, Q (Q, N). A partir dessa expressao, obtenha a entropia por fon,
s = s(q), onde ¢ = Q/N. Obtenha também o calor especifico ¢ em termos
da temperatura 7. Esboce um gréfico de ¢ contra T', verificando a ocorréncia
de um méximo achatado (efeito Schottky). Esboce um grafico da entropia
contra a temperatura. Quais sao os valores limites da entropia para 7" — 0
el — o00?

5.6 A entropia como grandeza aditiva

A entropia dos sistemas termodindmicos é uma funcao aditiva. Isto é, a
entropia termodindmica de um sistema composto é a soma das entropias dos
subsistemas que o constituem.

Vamos ver o significado estatistico dessa aditividade. Inicialmente con-
sideramos o caso mais simples de dois sistemas isolados, A e B, com energias
E, e E,. E claro que o niimero de estados microscopicos acessiveis ao sistema
composto por A e B sera dado por

Qc (Ea + Eb) = Qa (Ea) Qb (Eb> ) (243)

que é um mero produto de §2, e £2,. A prépria defini¢ao estatistica de entropia
é sugerida por esta expressao: como os numeros de estados acessiveis se
multiplicam e as entropias se somam, nada mais natural do que definir a
entropia como o logaritmo do nimero de estados acessiveis. Entao temos

SC (Ec) = kB ln QC (Ea + Eb) =
kplnQ, (E,) + kpInQ, (E,) = S, (Ea) + Sy (Ep) - (244)

A situacao fica mais complicada quando os subsistemas A e B podem
trocar energia (ou seja, quando estdo em interacao). Neste caso temos

Q. (Ec) - Z Q, (E) 7 (Ec - E) . (245)

No limite de grandes valores de N podemos mostrar uma das propriedades
mais caracteristicas da mecénica estatistica: a soma pode ser assintotica-
mente substituida pelo seu termo méaximo! Entao, no limite N — oo, temos

O, (E.) ~ Q. (E) o) (E - E) , (246)
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onde E ¢ o valor da energia E que maximiza o produto Q, (E)Q, (E, — E).
Portanto, temos

S. (E.) ~ S, (E) + S (E - E) , (247)

ou seja, no limite termodinamico (N — o0) a entropia do sistema com-
posto é dada pela soma das entropias dos subsistemas simples (calculadas
em funcao da energia mais provdvel ou energia interna termodindmica de
cada subsistema). Este resultado, que talvez nao seja intuitivo, mas que é
produto tipico do comportamento probabilistico de grandes niimeros, pode
ser rigorosamente provado para as categorias mais importantes de sistemas de
interesse fisico. E importante observar que a definicao estatistica de entropia
somente se aplica quando devidamente suplementada pelo limite termod-
indmico de sistemas suficientemente grandes!

5.7 Gas de Boltzmann

Vamos analisar um modelo muito simplificado de um gés cldssico, constituido
por N particulas, com energia total £, dentro de um recipiente de volume V',
introduzido pelo préprio Boltzmann a fim de elucidar o papel desempenhado
pela teoria das probabilidades na mecanica estatistica. Bem antes da formu-
lacao de qualquer hipétese quéantica sobre a discretizagao da energia, com a
finalidade de evitar as complicagoes do espaco de fase classico, Boltzmann
prop6s um modelo em que as particulas de um gds somente poderiam ser
encontradas em pequenas células, com valores discretos de energia, €; = je,
onde e >0ej=0,1,2,.... O estado microscépico desse gas ficaria comple-
tamente especificado conhecendo-se a energia de cada particula. Boltzmann
chamava estes estados microscépicos de configuracoes do gds e propunha que
todas as configuragoes possiveis fossem igualmente provaveis.

Consideremos o nimero total de configuragoes correspondentes a uma
situacao em que Ny particulas tenham energia 0, N; particulas tenham en-
ergia ¢ = ¢, Ny particulas tenham energia e, = 2¢, e assim por diante.
Vamos designar o conjunto desses estados microscépicos (configuragoes) pelo
sfmbolo

{No, N1, Ny, ...} = {N;}. (248)

Lancando mao dos mesmos argumentos combinatérios que ja foram utilizados
nas secoes anteriores, nao é dificil perceber que o nimero total de estados
microscépicos sujeitos ao conjunto de nimeros de ocupagao {N;}, isto é, tal
que Ny particulas tenham energia 0, N; particulas tenham energia ¢; = ¢,
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Ny particulas tenham energia €5 = 2¢, e assim por diante, deve ser dado pela
expressao
N!

r= No!N{ N
Como todas estas configuracoes sao igualmente provaveis, a probabilidade de
encontrar o fluido em qualquer das configuragoes desse tipo, isto é, perten-
centes ao conjunto de configuracoes definidas por { Ny, N1, N, ...}, pode ser
formalmente escrita como

Q{Ng, N, N, ... (249)

NI

P{No, N1, No, ...} = CW’

(250)
onde C' é uma constante (de normalizagdo). Note que a contante C' é dada
por uma soma sobre configuracoes,

1 NI
c - an No! N, N (251)

Para valores grandes do nimero total de particulas NV e da energia total F,
podemos maximizar a probabilidade P { Ny, N1, N, ...} a fim de encontrar a

distribuicao mais provavel, {]f\\f:), ]/\71, Ns, }, que também deve corresponder

a distribuigdo média (em outras palavras, os desvios relativos devem ser
extremamente pequenos, tendendo a zero com 1/v/N). De acordo com o
procedimento usual, vamos maximizar In P {Ny, N1, N, ...} em relacdo as
suas varidaveis. No entanto, é importante notar que hd duas condicoes de
vinculo,

> Nj=N (252)

> ¢N;=E, (253)

J

que também devem ser levadas em conta (pois o nimero total NV de particulas
e a energia total £ estao fixos).

Para maximizar uma funcao de vdrias varidveis com alguns vinculos, é
comum construir outra funcao,

F(N(),Nl,NQ, ,Oé,ﬁ) = IDP{N(),Nl,NQ, }—

104



a (Z N; — N> — 3 (Z e¢;N; — E) , (254)
J J
incluindo os “multiplicadores de Lagrange” « e . A funcao F deve ser
maximizada em relacdo a todas as suas varidveis (e os multiplicadores de
Lagrange eliminados pelas condi¢oes de vinculo). Utilizando agora a série
assintética de Stirling, que deve funcionar muito bem no limite de nimeros

grandes, é facil mostrar que

oF
a—Nj:—lan—oz—ﬁej:O, (255)

ou seja, .
N; = exp[—a — f¢j]. (256)

Eliminado o multiplicador « através do vinculo do niimero total, ainda temos

N, _exp[—f¢j] 957
N Z exp [—ﬁek]7 (257)

que nao passa de uma forma discreta da distribuicao de Maxwell das veloci-
dade moleculares.
Para fazer contato com a forma usual da distribuicao de velocidades mole-
culares, vamos considerar o limite de uma distribuicao continua de energias
. L. —9 .. ,
cinéticas, ¢ = mv'?/2. Nesse limite continuo, podemos escrever

N, Dk
Wj — @ (V) d*V = Aexp [— ﬂm;} } v, (258)

onde A é uma contante de normalizagao e ® (7) d®7 representa a fracdo de
moléculas do gas tal que as componentes v; da velocidade, com ¢ = x,y, z,
estejam entre v; e v; + dv;. Levando em conta que 0% = v2 + U; + 2, e que
d*v = dv,dv,dv,, a condigao de normalizagao é dada por

Jffscores=al[ [ 52u] <1 o

de onde obtemos

A= (Bm/2r)*2. (260)
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Utilizando agora o vinculo de energia, suplementado pela expressao conhecida
da energia interna de um gds ideal monoatdémico em funcao da temperatura,
temos a forma integral

1\ e s E 3
/(2mv )@(v)dv—N—2kBT. (261)

Notando que a integral tripla novamente se fatoriza, e recorrendo mais uma
vez a integrais gaussianas, obtemos o multiplicador de Lagrange 5 = 1/ (kgT),
onde kg é a constante de Boltzmann.

Em resumo, confirma-se dessa maneira que a distribuicao de Maxwell é

dada por
() = (g—rfﬂ exp <_Bmf2> | (262)

com 3 =1/ (kgT). E claro que
(V) = f(va) f(vy) f (), (263)

com distribui¢oes gaussianas normalizadas, da forma

f ) = (ﬁ—f)/ exp (—ﬁ”;“i) | (264)

para cada componente cartesiana das velocidades.
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6 Ensemble candénico

“We consider especially ensembles of systems in which the index (or logarithm) of
probability of phase is a linear function of energy. The distribution, on account of
its unique importance in the theory of statistical equilibrium, I have ventured to
call canonical, and the divisor of the energy, the modulus of the distribution. The
moduli of ensembles have properties analogous to temperature, in that equality of
the moduli is a condition of equilibrium with respect to exchange of energy, when
such exchange is made possible.”

J. W. Gibbs, “Elementary Principles In Statistical Mechanics: Developed With
Especial Reference To The Rational Foundation Of Thermodynamics”, Scribner ’s,
New York, 1902.

“One of the crowning achievements of nineteenth century physics was the de-
velopment of the statistical (microscopic) basis of thermodynamics. While much
of the ideas of this development originated with Maxwell and Boltzmann, it was
Gibbs” work that more directly influenced our present formulation of equilibrium
statistical mechanics”,

C. N. Yang, em Phase Transitions and Critical Phenomena, volume 1, editado
por C. Domb e M. S. Green, Academic Press, New York, 1972.

No ensemble microcanonico, o sistema sob consideracao estd isolado, com
energia contante. No entanto, na maioria das situagoes de interesse fisico
o sistema estd em contato com algum tipo de reservatorio. Por exemplo,
vamos considerar um sistema em contato com um reservatério térmico, que
permite trocas de energia, mas mantém a temperatura constante. Essa é a
situagao do “ensemble candnico”, contribuicao original de Gibbs, que simpli-
fica bastante os cdlculos da mecéanica estatistica. No limite termodinamico,
é possivel mostrar que os ensembles microcandnico e candnico, embora de-
screvendo situacoes fisicas distintas, sao equivalentes sob o ponto de vista
termodindmico.

Vamos considerar um sistema S acoplado a um reservatério térmico R
através de uma parede diatérmica (pode haver troca de energia entre S e R,
mas a parede ¢ ideal; ver o esquema da figura abaixo). O sistema global,
contendo S e R, estd isolado, com energia total fixa. Portanto, supondo que
o sistema S esteja no estado microscépico j, com energia £, temos

E; + Er = Ey = constante, (265)
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Figure 24: Sistema S em equilibrio térmico com um reservatério R (a tem-
peratura 7).

em que Ep ¢ a energia do reservatério térmico R, e E ¢ a energia (constante)
do sistema total.

Como o sistema total tem energia fixa, podemos utilizar o postulado
das probabilidades iguais a priori para escrever, pelo menos formalmente, a
probabilidade P; de encontrar o sistema sistema S no estado j,

P, =CQr(Ey— E;), (266)

onde C' é uma constante e Qg (Eg) ¢ o nimero de estados microscépicos
do reservatério com energia Fr = Ey — E;. Note que estamos considerando
um particular estado j do sistema S; estamos entao acoplando este particluar
microestado j com todos os microestados compativeis do reservatério. Vamos
agora tomar o logaritmo de P; e escrever uma expansao de Taylor para
pequeno. Temos entao

InP,=InC+ Qg (Ey— E;) =

Oln QR (E)
OF E—E,

Levando em conta que S = kg In 2y é a entropia do reservatorio, a temper-
atura vai ser dada por 1/7 = 0Sg/OFE. Entao podemos escrever

=InC + IHQR (Eo) + (—Ej) + ... (267)

E.
In P; = constante — k:B]T + . (268)

Os termos de ordem superior devem ser muito pequenos. Por exemplo, a
derivada segunda de In Qg (F) é dada por

52 o 1 1 T
(B = L 1 oL
nig (E) OE kgT kgl OE

o0 (269)
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No limite de um reservatério suficientemente “parrudo”, a temperatura é
constante e 9T /0E — 0. Entao, no limite desse reservatério 6timo, vamos
escrever

E.
P; o exp (— k:B]T> : (270)

Normalizando esta distribuicao de probabilidades, e introduzindo uma no-
tacao tipica da fisica estatistica,

1

= 271
f= e71)
temos a distribuicao dos estados (canoénicos) de Gibbs,

1
Py = exp(~0E), (272)
em que
Z =Y exp(—BEy) (273)
k

é a funcao canodnica de partigao.

O “fator de Boltzmann” exp (—(E;) é proporcional & probabilidade de
ocorréncia do microestado j, com energia £}, do sistema S (em contato com
o reservatério térmico a temperatura 7'). Embora tenha a forma usual da
distribuicao de Maxwell-Boltzmann para um gds ideal, ¢ importante notar
que este fator refere-se agora a um microestado do sistema S. A funcao
canodnica de particao Z é dada por uma soma sobre microestados do sistema
S (que nao deve ser confundida com uma soma sobre valores da energial). O
ensemble candnico de Gibbs é constituido pelo conjunto dos microestados j
do sistema S associados as suas respectivas probabilidades F;.

Utilizando a distribuigao canoénica, é simples escrever uma expressao para
a energia média,

(E) =Y EP = -5z, (214)

que, no limite termodindmico, vai ser identificada com a energia interna do
sistema S.

No ensemble candnico a energia varia, flutua, e nao é dificil calcular as
flutuagoes em torno do seu valor médio. Com um pouquinho de dlgebra,
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pode-se mostrar que

2 2 2 0
(B = (Ej)") =(E7) —(B;)" = ~5 (Ej) - (275)
Utilizando estas duas relagoes, temos
(B —(ED)’) 1 0, ksT%y
<Ej>2 - <Ej>2 aﬁ < J> - Nu2 (276)

em que (E;) = Nu é a energia interna do sistema (proporcional ao nimero
de particulas N) e ¢y = 0u/IT & o calor especifico a volume constante.
Portanto, o desvio relativo da energia comporta-se como 1/ VN, justificando
a identificacdo do valor médio (E;) com a energia interna U = Nu.

Esse tltimo resultado é uma das expressoes mais importantes da mecanica
estatistica. O ensemble candnico somente funciona porque esse desvio rela-
tivo se anula para N suficientemente grande, possibilitando a identificacao do
valor esperado (E;) com a energia interna termodinémica. Esse mesmo resul-
tado, praticamente com a mesma notacao, foi publicado independentemente
pelo jovem Einstein, em artigo de 1904, anterior ao seu "annus mirabilis",
e por Gibbs, com muito mais detalhe, no seu texto famoso de 1902. Nessa
época Einstein nao conhecia o texto e nem os métodos de Gibbs, que ele
passou a apreciar muitos anos mais tarde.

6.1 Conexao entre o ensemble candnico e a termod-
inAmica
A conexao entre o ensemble canonico e a termodinamica é feita através da

fungao canoénica de particao Z. A idéia consiste em transformar a soma sobre
estados numa soma sobre valores da energia,

Z=) exp(-PE) =) Q(E)exp(-fE), (277)

em que Q(FE) ¢ o nimero de microestados do sistema S com energia F.
Vamos agora escrever

Z =Y exp{—fB[E—ksTQ(E)]} =) exp{-B[E—TS(E)]}. (278)
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No limite termodinamico, é possivel “substituir a soma pelo seu termo méx-
imo”, que é uma técnica comum em fisica estatitica, justificada no limite
termodindmico, na mesma linha da expansao de Stirling. Temos entao

Z ~ exp {—5 min [E — TS (E)]} — exp {—BF}, (279)

em que

F=F(T)=min[E TS (E)] = U~TS (280)

¢é a energia livre de Helmholtz associada ao sistema S. Portanto, a conexao
entre o ensemble canonico e a termodindmica se faz através da forma assin-
tética

F~—kgTInZ, (281)
que deve ser calculada no limite termodinamico. O conhecimento da ener-

gia livre de Helmholtz permite o estabelecimento de todas as propriedades
termodinamicas do sistema sob consideracao.

6.2 Exemplo: gas ideal monoatémico classico

Como ja vimos, o gés ideal monoatomico cléssico de IV particulas é caracter-
izado pelo hamiltoniano
N
Z i 2 (282)
— 2m

O simbolo discreto j corresponde a um ponto no espago de fase cléssico.
A soma sobre o conjunto {j} de microestados corresponde a uma integral
(multipla) no espaco de fase cldssico. Portanto, a fungao canénica de parti¢ao
desse géds clédssico é dada por uma integral miltipla no espaco de fase,

N
1 3 3 3 3 6 —2
— —N!th/.../d r1...d°rNd"Dy...d°pn exp —;%pi , (283)

onde os prefatores N! e h3", em que h é a constante de Planck, colocados

de forma ad-hoc, sao provenientes do limite cldssico da formulagao quantica
(como se pode mostrar no contetxo dos gases quanticos). As integrais sobre
as posicoes sao restritas ao volume V' do sistema, e as integrais sobre os mo-
mentos sao totalmente irrestritas (isto é, reduzem-se a integrais gaussianas).
Por simplicidade, estamos omitindo os sfmbolos de vetor nos elementos de
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integracao. Essa enorme integral miiltipla é "falsa", pois acaba se fatorizando
em termos de todas as suas varidveis. Por exemplo, temos N integrais do
tipo

/ d*ry =V, (284)

pois as particulas estao dentro de um volume V. Temos também N integrais
do tipo

“+00 400 400

B
/ d*py exp {——pl ] / / / dp1odprydp:.. exp[ (. + i, +01.)| =

—00 —00 —00

+o0 3
I} 2rm\
Obtemos assim a funcao de partigao

1
NIR3N

7 = VN (2rmkpT)*N? . (286)

A partir dessa tltima expressao, temos

\% 3 3 271'ka
an—NlnN+§NlnT—|—N {5111( 2

) + 1} +O(nN). (287)

Portanto, no limite termodindmico (N,V — oo, com a razao V/N fixa),
temos a energia livre de Helmholtz,

F=—-kgT'InZzZ = —NkBTln% — gNkBTlnT—

3 27?ka
—NkgT {5 ln( 3 ) + 1} , (288)

de onde é possivel obter todas as propriedades termodindmicas desse sistema.
A energia interna é dada por

0 3
U=—g5nZ = 5NksT, (289)

que é a expressao conhecida do gas ideal monoatdémico classico.
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Levando em conta a defini¢ao da energia livre de Helmholtz, FF = U —-T'S,
escrevemos a forma diferencial

dF = dU — TdS — SdT = —SdT — pdV + pdN. (290)

Portanto, F' é de fato uma funcao de T, Ve N, F = F (T,V,N), com as

derivadas 1
p % B vV’ ( 9 )

de onde recuperamos a famosa equacao de estado do gés ideal, pV = NkgT,
e

or 3 V
——a—T—§NkBlnT+N]€BlnN+NkBC, (292)
com a constante ¢ dada por
3 271'ka
c=3 In 2 + 1. (293)

Temos entao, de forma bem mais simples, os mesmos resultados que ja
haviam sido obtidos no contexto do ensemble microcanonico, com as con-
stantes corretas que provéem de um céalculo quéantico.

Nesse caso do gés ideal, é interessante notar que as integrais multiplas na
expressao de Z ficam totalmente fatorizadas. De fato, podemos escrever

1
7 = meV : (294)
com . By
— 3 3 p
7y = 7 d T/d pexp {—%} (295)

que pode ser interpretada como a funcao canénica de particao para uma tinica
particula! Este tipo de fatorizagdo sempre ocorre no tratamento de sistemas
nao interagentes como esse exemplo do gés ideal. No entanto, na presenca
de interagoes entre as particulas as integrais multiplas nao se fatorizam e o
problema pode ficar consideravelmente complicado! O fator de correcao N!,
que ¢é inserido de foma “ad-hoc” nos cdlculos envolvendo o espaco de fase
classico, tem uma longa histéria: pode ser justificado pela indistinguibili-
dade das particulas quanticas, e foi proposto por Gibbs, muitos anos antes
da mecénica quantica, a fim de resolver defeitos associados & “entropia de
mistura” dos gases ideais. A constante de Planck A foi colocada porque tam-
bém surge naturalmente no limite cldssico das expressoes correspondentes
para o gds ideal quantico.
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6.3 Exemplo: paramagneto ideal de spin 1/2

Vamos considerar novamente o problema de N fons localizados, de spin 1/2,
nao interagentes, na presenca de um campo externo . Utilizando a notagao
desenvolvida anteriormente, cada configuragao microscopica é dada pelo con-
junto de “varidveis de spin” {o;}, em que o; = +1 quando pu,, = +uq €
o0; = —1 quando pu,, = —py. Dada uma configuracdo microscépica {o;},
temos o hamiltoniano

H="H({o}) = —uOHZ 0. (296)

Podemos entao escrever a fungao candnica de particao

Z= > ) exp (ﬂuoHZm). (297)

o1=+109==+1 on==%1

Como no caso da integral miltipla no espaco de fase cldssico, que aparece no
problema do gés ideal, essa soma se fatoriza, pois nao ha acoplamentos entre
varidveis de spin distintas, e o cédlculo de Z se torna trivial (por exemplo,
verifique de maneira explicita o caso de apenas dois ou trés fons magnéticos).
Entao temos

7Z = Z exp (ﬁ,uoHal)] [Z exp (ﬁuoﬂag)]m[ Z exp (BMOHUN)] =
o1==+1 oo==+1 on==*1
N
_ [Z exp (B, Ha) | = 21 (208)
o=%1
com
7 = Z exp (Bu,Ho) = 2cosh (Bu,H) . (299)

o=%1
Essa fatorizacao é a marca registrada dos probelmas nao interagentes.
Tudo se passa como se pudéssemos considerar a “funcao de particao de uma
Unica particula”, facilitando muito os cédlculos e o préprio raciocinio fisico.
Note que

1
lim N InZ =InZ =In[2cosh (Bu,H)|, (300)

N—oo

de onde se torna simples obter as propriedades termodindmicas desse sistema.
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O valor esperado do hamiltoniano, correpondente & energia (média) de
interacao com o campo externo, ¢ dado por

U= —%an = —poHN tanh (Bu H) , (301)

de onde temos o valor médio do momento magnético por fon,
m = pg tanh (BueH) (302)

e a suscetibilidade magnética,

om  ud 1
= = . 303
X9 kT cost? (g ) o)
A campo nulo, obtemos a famosa lei de Curie,
2
Xo = 72 (304)

kT’
que ja tinha sido deduzida no contexto do ensemble microcanonico.

Também poderfamos ter obtido a fungao candnica de particao a partir da
degenerescéncia

N!
Q(NlaNQZN_Nl):m (305)

dos estados microscépicos com o mesmo nimero de “spins para cima” Nj (e
de spins para baixo, No = N — Ni). Esses estados tém energia

E(Ni,No =N — Ny) = —pugN1H + 1y (N — Ny) H. (306)

Portanto, a fungao canoénica de particao também pode ser escrita como

a N
Z=3, NIV — Ny &P [BroN1H — Bpg (N — Ny) H (307)

que fornece o mesmo resultado obtido anteriormente.

Exercicios
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1- Considere um sistema clédssico de N osciladores harmoénicos unidi-
mensionais, localizados nos sitios de uma rede cristalina, caracterizado pelo

hamiltoniano
M= Z( it i)

em que m é a massa e k a constante eldstica de cada oscilador. Obtenha
uma expressao para a fungao candnica de partigdo Z = Z (f3), com kgT =
1/5. Qual a expressao da energia interna por oscilador, u = u (T')? Qual a
expressao do calor especifico, ¢ = ¢ (T')?

2- Vamos agora considerar a versao quantica do mesmo sistema de os-
ciladores harmonicos nao interagentes e localizados nos sitios de uma rede
unidimensional. Esse problema foi resolvido por Einstein em 1906, baseando-
se na proposta recente de Planck para a quantizacao da energia na andlise
da radiagao do corpo negro. Os niveis de energia de cada oscilador sao dados
por

1
n = hwo <n+§), comn=20,1,2,3,---,

em que h é a constante de Planck dividida por 27, e wg é uma frequéncia
fundamental. Note que estamos incluindo a energia de ponto zero, que nao
era conhecida na época do trabalho de Einstein.

(i) Levando em conta que a funcdo canodnica de parti¢do se fatoriza,
obtenha uma expressao para a energia interna u por oscilador em fungao
da temperatura 7. Esboce um grafico de u contra T'. Qual a expressao de u
no limite classico (fuw, << kgT)?

(ii) Obtenha uma expressao para a entropia por oscilador em fungao da
temperatura. Esboce um gréafico da entropia contra a temperatura. Qual a
expressao da entropia no limite cldssico?

(iii) Esboce um gréfico do calor especifico em fungao da temperatura.
Qual a expressao do calor especifico no limite cldssico?

Numa abordagem mais sofisticada das vibragoes da rede cristalina, levando
em conta interacoes, a frequéncia fundamental deve depender de cada “modo
normal de oscilacao”. Esse problema foi estudado por Peter Debye, que en-
controu a forma geralmente observada, ¢y ~ T2, do comportamento do calor
especifico dos sélidos a baixas temperaturas.

3- Considere um modelo de N fons magnéticos localizados nos sitios de
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uma rede cristalina, definido pelo hamiltoniano de spin

N
H=D)_ S},
j=1

em que D > 0 e as varidveis de spin S; podem assumir os valores —1, 0, ou
+1, para qualquer sitio j da rede.

(i) Obtenha a funcao de partigdo candnica Z () associada a este sistema.

(ii) Obtenha expressoes para o valor médio u = u (T) = (H) /N, a en-
tropia por spin, s = s(7'), e o calor especifico desse sistema. Compare com
os resultados obtidos no contexto do ensemble microcandnico.

(iii) Esboce gréficos da energia e da entropia em fungao da temperatura.
Indique claramente o comportamento dessas grandezas nos limites 7" — 0 e
T — oo.

4- Um sistema de N particulas clédssicas ultra-relativisticas, dentro de
um recipiente de volume V', a uma dada temperatura 7', é definido pelo

hamiltoniano N
H=> clpl,
i=1

onde a constante ¢ é positiva. Obtenha uma expressao para a fungao canénica
de particao desse sistema. Calcule a entropia por particula como fungao da
temperatura e do volume especifico. Qual a expressao do calor especifico a
volume constante.

5- Utilize o formalismo candénico para mostrar que a entropia pode ser
escrita em termos do conjunto de probabilidades { P;} dos estados de Gibss,

S = —kBZlenPj,
J

que é uma expressao andloga a entropia de Shannon ou entropia de informgao
(normalmente escrita sem a constante e Boltzmann e com o logaritmo na base
2).

Mostre também que essa expressao continua vilida no ensemble micro-
canonico. Neste caso, P; = 1/€2, ha 2 estados acessiveis ao sistema, e a
entropia se reduz a forma conhecida, S = kg In ().
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6- Poderfamos agora introduzir um postulado de maximizacao da en-
tropia, dada pela equacao obtida no exercicio anterior,

S = _kBZlenPj’

J

para uma distribuicdo arbitraria de probabilidades, {P;}, sujeita a determi-
nados vinculos. No caso do ensemble canonico, temos os vinculos de normal-
izagao e o valor médio da energia (energia interna termodinamica),

pP=1 Y EP=U
J J

Usando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, devemos entao maximizar
a funcao

PR} M) = =k 3 Py Py =y (ZPj—l) o (ZEij—U) -

Mostre que
exp (—/\QEJ/I{IB)

ZGXP (_/\2Ej/k3B).

J

P =

J

O multiplicador de Lagrange \s pode ser entao dentificado com o inverso da
temperatura absoluta, reproduzindo a distribuicao de probabilidades carac-
terfstica do ensemble canonico.

6.4 Teorema da equiparticao da energia

O “teorema” da equiparticao da energia é um resultado cléssico, que pode ser
demonstrado no contexto do ensemble canonico, e que ja apareceu algumas
vezes no decorrer desse texto, desde o tratamento do modelo de Kronig-
Clausius. De forma imprecisa, costuma-se dizer que cada grau de liberdade
de um sistema cldssico contribui para a energia interna com um termo da
forma kpT'/2.

Ao invés de graus de liberdade, vamos nos referir ao nimero de termos
quadraticos no hamiltoniano do sistema cldssico. Vamos ainda supor que
os coeficientes desses termos quadréticos sejam positivos, e que eles estejam
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associados a coordenadas generalizadas que podem assumir qualquer valor

sobre o eixo real.
Por exemplo, vamos considerar um oscilador haménico unidimensional,

dado pelo hamiltoniano

_ 1 2 1 2
H = ol + Sk, (308)

em que a massa m e a constante eldstica k sao pardmetros positivos, e as var-
idveis canodnicas z e p, sao definidas sobre valores reais. As médias canonicas
devem ser calculadas com a distribui¢ao normalizada,

k
p(H) = Zil exp (—%pi - %x2> , (309)

+oo +o0o k
1 = /dpx / dx exp (—ipfJ — B—x2> =
2m 2

oo +eo
i 1/2 1/2
[ [ (2] -2 G

- - (310)

com

em que demos énfase & fatorizagao da integral dupla.
Vamos agora calcular o valor esperado de um dos termos quadréticos do
hamiltoniano. Por exemplo, temos

+oo +oo
— e p— — - - . 11

De novo, a integral dupla pode ser fatorizada. Entao

B +o00
Lo\ _ 1 B, / L 5 Bk, _
<2kx > =7 /dpxexp( 2mpx) dx2ka: exp 5 x =
1/2 1/2
2mm 1 12 27
SREEION I




que é o resultado usual do teorema da equiparticao. Da mesma forma,
podemos mostar que

1, 1
- — 2T 1
<2mpl‘> R (313)
ou que
Loy LN Cpr (314)

Na presenca de diversas varidveis, a demonstracao é andloga, mesmo que
os coeficientes dos termos quadréaticos contenham outras varidveis canonicas,
distintas da varidvel de integragao, mas desde que esses coeficientes sejam
sempre positivos e que as integrais se realizem sobre todo o eixo real.

6.5 Gas de moléculas diatdmicas

“...the analogy between billiard balls and molecules fails as soon as we begin to
consider questions of internal vibrations and the transfer of their energy to the
surrounding space. The analogy that has served us for a long time, breaks down
at last. For the motion of billiard balls, as of all objects of this scale of size,
is governed by the well-known Newtonian laws, whereas the internal motion of
molecules, and their transfer of energy to the surrounding space in the form of
radiation, are now believed to be governed by an entirely different system of laws.”

Sir James Jeans, An introduction to the kinetic theory of Gases, Cambridge
U. P., 1940

O hamiltoniano de uma molécula diatémica pode ser escrito como a soma
de um termo translacional, devido ao movimento do centro de massa, e de
“termos internos”, de rotagao e de vibragao,

H = Htransl + Hrot + Hvib' (315)

Considerando um gds de N moléculas diatdémicas nao interagentes, a funcao
canonica de particao tem a forma

1
7 = ﬁZfV , (316)

em que a fungao 7, associada a uma nica molécula, deve levar em conta os
estados de translacao, rotagao e vibragao.
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Para ir adiante nos cédlculos, precisamos propor um modelo de molécula
que possa ser tratado matematicamente sob o ponto de vista cldssico ou quan-
tico. Vamos fazer uma simplificacao, deprezando o movimento de vibragao,
e considerando o modelo de um rotor rigido para representar uma molécula
de dois dtomos iguais. O hamiltoniano desse rotor é dado pela soma de dois
termos: (i) a energia cinética (de translagdo) do centro de massa, dada por

1 —
ransl — _P27 317
Horan = 5= 17

_>
em que M = 2m é a massa total da molécula e P é o momento do centro de
massa; e (ii) a energia cinética de rotagao, bem mais complicada, dada por

9 2
Py Py

2 T 24in%p’
ma ma? sin” 0

Hrot = (318)
em que py e p, sao os momentos canonicamente conjugados as coordenadas
generalizadas de posicao 0 e ¢ (ou seja, as coordenadas esféricas que local-
izam o rotor rigido de raio a). No final do século XIX a mecéanica newtoniana
jé tinha passado por aperfeicoamentos matematicos notdveis, dando origem
em particular as formulagoes lagrangiana e hamiltoniana, que devem ser us-
adas para construir o espaco de fase cldssico. E provavel que parte dos alunos
nao te ham sido expostos a essas formulagoes mais sofisticadas da mecéanica.
Nesse caso é impirtante que o instrutor faga um esforco para se explicar, lem-
brando inclusive que os pequisadores do final do século XIX j& trabalhavam
com modelos mecanicos muito mais elaborados do que esse rotorzinho. Dados
Htransl € Hrot; temos

Zl = thrans ' erot; (319)

3 3 6]_3)2 2m M\ /2
thrans = d’ R d PeXp - B =V T s (320)

que é um resultado simples e conhecido, e

com

s 27 +o0

+oo
Bpa Bp? 8m2ma?
Zirans = | dO [ d d d — — 2 = )
. / / S0/ pe/ pvexp{ ma?  ma?sin® 6 B
0 0 —00 —00

(321)
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Portanto, levando em conta os dois fatores de Z;, temos
5
an1:—§lnﬂ+...., (322)

em que s6 escrevemos o termo dependende de § (da temperatura). A partir
dessa expressao, calculamos a energia interna por molécula,

5
que leva ao resultado famoso,
5
Cy = 5]473, (324)

para o calor especifico a volume constante do gds diluido de moléculas di-
atomicas.

Valores constantes para o calor especifico eram a tonica dos modelos clas-
sicos, garantidos pelo “teorema da equiparticao da energia”. A grosso modo,
j& vimos que a energia interna por particula é dada pelo produto de kgT'/2
pelo nimero de termos quadraticos (graus de liberdade) no hamiltoniano da
molécula. No entanto, a partir de meados do século XIX todos os resultados
experimentais ja indicavam a variagao com a temperatura do calor especifico
dos gases, embora aparecessem patamares de valor constante. Esse foi um
enorme problema, que os modelos clédssicos, apesar de toda a sua sofisticagao,
jamais conseguiram resolver. N6s ja nos referimos & quantizacao introduzida
por Einstein para explicar o calor especifico (de vibragao) dos sistemas soli-
dos. O mesmo tipo de quantizacao pode ser introduzido para tratar sepa-
radamente os graus vibracionais ou rotacionais da molécula diatomica.

Numa abordagem quéntica muito simples, a fun¢ao de particao de molécula
unica associada aos graus vibracionais de liberdade é dada pela expressao
usual do oscilador harménico,

-1
Zyin= Y exp {—ﬁm <n+%)] = {QSenh <57hw>} , (325)
n=0,1,2,...

em que h é a constante de Planck dividida por 27 e w é uma frequéncia
angular fundamental. A partir dessa expressao de Zi,;, podemos calcular
a energia interna e o calor especifico associados & quantizacao dos graus
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Figure 25: Calor especifico rotacional em fungao da temperatura.

vibracionais de liberdade. Costuma-se definir uma temperatura vibracional
tipica, kT, = hw, tal que
T
Tvib
para T >> T,;, situacao em que se recuperam todos os resultados classicos
(favor verificar). No outro extremo de temperaturas, T' << T4, é possivel
mostrar que o calor especifico se anula exponencialmente com a temperatura
(verificar!).
A quantizagdo do movimento rotacional (do momento angular associ-
ado ao rotor) é um pouco mais envolvida. Nas disciplinas introdutérias de
mecénica quantica aprende-se que

Zip ~ (326)

_ ph?
ot = ”21:2 (2J 4+ 1) exp { 7/ (1) (327)

em que I = 2ma? é o momento de inércia do rotor e o mimero quéntico .J est4
associado ao momento angular. Essa soma é mais complicada, mas também
d4 origem a uma temperatura caracteristica, kgT,,; = h?/2I, que deve ser
comparada com 7T,;, para dar uma ideia da relevancia de cada conjunto de
graus de liberdade. Numericamente nao ¢é dificil esbogar o perfil do calor
especifio rotacional com a temperatura (ver grafico abaixo). No limite de
baixas temperaturas (7" << T,,) o calor especifico rotacional vai a zero
exponencialmente com a temperatura (mostre esse resultado).
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6.6 Sistemas an6malos - entropia de Tsallis

.. €em preparacgao .....
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7 Gas real - equacao de van der Waals

A lei dos gases perfeitos, ou lei de Boyle, pV = NkgT, exemplo paradig-
mético de resultado fenomenoldgico, conhecida desde o século XVII, pode
ser obtida no formalismo canénico a partir de um hamiltoniano cléssico de
particulas nao interagentes, levando em conta apenas os termos de energia
cinética. Na presenca de interagoes, o problema dos gds cldssico fica compli-
cado.

Vamos considerar, por exemplo, o hamiltoniano de um sistema de N
particulas clédssicas interagentes,

N
1

Em geral, o potencial V' é restrito a interacoes entre pares, dependendo ape-
nas da distancia entre as particulas,

V(75 mn) = ) e (7 = 751) (329)

1<j

A fungao canoénica de particao é dada por

N
el [ f ) en [ S LS e (m -7
=1 i<j

(330)
Esse problema é intratdvel analiticamente, mesmo com formas muito simples
do potencial interatdomico ¢ (r). As integrais sobre os momentos se fatorizam,
dao os resultados conhecidos para os gases ideais, para qualquer forma de
potencial. Mas as integrais sobre as posicoes, restritas ao volume V', é que
se tornam o grande problema. Vamos entao escrever

3N/2
Z- g (53) (331)
com
N
Qn = H /d3 exp [ Zﬁgp T; —7‘_;|)] . (332)
i=1 \ % i<j
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Figure 26: Potencial intermolecular tipico (contra a distancia entre as duas
moléculas)

Na figura abaixo desenhamos um potencial intermolecular tipico, com
uma parte altamente repulsiva, a curtas distancias, representando a impene-
trabilidade da matéria, e uma pequena parte atrativa, com um minimo, que
tende a zero de forma suficientemente rdpida com o aumento da distancia
intermolecular. O potencial 7® — 12, de Lennard-Jones,

=] 2(2)] e

com os parametros € e ry positivos, ¢ uma forma muito utilizada em fisica
atomica. Note que para distancias grandes o potencial de Lennard-Jones
¢ atrativo, e se comporta com 1/r% de acordo com teoria para a atragao
eletrostédtica entre particulas neutras. Outra possibilidade frequentemente
utilizada é um pocgo de potencial infinito a curtas distdncias, com uma pe-
quena parte atrativa, e que depois se anula, dado pela forma

00, r<nr
p(r)=9 —& mn<r<mr (334)
0, T > T

Em todos esses casos, mesmo com ¢ = 0 nessa tltima forma de potencial,
nao é possivel obter uma expressao analitica para Q).

Embora nao haja solucoes analiticas, é claro que foram desenvolvidos
muitos métodos para abordar esse problema. Com o potencial nulo, ¢ = 0,
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Figure 27: Potencial intermolecular de "carogo duro" (potencial ¢ contra a
distancia intermolecular 7). Note a parte atrativa para o < r < o + A.

para um gés ideal, temos Qny = V¥, de onde & possivel obter a expressao
usual da funcao de particao candnica Z do géds ideal monoatdémico e a lei de
Boyle, que pode ser escrita na forma p/ (kgT) = N/V = p. Na presenga
de interacoes, a lei de Boyle seria apenas o primeiro termo, para densidades
pequenas, de uma expansao bem mais geral em série de poténcias de p.
Costuma-se entao escrever a “expansao do virial” para um gds real,
P B O (335)
kgT
em que o primeiro termo, para p << 1, que é a lei de Boyle, corresponde
a uma situagao muito diluida. Ajustes experimentais indicam que os “coefi-
cientes de virial” podem inclusive depender da temperatura (ver tabelas de
dados das propriedades dos gases).

7.1 Equacao de van der Waals

essa secao ainda precia ser escrital
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7.2 Modelo do gas de rede

Por enquanto, ainda nao temos poder de fogo matemaético para introduzir
certas aproximacoes na funcao de particao de um gés real, com um potencial
intermolecular minimamente realista, a fim de calcular coeficientes de virial
como B ou C. Vamos entao recorrer a uma enorme simplificacao, que nos
permite ir um pouco adiante nos cdlculos estatisticos. Ao invés de enfrentar
o problema no espaco de fase cldssico, de cardter continuo, a ideia consiste
em introduzir o modelo de um “gds de rede”. Vamos dividir o volume de um
recipiente em V' células iguais, que podem ser ocupadas por um conjunto de
N particulas de um gds, de tal forma que nao haja mais do que uma tnica
particula em cada célula, simulando dessa forma o “carogo duro” do potencial
intermolecular a curtas distancias. Nesse “gds de rede”, com N < V, as
V' células podem ser caracterizadas pelo conjunto de varidveis de ocupagao
{t; =0,1; i =1,..V}. Cada célula pode estar vazia (t; = 0) ou ocupada por
uma udnica particula (¢; = 1). As configuragdes microscépicas acessiveis ao
sistema estao submetidas ao vinculo do nimero fixo de particulas,

N=>t. (336)

Até esse ponto, as particulas estao submetidas apenas a um potencial
intermolecular de caroco duro, que impede a ocupacao multipla das célu-
las. Poderfamos, no entanto, introduzir uma pequena parte atrativa, entre
células vizinhas mais préximas, a fim de simular as interagoes atrativas, de
curto alcance, dos potenciais intermoleculares. Escreve-se entao um termo
de energia

H({t:}) = —€>_tit;, (337)
(i)

com € > 0, em que a notagao (i, j) indica que a soma deve ser feita sobre
pares de células vizinhas mais préximas.

No ensemble candnico, a uma temperatura 7', na presenca de N particu-
las, com N <V, a funcao de particao é dada por uma soma sobre configu-
ragoes, com a restricao do nimero fixo de particulas,

Zy=Z(T,V,N)= Y exp|Be) tit;]. (338)
{ti}vN:ZY:l t; (1’3)
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O célculo dessa soma restrita, no entanto, é um problema dificil, quase tao
dificil quanto o cédlculo da funcao de particao do gds real no espaco de fase
classico, mas que pode ser feito em algumas circunstancias. Em termos
gerais, esse problema estd relacionado com o famoso modelo de Ising do fer-
romagnetismo. Embora nao seja tao interessante sob o ponto de vista fisico,
é possivel obter uma solugao exata no caso de uma rede unidimensional, que
apresenta certo interesse matemdtico. Em duas dimensoes, hd uma famosa
solucao exata, considerada um verdadeiro “tour de force” matemdtico da
mecanica estatistica, produzindo uma forma de calor especifico que diverge
logaritmicamente em determinada temperatura critica.

Esse problema pode ser facilmente resolvido para ¢ = 0, na auséncia de
interacoes atrativas. Nesse caso, temos

V!
Zy = Z(T,V,N) = 1= —
N =Z(T,V,N) > N ML (339)
[t N=5Y1

pois a soma restrita se reduz trivialmente a contagem do niimero de combi-
nagoes de V' objetos (células) em N situagoes (particulas). Portanto,

1
Nanvaan—(U—l)ln(v—l), (340)
com v = V/N, no limite termodindmico (para N,V — oo, com v = V/N
fixo). A partir dessa expressdo, temos a energia livre de Helmholtz por
particula,

f=—kgT[vlnv—(v—1)In(v—1)], (341)
de onde vem a equacao de estado
af v
P ov P RL T (342)

que também pode ser escrita na forma

p

kB—T:—ln(l—p), (343)

com p=1/v = N/V. Essa é alei de Boyle para um “géds de rede ideal”, sem
a parte atrativa do potencial intermolecular.

Exercicio
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A partir da equagao (343), esboce um grafico de p/kgT contra a densidade
p. Mostre que p em funcao de p é uma curva lisa, que nao poderia explicar
nenhum tipo de coexisténcia entre duas fases, como é explicado pela equagao
fenomenolégica de van der Waals. Obtenha um desenvolvimento de p/kgT
em termos de poténcias da densidade p. Mostre que o primeiro termo desse
desenvolvimento corresponde a forma usual da lei de Boyle. Obtenha os
coeficientes de viral desse modelo.

Vamos agora considerar uma deformacao do modelo de gés de rede,
seguindo ideais que foram utilizadas por J. D. van der Waals na sua tese
famosa de 1873 para tratar um sistema de particulas interagentes. Va-
mos fazer uma tentativa de obter uma equagao do mesmo tipo da celebrada
equacao de van der Waals, capaz de prever um ponto critico, abaixo do qual
se torna possivel a coexisténcia do fluido em duas fases distintas, liquida
e gasosa. A ideia consiste em supor que as interacbes atrativas sejam de
longuissimo alcance, mas muito fracas, envolvendo de forma absolutamente
igual todos os pares de particulas. Dessa forma escrevemos o “hamiltoniano
de van der Waals”,

H{t)) = Hotw = o 3 3 bt (344)

em que a soma sobre pares vizinhos foi substituida por uma soma dupla,
sobre todos as células, a fim de incluir todos os pares possiveis. Note que
a interacao foi dividida pelo fator 2, para nao contar os pares duas vezes, e
pelo fator V| para que a energia seja extensiva, isto é, para que exista uma
energia por particula no limite termodindmico. A soma dupla irrestrita se
escreve como o quadrado de uma soma simples. Portanto,

€ VX € al ’ € N2

i=1 j=1

em que se percebe que a energia por célula é proporcional ao quadrado da
densidade (de acordo com o raciocinio do trabalho original de van der Waals).
Costuma-se dizer que essa forma de energia corresponde a uma aproximagao
de “campo médio", em que as particulas perdem a sua individualidade, fi-
cando sujeitas apenas a um efeito médio da presenca das outras particulas.
Levando em conta a forma do hamiltoniano (345), que depende apenas
de N e V, fica muito simples obter a fung¢ao canoénica de particao desse “gés
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de rede de van der Waals”,

pe (-, )
Zpdw = Z €xp W (Z l; -

{t:} N=1 1
Be. [(N\?
SVIT) | (346)

Portanto, no limite termodindmico, temos

1%

=MW P

%ln Zpaw = [vInv — (v —1)In (v —1)] + %56 (g) ) (347)

de onde obtemos a energia livre de Helmholtz e uma equagao de estado,

) 11

w1 2%

p=kgT1In (348)

que é o analogo da equacéo de van der Waals para esse gas de rede. E interes-
sante analisar essa equacao, que também leva a um ponto critico e separacao
de fases. Essa é uma equagao um pouco mais complicada, mas que tem as
mesmas qualidades - e os mesmos defeitos - da celebrada equacao fenom-
enolégica de van der Waals. Tente, por exemplo, esbocar alguns graficos de
p contra p para valores caracteristicos da temperatura.
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8 Estatistica da radiacao - lei de Planck

“Today and tomorrow we shall be occupied with the application of the theory of
radiant heat, and it will appear that we reach in this apparently quite isolated
domain conclusions which a thorough test shows are compatible with experiment.
Naturally, we take as a basis the electromagnetic theory of heat radiation, which re-
gards the rays as electromagnetic waves of the same kind as light rays. ... We shall
utilize the time today in developing in bold outline the important consequences
which follow from the electromagnetic theory for the characteristic quantities of
heat radiation, and tomorrow we seek to answer, through the calculation of the
entropy, the question concerning the dependence of these quantities upon the tem-
perature, as was done last week for ideal gases.”

Max Planck, “Eight Lectures on Theoretical Physics - University of Columbia
Lectures”, Berlin, 1909 (versao para o inglés de A. P. Wills, Dover, 1998).

As propriedades da radiagao de um corpo aquecido foram bastante explo-
radas na segunda metade do século XIX. Por exemplo, construiam-se redes
de difragcao para medir, em fungao da frequéncia, a energia da radiagao emi-
tida por um pequeno orificio na parede de uma cavidade mantida a uma
certa temperatura 7. A figura abaixo representa uma dessas medidas exper-
imentais, para a densidade de energia emitida u (v) em funcao da frequencia
v. Sabia-se que curvas desse tipo dependem da temperatura - o méximo se
desloca para valores maiores da frequéncia quando a temperatura aumenta
- e que nao dependem do material ou da forma geométrica da cavidade. A
integral sobre todas as frequencias - correspondente & drea sob a curva da
figura - fornece a densidade de energia,

u= 7u (v) dv, (349)

que deve ser um valor finito!
figura

Segundo uma lei empirica, proposta por Wien em 1893, a densidade de
energia deve se comportar de acordo com a forma

u(v)=v>f <T) , (350)
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Figure 28: Radiagao do corpo negro: densidade da energia u contra a fre-
quéncia v. A curva pontilhada corresponde & lei cldssica de Rayleigh-Jeans,
que funciona bem para frequéncias baixas.

em que f é uma funcdo da razéo v/T, com comportamentos adequados para
v — 0 e para v — 0o. A partir dessa expressao, temos

[e.o] o0

w= /zf’f (%) dy = /:L'3f (z)dz| T* = oT*, (351)

0 0

que é a famosa “lei de Stefan-Boltzmann”, proposta empiricamente por Ste-
fan em 1879 e justificada por Boltzmann alguns anos depois através de
uma das primeiras aplicagoes da termodindmica fora do dominio estrito das
méquinas térmicas. O valor maximo de u (v) em funcao de v, dado pela

equacao
v v v
3 (—) z ’(—) —0, 352
deve corresponder a um valor bem definido, vy.,/T = constante, que é a
chamada “lei do deslocamento de Wien”.

A termodinamica, no entanto, é claramente insuficiente para nos dar a
forma da fungao f (v/T), forcando-nos entao a recorrer a modelos especifi-
cos. A cavidade aquecida é um recipiente preenchido pela radiacao eletro-
magnética em equilibrio com as paredes, a determinada temperatura. O
eletromagnetismo maxwelliano nos ensina que os componentes da radiacao
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(dos campos elétricos ou magnéticos) obedecem uma equagao de onda com
a velocidade caracteristica da luz.
Vamos simplificar o problema, considerando excitagoes da forma u =
u (z,t), dependentes de uma tinica dimensao z e do tempo ¢. Nesse caso, a
equacao de onda, que é idéntica a equagao das cordas vibrantes da mecénica
elementar, é dada por
Pu 1 0%
dD’r 2 0%t
em que c é a velocidade da luz. Adotando solugoes que oscilam harmonica-
mente no tempo, com frequencia angular w, da forma

=0, (353)

u(x,t) = f(x)sen (wt), (354)
reduzimos o problema a solucao de uma equacao diferencial ordindria,

d2 f w2

— 4+ =0, 355
proiy (355)
que corresponde a “lei de Hooke” para o movimento de um oscilador har-
monico simples. A solugao geral dessa equacao é conhecida,

f (x) = Acos (kz) + Bsen (kx), (356)

em que A e B sao constantes arbitrarias, dependentes das condicoes de con-

torno, e
2

K= (357)

2
Portanto, dada a frequéncia angular w, temos uma solucao geral,

u(x,t) = [Acos (kx) + Bsen (kz)|sen (wt) , (358)

que corresponde a um “modo normal” de oscilagao desse sistema.

A enumeracao dos “modos normais” estd associada as “condigoes de con-
torno”, que podem ser escolhidas de vdrias maneiras, com resultados equiv-
alentes no limite termodinamico de uma caixa muito grande (com compri-
mento L — 00, no nosso caso unidimensional). Adotando condigoes periodi-
cas de contorno, devemos ter

u(z,t) =u(x+ L,t), (359)
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para quaisquer valores de = e t. Essa relacao ¢é satisfeita desde que kL seja
um multiplo de 27, ou seja, com a escolha
2 27 27 27
k=0,£—,£—3,£—4,£—5, ... 360
Y L ) L ) L Y L Y 7 ( )
que define uma cole¢ao de modos normais em que o sistema fica decomposto.
Note que

w? = k2, (361)
de onde vem 5
=== (362)
c c

em que v é a frequéncia de oscilagao.

No espago tridimensional esses cdlculos sao andlogos, embora um pouquinho
mais complicados. Ao invés de um tinico “nimero de onda” k, temos um “ve-
tor de onda”, com trés componentes, ? = (ky, ky, k). Considerando uma
cavidade cibica de lado L, com condicoes periédicas de contorno, temos

2m 2m 2m
ka: = :I:fnx, k’y = ﬂ:fﬂy, kfx = :l:fnz, (363)

em que ng,, 1, € n, sao numero inteiros, e
w? = (K2 + Kk +k2) (364)

Cada vetor de onda k — (ky, ky, k.), definido pela triade k,, k, e k.,
corresponde a um modo normal de oscilagao, a um oscilador harmoénico as-
sociado a determinada frequéncia da radiacao eletromagnética. Portanto,
pelo teorema da equiparticao da energia, cada modo normal contribui para
a energia interna desse sistema com um fator kgT. A energia interna total é

dada por
U=> Y > (ksT). (365)

ke Ky hy

No limite termodinamico (L — o0) o espagamento entre valores sucessivos de
k., dado por 27/ L, torna-se muito pequeno, da mesma forma que os espaga-
mentos associados as componentes k, e k,, justificando assim a substituicao
da soma por uma integral. Para cada componente temos

> ()= /dkmé (...), (366)
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no limite L. — oo. Escrevemos entao a energia interna no limite termod-
indmico,

dk, (kpT) = V3 / Am2k2dk (kgT). (367)
0

dk, | dk,

Lembrando a relacao k = (27w) /¢, também temos

U= L)g 747r2 (21) 3 vdv (kgT), (368)

(27 c

que é um verdadeiro desastre, pois essa integral diverge, dando a impressao
de que a energia por volume se torna infinita! Essa é a famosa “catdstrofe
do ultravioleta”, que causava grande perplexidade no final do século XIX.
Foi essa dificuldade, produto das melhores teorias fisicas da época, que levou
Planck a ideia insélita de quantizar (discretizar) a energia de cada modo
normal, corrigindo o teorema da equiparticao da energia através de um peso
estatistico que tende exponencialmente a zero energias muito grandes. Note,
no entanto, que essa férmula faz um certo sentido para frequéncias pequenas,
pois

w) = T (ko) 2 (369)
que concorda com o resultado experlmental quando v — 0.

De uma forma um tanto simplificada, sem nos preocuparmos com a falta
de detalhes importantes, a ideia de Planck consistiu em propor um “espectro
de energia” da forma

ep = nhvy, (370)

em que h se tornou conhecida como “constante de Planck” e n = 0,1, 2, ...
H

para cada modo normal k. A funcao canonica de particao associada a esse

modo normal é dada por

1

Zz = Zexp (=Bnhv—) = [1 —exp (—Bhv-)] (371)
n=0
de onde obtemos a expressao da energia
hv—

0
9 372
Uy 0B S exp (th/—fﬂ) -1’ (372)
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que deve ser inserida na equagao (368) ao invés do valor cldssico kgT'. Temos
entao o resultado do cédlculo quantico,

\% °r o\ ? hv
= (27r)3 /47r2 (7) vidy —exp Bh)—1 (373)
0

A partir desse resultado, adicionando um fator 2 devido ao carédter transversal
das ondas eletromagnéticas, temos a celebrada “férmula de Planck”,

8mh V3
¢ exp (Bhv) =1’

u(v) =

(374)

que reproduz a forma da curva experimental, depende de % no limite v — 0,
anula-se exponencialmente no limite v — o0, e corrige entao a catéstrofe do
ultravioleta.

Um célculo de modos normais nesse mesmo estilo pode ser feito, na aprox-
imacao harmonica, para um modelo de vibracoes eldsticas num corpo sélido.
No limite de longos comprimentos de onda, a frequéncia angular de oscilacao
w também se comporta linearmente com o mdédulo do vetor de onda ?,
dando origem & dependéncia com T? do calor especifico dos sélidos a baixas
temperaturas.
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9 Ensemble grande candnico

“... we suppose that the thermodynamic system of volume V', whose properties

we wish to calculate from molecular considerations, is in a large heat bath and is
open with respect to the molecules of the system. That is, both heat and matter
(molecules) can be transported across the walls of the system. The bath provides
a reservoir of heat at temperature 7' and of molecules at chemical potentials ji,
Lo, ... The system is the characterized by the thermodynamic variables V', T', 1,
Loy ...
Terrell L. Hill, An Introduction to Statistical Thermodynamics, Addison-Wesley,

1960.

O ensemble canonico representa um sistema termodindmico em contacto
com um reservatorio témico, a uma temperatura fixa, bem definida. No caso
de um fluido simples, a funcao de particao candnica depende da temperatura,
do volume e do nimero de particulas; a conexao com a termodindmica é
realizada através da energia livre de Helmholtz. Em situacoes mais gerais,
podemos considerar um sistema acoplado a um reservatoério capaz de fixar
outros campos termodindmicos, como a pressao ou o potencial de quimico.

O ensemble grande candnico, também conhecido como grande ensem-
ble, estd associado a um sistema em contacto com um reservatério térmico
(com a temperatura fixa) e de particulas (com o potencial quimico fixo). Por-
tanto, a energia e o nimero de particulas podem flutuar em torno dos seus
respectivos valores médios, com desvios quadraticos que devem ser muito
pequenos para sistemas suficientemente grandes. No caso de um fluido sim-
ples, as varidveis independentes sao a temperatura, o volume e o potencial
quimico. A conexao com a termodindmica se realiza através do grande
potencial termodindmico. O ensemble grande canénico é muito ttil em
diversas circunstancias, como no caso quantico, para tratar o problema de
um géas de particulas (o formalismo do ensemble grande canodnico é particu-
larmente adaptével a linguagem da segunda quantizagao).

No caso de sistemas mais complexos, podemos construir outros ensembles
estatisticos, adaptdveis a situacoes fisicas de interesse, colocando o sistema
sob consideracao em contacto com reservatorios apropriados. Nessa secao,
no entanto, vamos nos restringir ao ensemble grande canoénico, com apli-
cacoes a um fluido simples. E importante observar que qualquer ensemble
generalizado pode ser construido exatamente da mesma maneira. No limite
termodinamico esperamos que todos estes ensembles fornecam os mesmos
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resultados fisicos (ou seja, que os potenciais termodindmicos respectivos es-
tejam devidamente relacionados através de uma transformacao de Legendre).
A utilizagao de um particular ensemble deve ser ditada pelas conveniéncias
fisicas ou mateméticas do problema estudado.

Vamos entao considerar um sistema S em contato com um reservatério
R de calor e de particulas (isto é, com a temperatura e o potencial quimico
fixos). O sistema composto estd isolado, com energia total F, e nimero total
de particulas N, (por simplicidade, consideramos um sistema puro, com um
unico tipo de componente). A parede ideal que separa os subsistemas é di-
atérmica e permedvel, mas permanece fixa, impedindo quaisquer alteracoes
de volume. Utilizando o postulado fundamental da mecanica estatistica, a
probabilidade do sistema S ser encontrado num particular estado mi-
croscoépico j, com energia F; e nimero de particulas N;, pode ser escrita
na forma

Pj:CQR<EO—Ej,NO—Nj), (375)

onde ¢ é uma constante e Qg (E, N) é o nimero de estados microcépicos
acessiveis ao reservatério R com energia F e nimero de particulas N (es-
tamos omitindo a dependéncia com o volume, que sempre permanece fixo).
Podemos entao escrever a expansao de Taylor

Oln QR Oln QR
In P; = constante + ( 95 >EO,ND (—E;)+ ( N )EO’NO (=N;) +---
(376)

Usando a definicao de entropia proporcionada pelo segundo postulado da
mecancia estatistica, temos

0ln Qg 1 0lnQp 1
= = — 377
0E kgl © ~ON knT (377)

onde 7" e i sao a temperatura e o potencial quimico do reservatério. No limite
de um reservatério suficientemente grande, podemos abandonar os termos de
segunda ordem na expansao (376). Portanto, temos

N

E.
In P; = constante — k:B_?F + T (378)
ou seja,
1
P; = Zexp (—=BE; + BuN;), (379)
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em que a grande funcao de particao = é dada por

E=) exp(—BE;+ BuN;). (380)
J

O ensemble grande candnico é constituido pelo conjunto {j, P;}, de microes-
tados j com as suas respectivas probabilidades P; dadas pela equacao (379).
No caso de um fluido simples com um tinico componente, a grande funcao de
particao = depende das varidveis T', V' e p.

9.1 Conexao com a termodindmica

Como no caso do ensemble das pressoes, a soma sobre os microestados na
equagao (380) pode ser rearranjada. Somando-se primeiro sobre os microes-
tados com um nimero fixo de particulas, e depois efetuando uma soma sobre
todos os valores de N, temos

== _exp(BuN) Y exp[-BE; (N)], (381)

em que a soma sobre j deve ser restrita aos microestados com um determinado
nimero N de particulas. Esta soma, no entanto, é uma funcao de particao
candnica. Portanto, utilizando a notagdo Z = Z (f, N), para evidenciar a
dependéncia com [ e N, também podemos escrever

==Y exp (BuN) Z (8, N). (382)

Para estabelecer a conexao com a termodindmica, vamos substituir a
soma na equagao (382) pelo seu termo méximo,

== > exp(BuN + I Z) ~ exp | ~fmin (—ksTIn Z — uN)| . (383)
N

Reconhecendo a identificagao entre —kgT'In Z e a energia livre de Helmholtz
F', também podemos escrever

=~ exp [—ﬁ m]\i]n {F —uN}, (384)

em que o processo de minimizacao é equivalente a uma transformacao de
Legendre da funcao energia livre de Helmholtz F' em relagao ao nimero de
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particulas IV, produzindo entdo o grande potencial termodinamico ® (que
deve depender da temperatura e do potencial quimico). Este raciocinio
heuristico sugere que a conexao entre o ensemble grande canodnico e a ter-
modinamica seja dada pela correspondéncia

E — exp (—5P). (385)

No caso de um fluido puro, podemos explicitar as varidveis independentes,
<I>:<I>(T,V,,u)—>—%lnE(T,V,,u). (386)
Na realidade, a conexao deve ser definida no limite termodindmico, que neste

caso corresponde ao limite V' — 0o, com a temperatura e o potencial quimico
fixos,

1 1
T,p)=—=lim —InZ (T
o (Top) = =5 im zInE(T,V,p), (387)
em que ¢ = ¢ (T, ) é o grande potencial termodinadmico por volume. Uti-
lizando a relacao de Euler da termodindmica, mostra-se que & = U —
TS — Nu = —pV. Portanto, o grande potencial termodindmico por vol-

ume, ¢ = ®/V, corresponde ao valor negativo da pressdo (como funcao da
temperatura e do potencial quimico).

9.2 Flutuagoes da energia e do niimero de particulas

No grande ensemble a energia e o nimero de particulas podem flutuar em
torno dos valores esperados,

_ 0 o
E) =215 E exp(—BE; + BuN;) = —— =+ 2 L m=
< ]> ; Jexp( 5 J +/8//L ]) 86 n + ﬁaﬂ/ n ) (388)
¢ 10
(N;) =271 > Njexp (=BE; + BuN;) = Gap e (389)

J

O valor esperado da energia pode ser escrito de uma maneira mais simples,
semelhante & forma adotada no ensemble candnico, se usarmos a definicao
de fugacidade (também chamada atividade),

2= exp (), (390)
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a fim de expressar a grande funcao de particao = em termos das novas var-
idveis independentes z e 3 (e do volume V', que permanece fixo e vai ser
omitido para simplificar a nota¢ao). Assim temos

E=E(z0) =) Mexp(-BE) =) NZ(BN).  (391)
j N=0

Note que essa ultima soma é um polindbmio em z, cujo coeficiente do termo
genérico 2V é uma funcao candnica de particio para um sistema com N
particulas. Em termos dessas novas varidveis, podemos entao escrever

() == B2V exp (—BE;) = —% W= (-0,  (302)

que é andloga (mudando = por Z) a férmula do valor esperado da energia no
ensemble candnico. Também temos

)
(N;) =27} 2]: N;2Vi exp (—BE;) = e InZ(z,3). (393)

Utilizando a equagao (386) para o grande potencial termodinadmico, é facil
mostrar que os valores esperados (E;) e (N;) correspondem de fato aos valores
termodindmicos da energia interna U e do nimero de particulas /N do sistema
sob consideracao.

O desvio quadratico médio do nimero de particulas é dado pela expressao

10 (0
AN)?Y = {(N; — (N))?) = =5 — [—ma}. 394
(AN) = (4~ ) = g | 2 (390
Portanto, utilizando a identificacdo dada pela equacao (386) para o grande
potencial termodindmico, temos

((N; = (N;))?) = % (%—f)TV7 (395)

onde N é o nimero termodindmico de particulas (que corresponde ao valor
esperado (N;)). Como o desvio quadratico médio é positivo (e o volume
estd fixo), mantendo a temperatura constante a concentragao p = N/V deve
aumentar com o potencial quimico. Vamos agora escrever a expressao do
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desvio quadratico médio em termos de grandezas mais conhecidas. A partir
da relagao de Euler da termodinamica,

U—TS+pV — uN =0,

temos a forma diferencial

S 1%
dj = —=dT + <=dp, (396)

que é conhecida como relacao de Gibbs-Duhem. Entao o potencial quimico
1 pode ser escrito como fungao de T' e p, de onde vem

ol V([ op o V[ op
(%), "~ (%), © @), -x(@@), @

Utilizando agora a representagao de Helmholtz da termodinamica, podemos
escrever a relacao de Maxwell

dp B ol
(wv)w - <8V)T,N‘ 39
Portanto, temos

N Vfom\  __(VN'(o\ _ V_ (399)
ON)ry N\ /)y  \N) \OV/)py Nwp

onde k7 é a compressibilidade isotérmica. Entao podemos finalmente escrever

((ANP) = (N, — (N))?) = & (%—f) _nFeTEr L o0

I} v

mostrando que a positividade do desvio quadrédtico médio estd relacionada
com o sinal da compressibilidade isotérmica (ou seja, com requisitos bastante
profundos de estabilidade termodinamica). O desvio relativo serd dado por

(401)

v

<(AN>2> B (k?BTKT>1/2 1
(V) VN’
que tende a zero com VN para N suficientemente grande. As flutuacoes

da densidade, no entanto, se tornam exageradamente grandes nas vizin-
hancas de um ponto critico, quando k7 — co. H4 um fené6meno espetacular
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de opalescéncia critica, que permite uma visualizacao direta das flutuacoes
de densidade em um fluido. Nas experiéncias de opalescéncia, joga-se luz
monocromética sobre uma ampola contendo um determinado fluido. Acima
da temperatura critica, quando existe apenas uma fase homogénea, ou abaixo
desta temperatura, quando existe um menisco bem definido separando duas
fases com densidades distintas, a luz é espalhada de forma homogénea e
uniforme. A opalescéncia comega a ocorrer nas vizinhancas da temperatura
critica, quando o desvio quadratico da densidade é muito grande, ocasionando
a existéncia de uma enorme variedade de regides macroscépicas do fluido, car-
acterizadas por diferentes valores da densidade. A luz, com um comprimento
de onda bem definido, é refletida de forma diferente pelas regioes de densi-
dades distintas, produzindo um tipo de brilho e luminosidade que é conhecido
como opalescéncia critica.

9.3 Exemplo: gas ideal monoatémico cldssico

A funcao canodnica de particao de um gds ideal cldssico monoatomico pode
ser escrita na forma

1 /2mm\*N?
7= < i > V. (402)
Utilizando a equagao (391), temos
> 1 /2mm\*N? 27m \
- _ N _— N __
H_NEZOZ w7 (5h2) V& =exp Z(ﬁfﬁ) Vi, (403)

com a fugacidade z = exp (Su). Portanto,

1 9 3/2
v In===z2 (ﬁﬂ—f?) . (404)

A partir desta expressao podemos calcular o valor esperado da energia,

(1]

Jd . _ 3 2mm \ >/

<Ej> = —%hl:(ﬁ, Z) = §Zﬁ <6h2 > % (405)
que deve ser idéntico ao valor da energia interna termodindmica U, e o valor
esperado do niimero de particulas,

0. _ 27rm \ */? _
(N;) = S In=(5,2) ==z BIe V=InE, (406)
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que deve ser identificado com o niimero N de particulas do sistema termod-
indmico. A partir das equagoes (405) e (406), com as identificacoes (E;) = U
e (INV;) = N, recuperamos a equagao de estado

3
U= SNksT (407)

do gés ideal monoatdémico cléssico.

Utilizando a equagao (404), que ndo apresenta nenhuma dependéncia com
o volume, podemos escrever diretamente o grande potencial termodindmico
do gés ideal,

b= —Ling oy (2" 3/2(k: T2 exp | 1 (408)
I g B PUbaT )

As equagoes de estado na representacao do grande potencial sao dadas por

(e (3 p [2mm\*? 3/2 u
= (ar),, v 7)) @ en (i) om
0P 2mm 3/2 3/2 12
Voo (G),, () wn e (gr). e

0P 2mm 3/2 5/2 12
r= (), - () wonen (7)o

Esta tltima equacao, para a pressao em termos da temperatura e do po-
tencial quimico, ja tem o status de uma equagao fundamental, pois poderia
ter sido obtida de maneira imediata pela razao entre o grande potencial ter-
modinamico e o volume. Agora é facil eliminar o potencial quimico a fim
de recuperar todas as equagoes mais comuns para o gas ideal monoatémico
classico.

9.4 Exemplo: Gas de rede no esemble grande canénico

No contexto do ensemble candnico, ja tinhamos definido um “gés de rede”,
com N particulas ocupando um conjunto de V' células, de tal forma que
nunca haja mais do que uma unica particula em cada célula. Os microesta-
dos desse sistema sao caracterizados pelo conjunto de varidveis de ocupacao
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{t; =0,1; i =1,..V}. Cada célula pode estar vazia (t; = 0) ou ocupada por
uma Unica particula (¢; = 1).

Para simular um potencial intermolcular de carogo duro, com uma pe-
quena parte atrativa, a energia desse modelo de gds d erede é dada por

H({t:}) = —(—:Zt t;, (412)

com € > 0, em que a notagao (i, j) indica que a soma deve ser feita sobre
pares de células vizinhas mais préximas. No contexto do ensemble canonico
o nimero de particulas estd fixo. Temos entao a restricao adicional,

N=>t, (413)

sobre as configuragoes microscépicas acessiveis ao sistema. A funcao canonica
de particao era dada por

Iy =Z(T,V,N)= >  exp BeZtt , (414)
{t:},N=1_ 1 t; (4,9)
em estamos enfatizando a dependéncia com o nimero de particulas.
Ja observamos anteriormente que o cdlculo da soma restrita é um prob-

lema dificil. Vamos entao introduzir um potencial quimico ; e mudar para
um grande ensemble. Nesse caso escrevemos a grande funcao de particao

y
E=Z2(3,V,p) = Zexp[BuN] Z(T,V,N) =
N=

|4
=Y exp[BuN] Y exp |Be) tit] . (415)
N=0 {ti}.N= b (i)

Rearranjando essas somas, é fdcil mostrar que

=E=Z2(8,V,p) = Zexp ﬁeZtt +6u2t , (416)
{t:} (4.9)
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em que nao hd mais restricoes na soma sobre configuragoes!

Pelo menos alguns casos particulares desse problema podem ser resolvidos
mais ou menos facilmente.

Vamos considerar um “gds de rede ideal”, com € = 0, isto é, descartando
as interagoes atrativas de curto alcance. Nesse caso temos

v v
Elideal = Z exp [Bu Z ti] = { Z exp (ﬁpt)} . (417)

{t:} t=0,1

Exercicio

Utilize a expressao da grande funcao de particao do gds de rede ideal,
dada pela equagao (417), para escrever a pressao p e a densidade p = N/V
em termos da temperatura (ou do inverso da temperatura, ) e da fugacidade
z = exp (Sp). Utilize essas equagdes para eliminar a fugacidade e obter uma
equacao de estado usual (p como funcao de p e ). Esboce o grifico de
algumas isotermas, isto é, de p contra p para valores fixos da temperatura.
recupere a lei de Boyle no limite de pequenas densidades. Existe possibilidade
de algum tipo de transicao de fase nesse sistema? Por que?

Mostre que a energia livre de Helmholtz por particula e dada por

f==kgT[vlnv—(v—1)In(v—1)],

em que v = V/N, de onde vem o andlogo da lei de Boyle para o gas de rede
ideal,

p
L _In(1-p).
T n(l-—p)

Vamos agora discutir a “versao de campo médio” do gas de rede, que ja
foi definida no contexto do ensemble candnico, mas que tem uma solucao
particularmente elegante no grande candnico. A energia de campo médio é

dada pela expressao
v 2
€
= —— | 41
H= -5 <§ n) (418)
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Notem que estamos considerando interagoes entre todos os pares, mas com
uma energia de interagdo muito fraca (inversamente proporcional a V). En-
tao, a grande funcao de particao é dada por

1% 2 1%
Evdw = ZGXP f—; (Z ti) + ﬁﬂzti . (419)
i—1 i—1

{ti}

Para simplificar esse problema, podemos langar mao de uma conhecida iden-
tidade integral gaussiana,

“+oo

/ dr exp (—x2 + 2&3:) = \/Texp (a2) , (420)

—0o0

que vale para qualquer valor de a. Utilizando essa identidade gaussiana,

temos
12 / V
2 Be
—2% 4 2 <W> (2:&)] .

1% +oo d
x
Evdw = E exp | Bu § ti) / —= exp
( — VLS
—00
Notanos entao que a soma configuracoes se fatoriza trivilamente. Usando

{ti}
varidveis mais convenientes, temos a forma integral

—+o00

AN 1
Evdw = (%) / dy exp {—566‘/@/2 +VIn[l +exp (Bu + ﬁey)]} ,

(421)
que se presta facilmente para o cdculo do valor assintético no limite termod-
indmico (V' — o0).

Exercicio

Utilize a forma integral (421) para escrever uma expressao assintética no
limite termodindmico. A partir dessa forma assintética para a grande fungao
de particdo, escreva expressoes para a pressao p e a densidade p = N/V em
termos da temperatura e da fugacidade. Esboce graficos tipicos de algumas
isotermas (isto é, de p contra p para valores tipicos da temperatura). Obtenha
uma expressao para a “equacao de van der Waals” do géds de rede. Compare
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com os graficos para o “gds de rede ideal”. Existe possibilidade de transicao
de fase nesse sistema? Por que?
Exercicios

1- Mostre que a entropia no ensemble grande canéonico pode ser escrita

na forma
S=-Y PP,
J

com a probabilidade P; dada pela equagao (379),
P; = E Yexp (—BE; + BuNj).

Mostre que esta mesma forma da entropia também funciona no ensemble das
pressoes (com a distribui¢ao de probabilidades adequada).

2- Considere um gés cléssico ultra-relativistico, definido pelo hamiltoni-

ano
N
H=> clpil,
i=1

onde a constante c é positiva, dentro de uma regiao de volume V', em contacto
com um reservatério de calor e de particulas (que define a temperatura 7'
e potencial quimico p). Obtenha a grande fungdo de partigdo e o grande
potencial termodindmico associados a este sistema. Obtenha a energia livre
de Helmholtz através de uma transformacao de Legendre do grande potencial
termodindmico. Confira o seu resultado através de um cédlculo assintético da
fungao canonica de parti¢ao dada pela forma integral da equacao (?7).
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10 Gas ideal quantico

“Why is it that particles with half-integral spin are Fermi particles whose am-
plitudes add with the minus sign, whereas particles with integral spin are Bose
particles whose amplitude add with positive sign? We apologize for the fact that
we cannot give you an elementary explanation. An explanation has been worked
out by Pauli from complicated arguments of quantum field theory and relativity.
He has shown that the two must necessarily go together, but we have not been
able to find a way of reproducing his arguments on an elementary level ... This
probably means that we do not have a complete understanding of the fundamental
principle involved ...”
Feynman Lectures on Physics ...

Um sistema quantico de N particulas idénticas pode ser representado pela
fungao de onda
U =Y(q,..,qn), (422)

onde ¢; designa todas as coordenadas da particula j (posigao e spin, por
exemplo). No entanto, nem todas as fung¢oes de onda desse tipo, que satis-
fazem a equagao de Schroedinger independente do tempo, sao representacoes
aceitdveis de um sistema quéantico. Exige-se também a propriedade de sime-
tria,

U(q1, ooy @iy ees @y s qN) = £V (15 @y ovs Qi -, qN ) (423)

indicando que o estado quantico do sistema nao se altera quando se trocam
as coordenadas de duas particulas. As funcoes de onda simétricas estao
associadas a particulas de spin inteiro (fétons, fonons, magnons, dtomos
de He'). Estas particulas siao denomindas bésons e obedecem a chamada
estatistica de Bose-Einstein. As funcoes de onda antissimétricas estao
associadas a particulas de spin semi-inteiro (elétrons, prétons, néutrons,
dtomos de He?). Estas particulas sio denominadas férmions e obedecem a
estatistica de Fermi-Dirac.

Vamos, por exemplo, considerar um sistema de apenas duas particulas
idénticas e independentes (ou seja, praticamente nao interagentes), dado pelo
hamiltoniano

H =My + Mo, (424)

onde ]
H; = %Ff +V (1), (425)
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para 7 = 1 ou j = 2. As autofungoes do hamiltoniano H, correspon-
dentes a uma dada energia E, podem ser escritas na forma de um produto,

Uy (71) ¥, (72), tal que

lenl (r—f) = €n1"¢n1 (T_l)) ) (426)
(&3
Moy, (72) = €y, (73) (427)
com
E=e¢, +é€p,. (428)

Os estados quanticos aceitdveis do sistema, no entanto, sao representados
pelas combinagoes lineares simétrica e antissimétrica deste produto,

Vs (77, 75) = % (o, (7)o, (F3) + o, (), ()], (429)
U, (7,7 = % [, (7, (73) =t () o, (F)] . (430)

Vamos chamar 1, (7°) de orbital ou estado de particula tinica. Note que
¥ 4 = 0 quando n; = ny. Portanto, no caso de férmions nao pode haver duas
particulas no mesmo orbital (ou seja, com o mesmo conjunto de nimeros
quéanticos), de acordo com o principio de exclusao de Pauli. Todas as
evidéncias experimentais apdiam esta grande classificacao das particulas em
bésons (fungoes de onda simétricas) ou férmions (fungdes antissimétricas).
Tem havido esforcos para a consideragao de estatisticas intermedidrias, que
permanecem, no entanto, como simples especulagoes matemaéticas.

A titulo de ilustracdo, vamos agora construir explicitamente os esta-
dos quanticos de um sistema de duas particulas idénticas e independentes
supondo que os numeros quanticos dos orbitais (n; e my) possam assumir
apenas trés valores distintos (que vamos chamar 1, 2 e 3). Temos entao as
seguintes possibilidades:

(i) se as particulas forem bdsons, hé seis estados quénticos do sistema,
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relacionados na tabela abaixo (onde as letras A e B designam as particulas).

1 2 3
AB — = ()Y (1)
—  AB — (1) (72)

- —  AB 3 (r) vy (72)
S [0y (71) Wy (72) + 40y (73) 0y (77)]

-

— A B L ()0 (7)o (7 (7))
A = B L () (7) 4y (72) (D)

Neste caso, embora as letras A e B tenham sido usadas para indicar as
particulas, a troca de A por B nao leva a um novo estado do sistema (isto
é, as particulas sao indistinguiveis). H&, portanto, apenas estes seis estados
disponiveis para o sistema;

(ii) se as particulas forem férmions, vamos ter apenas trés estados quan-
ticos acessiveis ao sistema, devidamente indicados na tabela abaixo.

3

DU[\D

1
A 5 [Uy (7)) 03 (72) — ¥y (72) ¥ (77)]
)]

A = B 5[y (71) ¥5 (72) — ¥y (72) ¥y (77)]

Sl

=

- A B [71’2( 1)@53(7‘_5) ¢2(2)¢3(

Poderfamos ainda introduzir, como ilustragao, um caso semi-cldssico, em
que nao se exigissem propriedades de simetria das funcoes de onda. Neste
caso as particulas sao distinguiveis e terfamos a chamada estatistica de
Maxwell-Boltzmann. Vamos ver mais adiante que esta estatistica corre-
sponde de fato ao limite cldssico das estatisticas de Bose-Einstein e Fermi-
Dirac. A tabela abaixo representa esquematicamente os nove estados deste
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gas de duas particulas distinguiveis.

1 2 3

AB -
—~ AB -
~  — AB
A B -
B A -
-~ A B
-~ B A
A - B
B - A

10.1 Orbitais de uma particula livre

Vamos inicialmente considerar uma particula de massa m, em uma dimensao,
numa regiao de comprimento L (isto é, com a coordenada z entre 0 e L).
Levando em conta apenas as coordenadas de posic¢ao, o orbital ¢, (z) é dado

pela solucao da equacgao de Schroedinger,

Hip,, (2) = enthy, (2)

onde

Temos, portanto, solugoes da forma

2.2
Y, (2) = Ce™ com e, = Wk

om

(431)

(432)

(433)

A quantizagao da energia é introduzida através das condi¢oes de contorno.
Por pura conveniéncia, vamos adotar condigoes periédicas de contorno (como
estamos interessados na conexao com a termodindmica, que se verifica apenas
no limite termodinédmico, as condicoes de contorno nao devem ter qualquer

influéncia sobre os resultados fisicos finais). Entao vamos supor que

Uy (2) =¥, (x4 L).
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Portanto, exp (ikL) = 1, donde kL = 2mn, ou seja,

2
k= %n com n = 0,41,42,43, .... (435)
Para L muito grande, o intervalo entre dois valores consecutivos de k£ é muito
pequeno (igual a 27/L). Podemos entao substituir uma soma em k por uma

integral em dk,

SN —>/2,rf o [ ks, (436)

Mais adiante vamos utilizar este resultado. Apenas precisamos tomar cuidado
quando a fungao f (k) tiver algum tipo de singularidade.

Todos esses resultados podem ser facilmente generalizados para trés di-
mensoes. Neste caso temos

b (7) = Cexp (ﬁ : 7’) , (437)
com 9 9 9
e T T T
k = L—lmle—; + L—ng?y + L3 mgez, (438)

~ — — — R

onde mi, mg, € m3 sao inteiros, e,, e,, € e; sao vetores unitarios ao longo
das direcoes cartesianas, e a particula estd dentro de uma caixa de lados L,
Ly e L3. A energia do orbital serd dada por

h2k?

om

(439)

€x =

A transformacao de uma soma em uma integral se faz de maneira andloga,

através da relacao
; F(%) - (2‘;)3 / ¢Ef(F). (440)

Até agora construimos os orbitais com base apenas nas coordenadas de
posicao. Pode haver, no entanto, outros graus de liberdade: spin, isospin,
etc. Para levar em conta o spin, podemos caracterizar um orbital através

— —
do sfmbolo j = ( k ,J), que inclui o vetor de onda k£, associado aos graus
de liberdade de translagao, e o nimero quéantico de spin ¢. Para particulas
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livres, na auséncia de termos de spin no operador hamiltoniano, o espectro
de energia continua sendo dado por

R

Fo =

(441)

€j vt
Na presenca de um campo magnético H, levando em conta a interagao entre
o spin e o campo, o espectro de energia de uma particula livre de spin 1/2
serd dado por

h2k?
2m
em que a constante pp é o magneton de Bohr e a varidvel de spin o pode
assumir os valores £1.

- MBH0-7 (442)

j = 6?70_ =

A linguagem dos orbitais é muito interessante para tratar situagoes em
que as particulas tém uma estrutura interna complexa, como no caso de um
gds diluido de moléculas diatomicas. Os modelos clédssicos para um gas de
moléculas diatdémicas (um rotor rigido em trés dimensdes, ou um rotor com
eixo vibrante) sdo incapazes de explicar o comportamento de certas grandezas
termodinamicas, como a dependéncia do calor especifico a volume constante
com a temperatura. O hamiltoniano de uma molécula diatomica pode ser
escrito na forma de uma soma de véarios termos, representando diferentes
graus de liberdade, que nao se acoplariam em primeira aproximagcao,

Hmol - Htr + Hel + Hrot + Hm’b 4. (443)

O primeiro termo representa a translagao do centro de massa, caracterizada
pelo vetor de onda ? O segundo termo se refere aos estados eletronicos,
que podem ser calculados supondo que os niicleos estejam fixos (na chamada
aproximacao de Born-Oppenheimer). Os estados eletronicos excitados estao
em geral muito acima do nivel fundamental e praticamente nao contribuem
para a energia livre termodindmica. O termo seguinte, H,;, corresponde as
rotacoes em torno de um eixo normal ao eixo da molécula, com momento
de inércia I (as fungbes de onda s@o harmonicos esféricos, caracterizados
pelo nimero quantico de momento angular J e pela sua projecao m;, com
degenerescéncia 2J + 1 ). O termo H,; representa as vibragdes ao longo
do eixo da molécula, com uma frequéncia fundamental w associada & forma
do minimo do potencial molecular. Levando em conta apenas estes termos,
temos
R2k? h?

1

€ = 6E:J,n
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em que n e J percorrem os nimeros inteiros, a partir de zero. Mais adiante
vamos ver algumas consequéncias deste resultado.

10.2 Formulagao do problema estatistico

Devido as propriedades de simetria da funcao de onda, um estado quéntico
do gds ideal fica inteiramente caracterizado pelo conjunto de nimeros

{n1,ng,...;nj, ...} = {n;}, (445)

onde j designa o estado quantico de um orbital e n; € o nimero de particulas
no orbital j. No caso de férmions, é claro que n; = 0 ou 1, para qualquer
J. No caso de bésons, no entanto, n; pode variar de 0 até N, onde N é o
nimero total de particulas. A energia do sistema correspondente ao estado
quantico {n;} é dada por

E{n;} = Zejnj, (446)

em que ¢; ¢ a energia do orbital j. O nimero total de particulas é dado por

N = N{n;} = an (447)

E importante notar que no tratamento estatistico quantico do gés ideal esta-
mos preocupados em saber apenas quantas particulas estao em cada orbital.
No caso cléssico, representado pelo modelo do gés de Boltzmann, em que as
particulas sao distinguiveis, precisarfamos saber quais particulas estao em
cada orbital.

No ensemble candénico podemos escrever a fungao de particao do gés
ideal quantico na forma

Z=27(T,V,N) = > exp [—5 > ejnj] . (448)
{n;} 7
(Zj n; = N)

O problema reside em calcular a soma sobre os nimeros de ocupagao com
a restricdo imposta pelo nimero fixo de particulas. A restricao impede a
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fatorizacao dessa soma muiltipla. Esse problema se torna consideravelmente
mais simples se mudarmos para o ensemble grande canonico devido & auséncia
de restrigoes sobre a conservagao do nimero total de particulas.

No ensemble grande candnico temos

E=E(T,V,n) = > exp(BuN)Z(T,V,N) =
N=0

i exp (BuN) Z exp (—feiny — Beang — ...) =
V=0 {n;}
(5 = N)

o
= Z Z exp [0 (e1 — p)ny — B (e — p)ng — ...]. (449)
N=0
{n;}
(Zj nj=N)

Como a soma é inicialmente feita sobre o conjunto de nimeros de ocupagao
ni, Na, ..., com a restricao de que N = n; +ns + ... esteja fixo, mas depois ha
uma outra soma sobre todos os valores de N, podemos simplesmente fazer
uma soma miultipla sobre todos os nimeros de ocupacao, sem qualquer tipo
de restri¢ao (o que corresponde a um mero rearranjo dos termos desta soma).
Entao temos

(11

= Z exp [—ﬁ (61 - ,u) ny — (62 - M) Ng — ] ) (450)

n1,n2,...

que agora se fatoriza, podendo ser escrita na forma

== {Z exp [—f (€1 — p) nl]} {Z exp [—f (€2 — 1) nQ]} o (451)
ou seja
E=2(T,V,u) = H{Zexp — 1) ]}. (452)

A partir de =, usando o formalismo do ensemble grande candnico, podemos
obter expressoes para os valores esperados da energia e do nimero de particu-
las e escrever uma equacao para o grande potencial termodindmico. O valor

157



esperado (n;) do numero de ocupacao do orbital j pode ser obtido através
da relacao

(nj) =——-7—InE. (453)

Cabe agora distinguir entre os dois tipos possiveis de estatisticas.

Estatistica de Bose-Einstein

Neste caso a soma em n na equagao (452) varia de 0 até co. Entao temos

Y expl[=B(e; — p)n] = {1 —exp[-B(e; — )]} " (454)

n=0

Esta soma sé pode existir quando exp [—f (¢; — p)] < 1 para qualquer j.
Levando em conta que o menor valor de ¢€; é 0, temos exp (Bu) < 1, ou seja,
o potencial quimico i deve sempre ser negativo. A situacao em que
1 — 0— é muito interessante, dando origem ao fenoémeno da condensacao de
Bose-Einstein, que sera analisado mais adiante. Temos entao

In=(T,V,p) = Zln{l—exp B (e — )]} (455)

A partir da equagao (453), obtemos o nimero médio de ocupagao do orbital
Js .
(ns) = .
T exp[Ble —p) —1
A condigao exp [—/ (¢; — pt)] < 1 estd, portanto, relacionada & exigéncia fisica
de que (n;) > 0 para qualquer orbital j.

(456)

Estatitica de Fermi-Dirac

Neste caso n s6 pode assumir os valores 0 ou 1. Entao temos

> exp[—8 (g —m)n] =1+exp[~5(e; — p)l, (457)

n=0,1

donde vem que

In=Z(T,V,u) = Zln{1+exp[ B (e — )]} (458)
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Entao
1

(n;) = :
exp[B(e —p)] +1
podendo-se notar que 0 < (n;) < 1, em concordancia com as exigéncias do
principio de exclusao de Pauli.

As férmulas no ensemble grande canonico para os dois tipos de particulas
(férmions ou bésons) podem ser resumidas pelas seguintes equagoes:

lnEFD,BE:j:ZIH{lj:eXp =B (e; — p)]} (459)

J

() :
MIEDBE T exp [ (e; — ] £ 1
em que FD e BE indicam as estatisticas de Fermi-Dirac e Bose-Einstein,
respectivamente, com o sinal 4+ para férmions e o sinal — para bdsons. E
importante notar que tanto = quanto (n;) estdo expressos em termos das
varidveis independentes 7', V' e 11 (que muitas vezes nem sao as varidveis mais
adequadas para o problema fisico sob consideragao). Também é importante
lembrar que a conexao entre o ensemble grande candnico e a termodindmica
se faz através da correspondéncia

= (T7 ‘/7 M) — €Xp [_B(I) <T7 V? /“L)] ’ (461)

(460)

no limite termodinamico (V' — o0), e que o grande potencial termodinamico
pode ser escrito na forma

10.3 Limite classico

Observando a expressao de (n;) para temperaturas baixas (/5 grande) vemos
que: (i) no caso de férmions, (n;) ~ 1 para €; < pu, isto é, para os orbitais
com energias mais baixas, e (n;) ~ 0 para €¢; > p; (ii) no caso dos bésons,
(n;) ~ 0 para a grande maioria dos orbitais, exceto para as energias mais
baixas, quando (n;) >> 1.

Na situagao cldssica ndo devemos distinguir entre bdsons e férmions (isto
é, esperamos obter (n;) << 1 para qualquer j). Portanto, o caso cldssico
deve corresponder a um regime em que

exp 8 (¢; — w)] >> 1, (463)
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para qualquer j, ou seja,
z=-exp(fp) << 1. (464)

Expandindo as equagoes (459) e (460) para exp (Su) pequeno, temos

InEpp pr = Zexp Zexp —26(e; — )] +---  (465)

J

() pppp = P [=B (g —wW{l Fexp[=F(e; —p)l +---}. (466)

Portanto, o limite classico fica inteiramente definido pelo termo dominante
destas expressoes,

In=, = Z exp [—0 (5 — p)], (467)
J
e
(nj)y = exp[—5 (e — p)]. (468)
Considerando um espectro de energia dado pela equagao (441),
h2 1{32

€= o= g (469)

temos

lnucl—ZeXp{ (h2k2 u)} (470)

No limite termodinamico a soma sobre os graus de liberdade de translacao
pode ser substituida por uma integral. Entao temos

1% — k> 1% 2m '\ */?
d* k - - =y—
(2@3/ eXp{ ’ ( 2m “)} "y P (ﬁiﬂ) ’
(471)
onde v = 25+ 1 é a degenerescéncia dos estados de spin. O grande potencial

termodinamico é dado pela expressao

2mm'\ /2 5/2 K
O,y =—V ( 2 ) (kgT')”"" exp (kBT> (472)

hlEdZZ
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que deve ser comparada com o resultado obtido no contexto da mecénica
estatistica cldssica, justificando a normalizagao do volume do espago
de fase classico pela constante de Planck h e a inclusao do fator de
contagem correta de Boltzmann (o fator adicional 7 nao tem realmente
um andlogo cléssico).

Escrevendo a equagao (471) na forma

5 3/2
7””) | (473)

In=Z, =+9Vz ( 2

obtemos o nimero médio de particulas
J . _ 2mm \ >/
<2;m>225anﬁ?ﬂ%<5m) — N, (474)

que deve ser identificado com o nimero termodindmico N. Portanto podemos
escrever

N h3
exp (Bu) = — . 475
(%) Vi~ (27rmk;BT)3/2 (475)
Entao o limite classico deve corresponder a
N h3
— 57 << L (476)
Vv (2rmkgT)

Para entender o significado desta tltima desigualdade, basta observar que

(%) c, (477)

representa uma distancia intermolecular tipica, e que

h
A= —— 478
V2rmkgT (478)

pode ser associado ao “comprimento de onda térmico” de de Broglie. De fato,
considerando particulas com uma energia tipica (3/2) kg7, e uma velocidade
tipica v = \/3kgT/m, temos a frequéncia de de Broglie,

 3kpT

4
Lol (479)

14
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de onde se obtém o comprimento de onda térmico

v 2h
Ar=—= —n—— 480
YU VBksTm (450)
que tem a mesma ordem de grandeza do comprimento A dado pela equacao
(478). Entao, no limite cldssico devemos ter

VY 2h
== >> )\ = ——, 481
¢ (N) V3ksTm (481)

de acordo com as expectativas usuais da mecénica quéantica. Portanto, as
expressoes cldssicas devem ser usadas num regime diluido (baixas densidades)
e a temperaturas suficientemente altas.

10.3.1 Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

Utilizando a equagao (467), podemos eliminar o potencial quimico na equagao
(468) para o valor esperado do nimero de ocupagao (n;) do orbital j. Vamos
escrever a equagao (467) na forma

InZ, = zZexp(—ﬁej). (482)
J
Portanto, o nimero termodinadmico de particulas deve ser dado por
N=2LmEy(6,2V) =23 exp (~Fe)) (483)
=z—1InZ,;(B,2,V) =2 exp (—f€;) .
EP 1 ; p J

Entao, a partir da equagao (468), temos

N exp [—f¢;] '
Z exp (—0¢;)

(n;), = zexp[—Pej] = (484)

Portanto,
<nj>cl exp [—663‘]

N Z exp (—f¢;)

(485)
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que é a forma discreta da distribuicao classica de Maxwell-Boltzmann. Uma
expressao deste mesmo tipo ja foi obtida anteriormente, no contexto do mod-
elo de Boltzmann para um gés ideal cldssico com energias discretizadas (sem
que, no entanto, fosse apresentada qualquer justificativa para a discretizagao
das energias). No limite termodinamico temos

V_ exp <—6h2k2> BE

. 3 m
—<nj>d — po (V) dv = (@) ? : (486)
N Vv Bh2k2 3—>
o | o (-5 d'
Fazendo p = mv = hk, podemos escrever,
2kpT\ 2
po (v) = 47 ( WmB > v? exp (— QTZ]:T> , (487)

como também ja foi obtido anteriormente atavés do ensemble canénico clés-
sico.

10.3.2 Limite cldssico no formalismo de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz dever ser dada pela transformada de Legendre
F=®4 uN, (488)

com o potencial quimico eliminado através da equacgao

Utilizando a expressao do grande potencial termodinamico, dada pela equacao
(472), temos

Vo3 1/ 2 \*?
F=—kgTN{14+n— +2InT—1In |- . 490
b {+nN+2n n[’y(Zwml@) (490)

Com v = 1 (ou seja, spin nulo), esta é a expressao da energia livre de
Helmholtz que se obtém no contexto do ensemble canoénico cldssico com
as corregoes que foram introduzidas de forma ”ad-hoc” (o fator de
contagem correta N! e a divisao do elemento dqdp do espaco de fase classico
pela constante de Planck h).
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A entropia, como funcao da temperatura, do volume e do nimero de
particulas, ¢ dada por

OF vV 3
— (= — Nkpln — + “kgNInT + Ns,, 491
S (3T)VN pIn <+ SkpNInT + Ns (491)

em que

5 1/ r \*?
o= =k kgln | — ) 492
5 2 B+ Bn[7 <277ka) (492)

Utilizando a equacao de estado pV' = NkgT', podemos escrever a entropia em
termos da temperatura, da pressao e do niimero de particulas, estabelecendo
uma férmula particularmente 1itil para comparacoes com dados experimen-
tais. A expressao (491), com a constante correta dada pela equagao (492),
¢é conhecida na literatura como equagao de Sackur-Tetrode, em consideragao
aos trabalhos pioneiros e independentes de Otto Sackur e Hugo Tetrode, no
inicio da da década de 1910, que contribuiram para a aceitacao definitiva
do formalismo canoénico da mecanica estatistica. Logo depis dessa época,
jé era possivel calcular a funcao de particao candnica de gases diluidos a
partir de dados obtidos através de experiéncias de espectroscopia. Todas as
constantes na expressao da entropia sao importantes para as comparacoes
entre a entropia espectroscépica e a entropia termodindmica, obtida através
de medidas calorimétricas.

10.3.3 Limite classico da fungao candnica de particao

A partir da equagao (482) podemos escrever

o0

=Y 2NZ4(B.V.N), (493)

N=0

2y = exp [zZeXp (—Pe€;j)
J

onde Z, (,V,N) é a funcdo candnica de particao cldssica em termos de [,
do volume e do mimero de particulas. Utilizando a definigao

Zy =) exp(—P), (494)
J
temos -
exp [221] = Y 2N Za (B, V.N), (495)
N=0



Portanto, o limite cldssico da funcao canoénica de particao deve ser dado por

N
1 1
Za= 72 = 37 [Z exp (—ﬁej)] , (496)
J

que tem exatamente a mesma forma da fungao canoénica de particao do mod-
elo do gis de Boltzmann, incluindo a correcao devido ao fator de contagem
corretal

Numa situagao em que as particulas tenham uma determinada estrutura
interna (como no caso da moléculas poliatémicas), a energia do orbital j pode
ser decomposta na forma

h2k?
m

€; = 6? + €int — + €ints (497)

em que o segundo termo depende dos graus internos de liberdade. Entao

temos
7 = Zexp (—P€j) = Zint Zexp (—Bez) - (498)
J %
Portanto,
Dy = Ty / N BN _ ,  (2rmksT (499)
= Zin X - = “in :
1 t ( 27T>3 p om t 72
Para particulas sem nenhuma estrutura interna (ou seja, com Z;,, = 1),

recuperamos o resultado para o gas monoatomico ideal clédssico,

1 "y (ZkaBT>3N/2

(500)
incluindo todas as corregoes introduzidas anteriormente.

10.3.4 Gas diluido de moléculas diatémicas

Deprezando as interagoes entre os diversos graus de liberdade, a funcao
canodnica de particao de um gés diluido de moléculas diatomicas pode ser

escrita na forma 3N/2
1 2rmkgT
z- v () o
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em que m = mj+my é a massa total da molécula. Para a grande maioria das
moléculas heteronucleares (isto é, constituidas por dois nicleos distintos), a
funcao de partigao interna é dada por

Zint - 7172gleothiba (502)

onde 7v; = (25; + 1), S; é o spin do nicleo i (i = 1,2), g. é a degenerescéncia
do estado fundamental eletronico, e as fungoes candnicas de rotacao e de
vibragao sao dadas pelas expressoes

Dot = io: (2J + 1) exp {—BQ—TJ(J+ 1)} (503)

Doy = gexp {—ﬁm <n + %)} - [2 senh (@)] - (504)

onde o momento de inércia I e a frequéncia fundamental w estao relacionados
com os paramteros moleculares (podendo, em principio, ser obtidos através
de dados espectroscopicos). Observando estas expressoes, podemos definir as
temperaturas caracteristicas de rotacao e de vibracao,
h? hw
0,=——e0,=—. 505
" 2kl Y kg (505)
A equagao (504), para o termo vibracional, é idéntica a fungao canonica
de particao do modelo de Einstein, produzindo uma contribuicao para o calor
especifico a volume constante da forma

A Oy > exp(0,/7)
vib kB ( T ) [exp (@v/T) ~ ”2 (506)

Para baixas temperaturas (7' << ©,), o calor especifico se anula exponen-
cialmente. Para altas temperaturas (" >> ©,), recuperamos o resultado
cldssico dado pelo teorema da equiparticao, c,;, = kg. Na grande maioria
das moléculas diatomicas a temperatura caracteristica ©, é muito grande,
exigindo a utilizacao dos resultados quénticos para explicar o comportamento
experimental (ver tabela abaixo).

No limite de baixas temperaturas (T << ©,.), a func¢ao de partigao rota-
cional pode ser desenvolvida em série,

= 2
Zrot = Z (2J + 1) exp [—%J(]—i— 1)} =14 3exp (— ?T> +---. (507)
J=0
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Temos entao uma contribuicao para a energia livre da forma

1 20,
frot = =2 InZ, o = —3kpT exp (— T ) +-- (508)

g

Neste limite de baixas temperaturas, o calor especifico rotacional a volume
constante também se anula exponencialmente com a temperatura, de acordo
com a expressao assintética

2
2
Crot = 12kp (%) exp (— ?T) . (509)

No limite cldssico de altas temperaturas (T >> ©,), o espagamento entre
os niveis rotacionais de energia ¢ muito pequeno. Portanto, substituindo a
soma por uma integral na equagao (503), recuperamos o resultado cléssico,
¢rot = kp, em concordancia com o teorema da equiparticao da energia. Neste
regime, no entanto, vamos fazer um cdlculo um pouco mais cuidadoso. Dada
uma fungao ¢ () bem comportada, podemos escrever a expansao de Euler-
MacLaurin (ver, por exemplo, o capitulo 13 de J. Mathews e R. L. Walker,
Mathematical Methods of Physics, W. A. Benjamin, New York, 1965),

1 1 L
0)= [ o) dnt 500~ 53¢ (0)+ 256" O) o (510)

nO 0

que estabelece as condigoes assintéticas para a transformacao de uma soma
em uma integral. Utilizando esta expansao, podemos escrever a equacao
(503) na forma

T 1/6,\ 1 /6,\
th—@—T{l—i-g(?)-i-E(?) +} (511)

Portanto, a contribuicao rotacional para o calor especifico a volume constante

¢ dada por
1 /6,\?
Crot = kB {14-4—5(?) +} (512)

E interessante observar que o calor especifico tende ao valor cldssico kg a
partir de valores maiores do que kg. De fato, no caso geral das moléculas

167



-

Colkg

05 10 15 T/0r

Figure 29: Dependéncia do calor especifico rotacional com a temperatura.

diatomicas, o gréfico experimental da contribui¢cao rotacional para o calor
especifico em funcao da temperatura exibe um calombo caracteristico antes
de atingir o valor classico (na figura esbocamos o calor especifico rotacional
a volume constante contra a temperatura).

Na tabela abaixo indicamos os valores de O, e de O, para algumas molécu-
las diatoémicas.

Gis ©,(K) ©,(K x 10°)

Hy, 854 6,10
Ny, 2,86 3,34
O, 2,07 2,23
co 2,77 3,07
NO 2,42 2,69
HCl 15,2 4,14

Exceto no caso das moléculas com hidrogénio, a temperatura caracteristica
O, ¢é pequena, permitindo a utilizacao das férmulas classicas. Em geral O,
¢é grande, indicando o congelamento dos graus vibracionais de liberdade. No
caso de moléculas homonucleares (como Hy ou D), a anélise € um pouco mais
complicada, pois temos que levar em conta os requisitos de simetrizacao dos
estados quénticos de particulas idénticas (hd um problema famoso envolvendo
os is6topos do hidrogénio).

Exercicios

1- Obtenha de forma explicita o estado fundamental e o primeiro estado
excitado de um sistema de dois bésons livres, de spin nulo, em uma dimen-
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sao, dentro de uma regiao de comprimento L. Repita o problema com dois
férmions de spin 1/2.

2- Mostre que a entropia de um gds ideal quantico pode ser escrita na
forma

S=—k> {filmfi+(1Ff)n(1F )},
J
onde o sinal superior (inferior) se refere a férmions (bdsons) e

1
exp [ (¢; — p)] £ 1

¢ a distribui¢do de Fermi-Dirac (Bose-Einstein). Mostre que este resultado
também é vélido no limite cléssico.

fi=(n;) =

3- Mostre que a equagao de estado
2
V==-U
PY =3

é vélida tanto para bésons quanto para férmions livres (e também no caso
cléssico). Mostre que um gds ideal ultra-relativistico, com espectro de energia
€ = chk, ainda obedece esta equacao de estado.
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11 Gas ideal de Fermi

Como vimos no capitulo anterior, dados o volume, a temperatura e o po-
tencial quimico, a grande funcao de particao para férmions livres pode ser
escrita na forma

WE(T,V,p) = 3 {1+ exp =5 (e = w)}, (513)

onde a soma é sobre os estados quanticos de particula tinica. O valor esperado
do nimero de ocupagao de um orbital é dado pela expressao

() 1

n;) = ,
T exp[Be —p)+1
que muitas vezes é conhecida como distribuicao de Fermi-Dirac. A
conexao com a termodindmica, no limite V' — oo, é feita através do grande
potencial termodinamico,

(514)

1
Como ¢ = —pV, temos
1

A partir de =, escrita em termos de (3, z = exp (fu) e V, é facil obter
expressoes para o valor esperado da energia (que serd identificado, no limite
termodindmico, com a energia interna do sistema) e para o valor esperado
do nimero total de particulas (identificado com o nimero termodinamico de
particulas). Temos entdo a energia interna,

U:Zj:ej <nj>=Zj:eXpW€j”_m]+1, (517)

e o numero de particulas,

1
N =) = Bl — T T 1)

Muitas vezes nao é conveniente trabalhar com o potencial quimico fixo.
Podemos, por exemplo, utilizar a equagao (518) para obter = (T, V,N) e
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substituir nas expressoes da energia interna, da pressao ou do valor esperado

de ocupacao dos orbitais. Mais adiante vamos examinar o problema do gés

de elétrons livres como funcao das varidveis mais convenientes 7', V e N.
Para férmions livres, na auséncia de campos eletromagnéticos, o espectro

de energia é dado por
n2k?
= . (519)

2m

6= Fo

No limite termodindmico podemos escrever

InE = (2‘;3 /d?’?ln {1 +exp {—B (% - u)} } (520)

em que 7= 25 + 1 é a multiplicidade do spin. Portanto, temos

(np) = [exp (5222 - ﬁu> + 1} 71, (521)
_ (2‘;)3 / N [exp <5 2252 - Bu) + 1} N (522)

/ _’h2k2 [exp (5;1%2 —m) r. (523)

Devido a simetria esferlca do espectro de energia dos férmions livres é
conveniente reescrever estas férmulas utilizando a energia € como varidvel de
integracao. Assim temos

nE= w/D Vin {1+ exp [~ (c — )]} de, (524)
N = ’yV/D (€) f (€) de, (525)
U=~V / eD () f (¢) de, (526)
em que
1
f(e)= (527)




¢é a funcao de distribuicao de Fermi-Dirac e

1 (2m\*? 1/2 1/2

em que a constante C' depende da massa dos férmions. Logo adiante vai ficar
claro que a fun¢do D (€) tem uma interpretagao fisica muito simples: vD (¢)
é uma densidade (por energia e por volume) de estados de particula tnica
disponiveis para as particulas do sistema.

Na realidade, as expressoes (524)-(528) também poderiam ter sido escritas
para bdsons livres, com pequenas modificagoes, tomando cuidado para tratar
separadamente o termo singular da soma (para * = 0). Vamos agora obter
um resultado simples que vale tanto para bésons quanto para férmions livres.
Fazendo por partes a integral da equacao (524), temos

In=Z=~VC / e/?1n {1+ e’ﬁ(e’“)} de = ;ﬁnyC / E2f(e)de.  (529)

Entao

[I]

OJII\D

g} _2 U
T/ de= o (530)
0
Como & = —kT' In= = —pV, temos finalmente

3
U=3pV, (531)

que é um resultado valido até para o gds ideal monoatémico cléssico.

11.1 Gas ideal de Fermi completamente degenerado

Costuma-se dizer que um gés quéantico no estado fundamental, com a tem-
peratura nula, estd completamente degenerado. No caso de férmions a tem-
peratura nula (6 — o0), o nimero de ocupagao mais provéavel dos orbitais é
dado por uma funcdo degrau da energia (ver a figura). O potencial quimico a
temperatura nula, designado por €z, é denominado energia de Fermi. No
grafico da figura fica muito claro que todos os orbitais estao ocupados até a
energia de Fermi ¢r, mas permanecem vazios para € > ep.
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Figure 30: Distribui¢ao de Fermi-Dirac f (¢) no zero absoluto (gas de Fermi
totalmente degenerado).

Vamos calcular a energia de Fermi em termos do ntimero total de particu-
las N e do volume total V. No limite § — 00, a equacao (525) pode ser escrita
como

N = 'yV/D(e) de. (532)

Agora vai ficar claro o significado da densidade D (¢). Basta observar os
graficos de D (€) e de D (€) f (¢) contra a energia €, a temperatura nula. A
fungao degrau f (€) corta D (€) na energia ep. Abaixo da energia de Fermi
todos os estados disponineis estao ocupados; acima da energia de Fermi os
estados disponiveis estao desocupados. A partir da equagao (532) temos

2
de onde vem que
R (6n2\ Y (NP3
=— | — — 4
CEEWT

ou seja, a energia de Fermi ¢ inversamente proporcional a massa das particu-
las e cresce com a densidade elevada & poténcia 3/2.

Utilizando a equagao (526), a energia interna do estado fundamental serd
dada por

2
U= 29V D (er) ;- (535)

173



Dic} DHEIfT) 1

- g

& g &

Figure 31: Representagao grafica da densidade de estados D (€) e do produto
D (¢) f (¢) em fungao da energia ¢, no estado fundamental (zero absoluto). A
regiao hachurada indica os orbitais ocupados (até a energia de Fermi ef).

A partir da equagao (531), podemos ent@ao obter a pressao

2N R (6m2\*? (N\?
st () (7) (539)

Este resultado é particularmente interessante. Mesmo & temperatura nula o
gds de Fermi possui uma certa pressao e precisa ser contido dentro de um
recipiente (mais adiante vamos ver que a pressao € nula no estado fundamen-
tal dos bésons). Esta é uma consequéncia direta do principio de exclusao
de Pauli, relacionada com a prépria estabilidade da matéria (o mundo certa-
mente nao poderia ser estdvel se fosse constituido apenas por bésons!).
A partir da energia de Fermi, pode-se definir a temperatura de Fermi,
1
Tr = —e€p, (537)

kg
que é um valor caracteristico importante nos diversos tipos de gis de Fermi.
Utilizando a equacgao (534), temos

h? 62\ / N\??
Tr = —_ — .
o () () )

Percebe-se entao que a condi¢ao T' >> Ty corresponde ao limite cldssico estu-
dado no capitulo anterior (dimensao interatdémica tipica muito maior do que
o comprimento de onda térmico). Em vdrios casos de interesse, no entanto,
a temperatura de Fermi é muito grande, bem maior do que a temperatura
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ambiente (ou seja, o sistema estd préximo do estado completamente degen-
erado, onde os efeitos quanticos sdo de fundamental importancia). Nessas
circunstancias é possivel escrever as grandezas termodindmicas na forma de
uma série assintética em termos de poténcias da razao T'/Tr, como foi feito
pioneiramente por Arnold Sommerfeld.

A teoria do gés ideal de Fermi tem uma série de aplicagoes fisicas, emb-
ora o exemplo mais importante seja a explicacao das propriedades térmicas
e de transporte das substéncias metélicas. Segundo o modelo cldssico de
Drude e Lorentz, as propriedades dos metais podem ser explicadas através
de um gés de elétrons livres. Nos dtomos de um metal, os elétrons da tdltima
camada tém a capacidade de se liberar dos niicleos, formando em primeira
aproximacao um gds ideal dentro do volume da amostra metdlica. Emb-
ora certas propriedades de conducao sejam qualitativamente explicadas pelo
tratamento clédssico de Drude e Lorentz, o calor especifico dos metais varia
com a temperatura (violando o resultado cldssico do teorema da equipartigao
da energia) e o niumero de portadores é muito menor do que previsto classi-
camente. Os primeiros cdlculos quanticos para um gds ideal de férmions de
spin 1/2 foram realizados por Sommerfeld na década de trinta. Desta forma
foram explicadas quase todas as propriedades bésicas dos metais, incluindo a
variacao linear do calor especifico a volume constante com a temperatura e a
participagao dos elétrons nas vizinhancgas da energia de Fermi nos processos
de conducao. Mais tarde foram feitos cdlculos para um géds de elétrons na
presenca de um potencial cristalino, dando origem as bandas de energia, que
possibilitam a distingao entre metais, isolantes e semicondutores. Na pre-
senca do potencial cristalino os elétrons nao sao totalmente livres, embora
a estrutura de bandas ainda mantenha relacao com os nticleos de origem.
Além dos sistemas metélicos, ha outros sistemas fisicos que também podem
ser explicados através de um gds ideal de Fermi, como a matéria nuclear ou
um gds de particulas ionizadas dentro de determinados tipos de estrelas. A
temperatura de Fermi de um metal alcalino, como o litio ou o sédio, com
um elétron de conducdo por dtomo, é tipicamente da ordem de 10*K (ou
seja, muito maior do que a temperatura ambiente). Para ter uma idéia das
ordens de grandeza envolvidas, é interessante lembrar que leV de energia
corresponde a uma temperatura de aproximadamente 103K portanto, a en-
ergia de Fermi de um metal é da ordem de grandeza da energia de ionizacao
do atomo de hidrogénio. Para o gds de elétrons numa estrela ana branca
tipica, Tp ~ 10°K (muito maior do que a temperatura da superficie do Sol,
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Figure 33: Produto D (¢€) f (¢) em funcao da energia € no limite 7' << Tp.

da ordem de 10°K). Para a matéria nuclear, a temperatura de Fermi ¢ da
ordem de 1011 K.

11.2 Gas ideal de Fermi degenerado (7' << TF)

Ja vimos que em casos de interesse a temperatura ambiente é muito menor do
que a temperatura de Fermi. Por exemplo, no caso dos elétrons de conducao
do cobre, que em primeira aproximacao formam um géds de elétrons livres,
a temperatura de Fermi ¢ da ordem de 8 x 10*K. Torna-se entao muito
importante estabelecer resultados analiticos para T' << T.

No limite T' << T, a funcao de distribuigdo de Fermi-Dirac f (¢), es-
bogada na figura, tem a forma de um degrau ligeiramente desbastado. Como
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funcao de T,V e N, o potencial quimico u deve ser ligeiramente menor do
que o seu valor, €p, a temperatura nula. A funcao f (¢) D (¢) contra a energia
€ estd esbocada na outra figura. A grosso modo podemos dizer que alguns
elétrons que estavam abaixo da energia de Fermi sao excitados para estados
com energias superiores a ¢p. Esta alteracao se verifica numa pequena faixa
de energias, da ordem de kg7, em torno de er. Portanto, o nimero total de
elétrons excitados serd dado aproximadamente por

AN =~ D (ep) VkpT, (539)
de onde é possivel obter a variacao total de energia destes elétrons,
AU ~ kgTAN ~~yV D (er) (kgT)*. (540)
Portanto, temos o calor especifico a volume constante,

1 (O0AU V
==|—= ~2y—D #T. 41
o= (T ), =P (541)

Utilizando a equagao (533), podemos escrever

Cy =~ 3]€BT£F, (542)
que difere radicalmente do valor constante, ¢y = 3kp/2, previsto para um
gdas cléssico.

Esta dependéncia linear do calor especifico com a temperatura, deduzida
aqui de maneira puramente qualitativa, é de fato observada experimental-
mente. A temperatura ambiente, a contribuicao eletronica para o calor es-
pecifico de um cristal metélico é muito pequena (pois acaba sendo mascarada
pela contribuigao dos graus eldsticos de liberdade). A baixas temperaturas,
no entanto, o calor especifico de um metal pode ser bem ajustado com uma
lei do tipo

cy =~T + 6T°, (543)

onde v e § s@o constantes e o segundo termo estd associado aos graus elds-
ticos de liberdade da rede cristalina (féonons). Para encontar a constante -,
costuma-se fazer um gréfico de ¢y /T contra T2,

1
Fov =7+ §T°. (544)
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A extrapolacao linear dos dados experimentais deste gréfico, no limite 72 = 0,
fornece diretamente o valor de . Na tabela abaixo damos valores teéricos
(obtidos através do modelo do gas de elétrons livres) e experimentais para a
constante y de alguns cristais metélicos, em unidades de 10~ cal x mole™! x
K2,

Metal Yteor ’Yexp ’Yexp/r}/teor

Li 1,8 4,2 2,3

Na 2,6 35 1,3

K 4,0 4,7 1,2

Cu 1,2 1,6 1,3
Fe 1,5 12 8,0
Mn 1,5 40 27

No caso dos metais alcalinos e do cobre a concordancia com os resultados do
modelo de elétrons livre é muito razodavel. Como a constante ~ é proporcional
a massa dos elétrons, em fisica dos sélidos costuma-se introduzir o conceito
de massa efetiva, associada a presenca do potencial cristalino, para corrigir
estas discrepancias. Certos metais de cardter magnético, como o ferro ou o
manganés, com a constante v excessivamente grande, estao mais distantes do
comportamento ideal, sendo conhecidos como férmions pesados. No momento
h& grande atividade de pesquisa sobre as propriedades de férmions pesados,
explicadas por modelos de “elétrons fortemente interagentes”, e provavel-
mente relacionadas com o fendémeno da supercondutividade a temperaturas
mais altas.

11.3 Estrelas anas brancas - limite de Schénberg-Chandrasekhar

Texto em elaboragao .....
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12 Gas ideal de bé6sons

As propriedades termodinamicas de um gés ideal de bésons podem ser obtidas
através da grande funcao de particao,

In=(T,V,u) = Zln 1 —exp[—B(e; — )]}, (545)

onde a soma deve ser feita sobre todos os estados de particula inica. No
limite termodindmico, a pressao como funcao da temperatura e do potencial
quimico é dada pela expressao

1
p(T,pn) = —kgT Vlim v In=(T,V,pn). (546)

A partir da grande funcao de particao, podemos obter o valor esperado do
nimero de ocupacao dos orbitais,

1
exp B (¢ —p) — 1]

o numero termodindmico de particulas,

1
N =) = Bl — =T (o1

(ny) = (547)

e a energia interna do sistena,

=26 = Bl T o)

Estas equagoes s6 tém sentido para €; — i > 0, ou seja, para um potencial
quimico estritamente negativo, ;1 < 0. Para temperaturas muito altas (isto é,
no limite cldssico), é facil verificar que o potencial quimico é sempre negativo.
No contexto quantico, com o niimero de particulas fixo, & medida que a tem-
peratura diminui o potencial quimico também diminui e pode eventualmente
se anular, dando origem a um fenémeno peculiar, denominado condensagao
de Bose-Einstein, que mantem um certo paralelismo com a transicao de
superfluidez no hélio liquido (e com a condensagao dos pares de Cooper na
teoria BCS da supercondutividade).
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12.1 Condensagao de Bose-Einstein

A vpartir da equagao (548), pelo menos de forma implicita, podemos obter
o potencial quimico p em termos da temperatura T e da densidade p =
N/V. Infelizmente, nao é possivel escrever uma expressao analitica para a
funcao u = p (T, p). No entanto, no limite cldssico, que funciona para altas
temperaturas, é fiacil mostrar que

1 1 1 [ 27h2\*/?
kT ! ; (mk’B)
onde v = 25 + 1 é a multiplicidade do spin. Portanto, para densidades
fixas e temperaturas suficientemente altas, o potencial quimico é negativo.
Recorrendo a métodos numéricos, para um determinado valor da densidade,
podemos obter as trés curvas esbocadas na figura, representando o poten-
cial quimico contra a temperatura no caso de férmions, bésons e particulas
classicas livres. Para temperaturas altas, as trés curvas sdo idénticas. A me-
dida que a temperatura diminui, o potencial quimico dos férmions (ou das
particulas cléssicas) pode se tornar positivo, mas o potencial quimico dos bé-
sons atinge o limite 4 — 0—, numa determinada temperatura 7,, e “gruda”
no valor p = 0 para qualquer 7' < T,,.
Para calcular a temperatura 7,, vamos fazer 1 = 0 na equagao (548).
Utilizando o espectro de energia usual de particulas livres,
h2 k2

€ =Ko = 5 (551)

%

N\ 3
+1n (—) — 5T, (550)

e notando que a soma pode ser transformada numa integral convergente (no
limite tremodinamico!), temos

Y2 de
N=~VC | ————— 552
K /eXp (Bp€) = 1’ (552)
0
onde 52
1 2m
C=10 (;T) ’ (553)

como no caso dos férmions. Introduzindo a mudanga de varidveis z = ¢, e

utilizando o resultado
a2y 3\ /3
=T = — 4
/=4 (2)5(2), (554)
0
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Figure 34: Potencial quimico contra a temperatura para bésons e férmions
livres a uma densidade fixa. A linha sélida corresponde ao limite cldssico. A
temperatura 7Ty marca a transicao de Bose-Einstein.

temos a expressao

3/2
Ty

h? 472 N\ 2/3
“m rhem) () 559

que é conhecida como temperatura de Bose-Einstein. Abaixo de Tj
o gas de bésons livres apresenta caracteristicas bastante peculiares, que his-
toricamente foram associadas ao comportamento superfluido do hélio liquido,
embora seja pouco razodvel desprezar as interagoes entre as particulas num
sistema denso e fortemente interagente como o hélio liquido. Recentemente
foi detetada a existéncia de um condensado de Bose-Einstein num géas diluido
de dtomos de rubidio confinados magneticamente e resfriados por evaporagao
(abaixo de uma temperatura da ordem de 170 nanokelvin!). Um sistema
diluido desse tipo estd muito mais préximo de um géds de bdsons livres do
que o hélio superfluido ou os supercondutores metélicos [ver M. H. Anderson
e colaboradores, Science 269, 198 (1995)].

Podemos obter a ordem de grandeza da temperatura de Bose-Einstein
através de uma argumentagao puramente qualitativa. Vamos supor que ¢, ~
kgT, seja a energia de ponto zero para localizar uma particula numa regiao
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de volume V/N, com dimensao tipica

v\ /3
Ar ~ | — .
= ()

Como AxAp =~ h, devemos ter

N\ /3
Ap~h| — .
r=1()

Escrevendo a energia de ponto zero na forma

1
€y ~ kBTO ~ % (Ap)Q,

2 2/3
TO ~ h ﬁ R
2TTL/{ZB Vv

que tem a mesma ordem de grandeza da temperatura de Bose-Einstein, dada
pela equagao (555).

temos

Vamos agora voltar & expressao para o nimero de particulas, dada pela
soma da equacao (548), tomando cuidado para verificar o que estd aconte-
cendo no limite  — 0— com 7' < T,. Na realidade, deverfamos ter escrito a
equagao (548) na forma

N 1 =z 1 1
vV {Vl—z} +V%z—1exp(ﬁq)—l' (556)

Nesta expressao, o limite z = exp (fu) — 1 deve ser tomado concomitante-
mente com o limite termodindmico, V' — oco. J& vimos que nao ha qualquer
problema na transformagao da soma em uma integral (o limite inferior da
integracao, para energias pequenas, nao causa dificuldades). Com a razao
N/V fixae T < Ty, no limite p — 0 e V — 00, devemos entao escrever

1 z NO
[vl - ] B (557)

onde Ny/V ¢é a densidade de particulas no estado com energia nula (ou seja,
no condensado de Bose-Eintein), e

y €'/2de N,
C | ———==—= 558
szlexp (Bej) — -7 /exp(ﬁe)—l |78 (558)
0
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Figure 35: Fragao das particulas no condensado de Bose-Einstein em fungao
da temperatura ao longo do eixo =0 com T < Tj.

onde N./V é a densidade de particulas nos estados excitados. Portanto,
N = Ny + N.. (559)

Como a equagao (552) fixa o nimero total de particulas, também podemos

escrever
oo

N €2 de
7= Bod) — 1 (560)

onde f3, éo inverso da temperatura de Bose-Einstein. Entao temos a relagao

No=N|1- (=
’ [ (TO)

Na figura representamos Ny /N contra a temperatura 7', ao longo da regiao
de coexisténcia entre um condensado macroscépico e os estados excitados
(isto é, para = 0, com T' < Ty, num diagrama de fases de p contra T).
Deve-se notar que Ny — N para T — 0, e Ny — 0 para T' — 1. Nas
vizinhangas de Ty ainda podemos escrever

Noy 3T0-T
N 2 T,

(561)

(562)

Uma abordagem mais sofisticada para o gés de bésons, indica que (N, /N )l/ 2
é proporcional ao médulo do “pardmetro de ordem” da transicao: anula-se
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para T" > T, e comporta-se, para T — Ty—, de acordo com a lei assin-
tética (Tp — T)B , com o expoente critico f = 1/2 (que é um comportamento
caracteristico das transicoes de fases de segunda ordem na aproximagao de
campo médio). No entanto, a temperatura Ty depende da densidade e nao
define um ponto critico usual, como no caso do ponto critico da transicao
liquido-gds. No diagrama de fases em termos dos campos termodinamicos u
e T'" hd uma linha de coexisténcia entre o condensado de Bose-Einstein e os
estados excitados, ao longo do eixo p = 0, até a temperatura Ty. Esta linha
de coexisténcia, no entanto, nao pode ser cruzada, pois o gas de bésons livres
nao tem sentido fisico para p < 0.

Ao contréro da condensacao usual de um fluido, no espaco real, a con-
densacao de Bose-Einstein é uma condensacao de particulas no espaco de
momentos (pois ocorre uma ocupacao macroscépica dos estados de particula
unica com momento nulo).

12.2 Diagrama de fases do hélio

O hélio é a unica substancia que nao se solidifica, a pressao atmosférica,
mesmo a temperaturas extremamente baixas. O hélio liquido apresenta uma
transicao entre uma fase liquida normal e uma fase superfluida, que no pas-
sado foi associada & transicdo de Bose-Einstein (ver, por exemplo, o texto
cléssico de Fritz London, Superfluids, volume I, Dover, New York, 1961).
Estamos sempre nos referindo ao isétopo mais comum do hélio, He?*, que é
um béson; o isétopo mais raro, He®, que é um férmion, nao se condensa,
mas apresenta outras propriedades curiosfssimas a temperaturas bem mais
baixas.

Na figura apresentamos um esquema do diagrama de fases do hélio em
termos das varidveis intensivas pressao e temperatura. As linhas cheias repre-
sentam transicoes de primeira ordem, ou seja, linhas de coexisténcia de duas
fases termodindmicas distintas, caracterizadas por densidades diferentes, mas
com o0s mesmos parametros intensivos e a mesma energia livre de Gibbs por
particula. A linha pontilhada representa uma transi¢ao continua, de segunda
ordem, entre a fase liquida normal (I) e a fase liquida superfluida (II). Neste
diagrama ainda estd indicado um ponto critico usual (C), com temperatura
critica T, = 5,2K e pressao critica p. ~ 2atm, e o chamado ponto A, dado
por Ty ~ 2,17K e p) ~ latm, com o volume especifico vy =~ 46,2 A3. Ao
contrario da transicao liquido-gds, que é sempre de primeira ordem, envol-
vendo fases com densidades diferentes e calor latente, a transicao superflu-
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Figure 36: Representacao esquemética do diagrama de fases do He* em ter-
mos da pressao e da temperatura. A linha tracejada corresponde uma tran-
sigdo de segunda ordem (continua) entre uma fase normal (He I) e a fase
suprefluida (He II); C é um ponto critico usual.

ida é sempre de segunda ordem, pois a fase II se transforma na fase I de
maneira continua. Medidas extremamente cuidadosas do calor especifico a
volume constante nas proximidades do ponto A, realizadas por Buckingham
e Faibanks na década de cinquenta, estao representadas na figura abaixo. Foi
exatamente a forma destes grificos que deu origem ao nome ponto A. Na
imediata vizinhanca de T), medidas ainda mais detalhadas do calor especifico
tém sido ajustadas a uma expressao do tipo

cy =A+Bln|T —Ty|,

onde os coeficientes podem ser diferentes acima e abaixo da temperatura
critica. Na realidade, este ajuste, incorporando a divergéncia do calor es-
pecifico a volume constante, é impressionante: ele acaba valendo para t =
T — Ty| /T desde 107! até 107°—107° (ver, por exemplo, M. J. Buckingham
e W. M. Fairbank, em “Progress in Low Temperature Physics”, editado por
C. J. Gorter, North Holland, Amsterdam 1961).

Por curiosidade, vamos calcular a temperatura de Bose-Einstein T, dada
pela equagao (555), usando os dados disponiveis para o hélio no ponto A
(m = 4M, onde M é a massa do préton, e V/N = vy & 46,2 A?). Com estes
dados, temos Ty ~ 3, 14K, que é um valor muito préximo da temperatura
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Figure 37: Calor especifico a volume constante do do hélio liquido nas vizin-
hangas do ponto A (curvas adaptadas de trabalho de Buckingham e Faibank).
Notem a localizagao muito bem definida da temperatura critica.
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do ponto A. Sem divida, esta nao é uma mera coincidéncia: de fato h&
semelhancas entre a fase superfluida do hélio e um gés ideal de Bose na fase
condensada (isto é, com potencial quimico nulo e temperaturas abaixo de
T,). Também h& grandes diferencas, pois ja apontamos que é pouco realista
desprezar as interacoes entre as particulass num liquido quantico. Modelos
mais realistas para a transicao superfluida do hélio, no entanto, estao além
dos propdsitos desse texto.
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13 Flutuacoes no equilibrio - movimento brow-
niano

“Maga, vamos componiendo una figura absurda, dibujamos con nuestros movimien-
tos una figura idéntica a la que dibujan las moscas cuando vuelan en una pieza, de
aqui para alld, bruscamente dan media vuelta, de alld para aqui, eso es lo que se
llama movimiento brownoideo, ;ahora entendés?, un dngulo recto, una linea que
sube, de aqui para alld, del fondo al frente, hacia arriba, hacia abajo, espasmédica-
mente, frenando en seco y arrancando en el mismo instante en otra direccién, y
todo eso va tejiendo un dibujo, una figura, algo inexistente como vos y como yo,
como los dos puntos perdidos en Parfs que van de aqui para alld, de alld para
aquif, haciendo su dibujo, danzando para nadie, ni siquiera para ellos mismos, una
interminable figura sin sentido.
Julio Cortazar, Rayuela (O Jogo da Amarelinha), capitulo 34

O ano miraculoso de Einstein é principalmente lembrado pelas rupturas
da teoria da relatividade e do “quantum de luz”’. No entanto, a tese de
doutoramento, terminada em abril de 1905 e aceita pela Universidade de
Zurique em julho, e o primeiro artigo sobre o movimento browniano, recebido
para publicacao nos Annalen der Physik em maio, sao trabalhos de alta qual-
idade, que ja teriam sido suficientes para estabelecer a reputacao do jovem
FEinstein. O tema desses trabalhos é o relacionamento entre o mundo mi-
croscopico das particulas (dtomos, moléculas) em perene movimento e as leis
visiveis do universo macroscépico da termodindmica. Tanto na tese quanto
no artigo sobre o movimento browniano ha propostas para a estimativa do
nimero de Avogadro, grandeza paradigmatica do novo atomismo, equivalente
ao nimero de moléculas num mol de uma substéncia.

Nas décadas finais do século XIX, o programa de pesquisa de Boltzmann
em Viena, que Einstein estudou durante o seu periodo de formagao, consistia
na tentativa de obter a forma e o comportamento da funcao entropia de Clau-
sius no contexto do modelo de um gés de particulas, obedecendo as leis da
mecénica cldssica, mas analisado com métodos da teoria das probabilidades.
No inicio do século XX, tanto o programa de Boltzmann quanto os resultados
da teoria cinética dos gases eram vistos com suspeita, talvez como simples
artificios matemadticos, distantes da realidade dos sistemas fisicos. Apesar
das propostas sobre a existéncia do dtomo quimico, apesar das primeiras es-
timativas do nimero de Avogadro e das dimensoes moleculares, as suspeitas
persistiam. Afinal de contas, com os recursos da época, mesmo se existissem,
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os dtomos certamente nao poderiam ser observados. De acordo com os en-
ergeticistas, opositores da teoria atdomica, a termodindmica macroscépica e
fenomenoldgica, que prescindia de qualquer modelo microscépico de consti-
tuicao da matéria, seria o modelo correto de ciéncia. Para esses energeticistas
(Ostwald e Mach, por exemplo, com enorme influéncia na fisica alema), a teo-
ria cinético-molecular do calor, baseada em entidades invisiveis, metafisicas,
nao deveria ter espago na ciéncia.

Einstein adotou desde cedo uma visao realista, objetiva, sobre a existén-
cia de dtomos e moléculas. Na sua tese de doutoramento Einstein analisa o
fenomeno de difusao das particulas do soluto numa solugao diluida (particu-
las de agiicar em dgua) com o objetivo de obter estimativas para o nimero
de Avogadro e o didmetro das particulas do soluto. As propriedades termod-
indmicas das solugoes diluidas ja tinham sido suficientemente estabelecidas
(sabia-se, por exemplo, que a pressdo osmdtica, exercida pela solugao sobre
uma membrana semi-permedvel, impedindo a passagem do soluto, comporta-
se de acordo com a lei dos gases perfeitos). Na parte inicial da tese, Einstein
faz um célculo hidrodindmico, com base nas equacoes de Navier-Stokes para
o escoamento de um fluido incompressivel, a fim de obter a viscosidade efetiva
do fluido na presenga do soluto. No modelo adotado, as moléculas do soluto
sao esferas rigidas, nao interagentes, e bem maiores do que as moléculas do
solvente. O resultado final, que mais tarde foi ligeiramente refinado, é dado
por

n=nl+9), (563)

onde n* é a viscosidade efetiva, 1 é a viscosidade do solvente puro, e ¢ é
a fracao do volume total ocupado pelas particulas do soluto. Utilizando a
densidade de massa, p, e a massa molar do soluto, m, que sao grandezas
experimentalmente acessiveis, temos
«
o TegptNa (564)
3 m n
onde a ¢ o raio das particulas (esféricas) do soluto. J& que as viscosidades
podem ser medidas, aparecem como incégnitas o raio a das particulas do
soluto e o nimero de Avogadro N,. Na segunda parte da tese, Einstein
recorre a um argumento engenhoso, deduzido de forma alternativa no artigo
sobre o movimento browniano, a fim de obter uma segunda relacao entre
a e Ny. O resultado final é uma das expressoes conhecidas de Einstein,
precursora dos teoremas de flutuagao-dissipacao, relacionando o coeficiente
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de difusao D com a temperatura e a viscosidade do fluido,

RT

= Gran N (565)

A partir das expressoes (564) e (565), com os dados disponiveis na época para
solugoes de agiicar em dgua, Einstein obteve Ny = 2,1 x 10?3 (particulas por
mol) e a = 9,9 x 1078 em, concluindo que “o valor encontrado para N, apre-
senta uma concordancia satisfatéria, em ordem de magnitude, com os valores
encontrados para essa grandeza por outros métodos”. Mais tarde, com dados
experimentais um pouco melhores, o valor do nimero de Avogadro foi mod-
ificado para Ny = 3,3 x 10%3. A realidade de dtomos e moléculas foi sendo
imposta por resultados desse tipo. Gracas & concordincia de valores obti-
dos por pesquisadores diferentes, com estimativas independentes, baseadas
em técnicas e idéias distintas, as resisténcias ao atomismo foram aos poucos
sendo vencidas.

O trabalho sobre as leis que governam o movimento browniano e a sua bril-
hante confirmacao experimental por Jean Perrin e colaboradores alguns anos
depois foram decisivos para a aceitacao da realidade de dtomos e moléculas.
Em trabalhos anteriores a 1905, Einstein ja tinha utilizado a definicao estatis-
tica de entropia, que ele chamava “principo de Boltzmann”, para estudar as
flutuagoes de energia de um sistema em contato térmico com outro sistema
muito maior (com um reservatério térmico, na linguagem moderna). A en-
ergia do sistema de interesse flutua em torno de um valor médio, que pode
ser identificado com a energia interna termodindmica. Sem conhecimento
dos trabalhos anteriores de Gibbs, Einstein mostrou que o valor médio do
desvio quadrético da energia depende do nimero de particulas microscopi-
cas; no caso de um fluido, o desvio relativo torna-se absurdamente pequeno,
sem nenhuma chance de ser observado. No movimento browniano, no en-
tanto, Einstein vislumbrava uma oportunidade de observar flutuacoes dessa
mesma natureza. Nesse fenémeno, particulas macroscopicamente pequenas
em suspensao, mas muito maiores que as moléculas do fluido puro, estao de-
screvendo um movimento incessante, errédtico, de vai-e-vem, que podia ser ob-
servado (e poderia ser medido) nos ultramicroscopios da época. Esse compor-
tamento foi caracterizado pelo botanico Robert Brown, na primeira metade
do século XIX, que observou o movimento incessante de particulas de pélen
dissolvidas em dgua. O mesmo tipo de movimento também foi observado em
particulas inorgénicas de cinza, convencendo Brown sobre a natureza fisica
do fenémeno. Ao contrario das flutuagoes invisiveis das moléculas de um gés,
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no movimento browniano tornam-se visiveis no microscépio as flutuagoes das
particulas bem maiores em suspensao, incessantemente bombardeadas pelas
particulas microscopicamente menores do solvente fluido.

A teoria de Einstein do movimento browniano é baseada na semelhanca
entre o comportamento de solugoes e suspensoes diluidas, na relagao entre
o coeficiente de difusao e a viscosidade, que ja havia sido obtida na tese
de doutoramento, e numa deducao probabilistica da equacao da difusao,
antecipando-se as teorias modernas de cadeias markovianas. Através desse
raciocinio probabilistico, Einstein obtém a celebrada expressao do percurso
quadratico médio no movimento browniano,

RT

2\ __ _
(z*) =2Dt = 37TNA&77t’

(566)
em que (r?) e o tempo ¢ podem ser medidos (conhecendo-se T', n e a, é pos-
sivel determinar o nimero de Avogadro N,). Foi importante que Einstein
indicasse claramente a grandeza que deveria ser medida (isto é, distancias ao
invés de velocidades). As experiéncias de Perrin e colaboradores consistiram
em registrar a observagao, no microscopio, do movimento de um conjunto
grande de particulas em suspensao, cuja forma esférica podia ser muito bem
controlada. Nas suspensoes utilizadas, essas experiéncias verificaram o com-
portamento ideal da pressao osmotica e a lei de forca de Stokes, ingredientes
importantes da teoria de Einstein. Além disso, produziram nova estimativa
para o nimero de Avogadro. O sucesso dos trabalhos de Perin foi notédvel.
Os valores obtidos e a concordancia com a teoria de Einstein representaram
contribuicao significativa para a aceitacao geral do atomismo.

Uma equagao diferencial para o movimento browniano foi escrita por Paul
Langevin em 1908, recuperando a relacao de Einstein e fazendo contacto
com trabalhos paralelos de Smoluchowski. A moderna equacao diferencial
estocdstica associada a “dindmica de Langevin” tem sido fartamente utilizada
a fim de introduzir um comportamento dindmico no contexto de sistemas
estatisticos cldssicos, como o modelo de Ising, que nao possuem nenhuma
dinamica intrinseca. A dindmica de Langevin é a possibilidade mais simples
na presenca de flutuagoes estocasticas. H4 um niimero crescente de aplicagoes
contemporaneas, em varios problemas de fisica, quimica ou biologia, em que
as flutuagoes desempenham papel relevante. Um mecanismo de Langevin, na
presenca de potencial adequado, foi proposto para explicar o funcionamento
dos motores moleculares, reponsaveis pelo metabolismo biolégico.
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Torna-se irénico que durante boa parte do século XX a interpretacao es-
tatistica da fisica cldssica, cabalmente confirmada pela teoria do movimento
browniano, tenha ficado em segundo plano frente ao sucesso da fisica estatis-
tica quantica. Nesse inicio de século, no entanto, as aplicagoes (na fisica da
“matéria mole” ou no dominio das nanotecnologias) devem dar vida nova a
teoria do movimento browniano.

13.1 Teoria de Einstein

Na introducao do artigo de 1905, Einstein escreve que “corpos de tamanho
visivel ao microscépio, e que estao em suspensao em um liquido, devem exe-
cutar, como consequéncia dos movimentos térmicos moleculares, movimentos
de tal magnitude que podem ser facilmente observaveis com a utilizacao de
um microscoépio. E possivel que os movimentos a serem aqui discutidos sejam
idénticos ao assim chamado “movimento molecular browniano”; entretanto,
os dados que tenho disponiveis sobre este 1ltimo sao tao imprecisos que eu
nao poderia formar uma opiniao a respeito.” Nas secoes iniciais desse artigo,
Einstein utiliza argumentos de fisica estatistica (isto é, da teoria cinético-
molecular do calor) para mostrar que, em situacgoes de grande dilui¢do, a
pressao osmoética das suspensoes diluidas de particulas maiores tem o mesmo
tipo de comportamento ideal das moléculas de uma solugao diluida (como ja
tinha sido bem caracterizado pelos quimicos). Nao hé surpresas nesses cél-
culos de fisica estatistica, ainda embriondrios, para um sistema de particulas
nao interagentes. Em seguida, Einstein deduz novamente a relagao entre di-
fusao e viscosidade. Vamos rever esta dedugao, seguindo os argumentos da
tese de doutoramento.

A idéia engenhosa consiste em considerar uma forca K (na diregdo do
eixo x) atuando sobre as particulas grandes da solugao (ou suspensdo), con-
tidas num volume elementar de comprimento Ax e secao transversal AS.
Para esferas rigidas de raio a e velocidade v, mergulhadas num fluido com
viscosidade 7, essa forca deve ser dada pela lei (de atrito viscoso) de Stokes,

K = 6mnav. (567)

Nesse ponto Einstein reporta-se ao texto de mecanica de Kirchhoff, unica
referéncia citada no primeiro trabalho sobre o movimento browniano, que
foi certamente estudado durante os seus anos de formacao em Zurique. Mas
as particulas se difundem pelo fluido devido ao gradiente de pressao. Entao,
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nesse volume elementar, estariam sujeitas a uma forca por unidade de volume,
ao longo do eixo, dada por

op .. plz+Ar)—p(x)
8_x_A1¥£o Az '

(568)
Podemos agora escrever uma equacao de balanco entre essas duas forgas,
_ P _
K = ———— = 6mav, (569)
onde p é a densidade de massa e m é a massa molar do soluto. Obtemos
assim uma expressao para a velocidade v das particulas, que nos remete ao

fluxo ao longo do eixo x (quantidade de massa das particulas atravessando a
secao de drea AS durante o intervalo de tempo At),

m  Op
J=pp=——"-——. 570
Py 6mnaN 4 Ox (570)
Utilizando a forma (ideal) da pressao osmética,
nRT  RTp
= —=— 571
p=— — (571)
temos BT 9 P
P P
=———=-D— 572
6mnaN 4 O or’ (572)
de onde vem a famosa expressao de Einstein para o coeficiente de difusao,
RT
= —. 573
6manN 4 (573)

Vamos agora lembrar que a equacao da difusao, conhecida desde o inicio
do século XIX, é usualmente obtida a partir da equacao diferencial para a

conservacao da massa,

(9p - 7

——=V-J, 574

T (574)

com a suposicao adicional de uma dependéncia linear do fluxo com o gradiente
é

de concentracao, J = —D$>p, onde D é o coeficiente de difusao. Temos
assim a equacao da difusao,

dp T2
5% DvV~<p, (575)
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cuja versao unidimensional, ao longo do eixo x, é dada por

2
Op(0,t) _ L Ppant) 576)
ot 0x?

Einstein propoe nova dedugao dessa equacgao, de cardter probabilistico,
antecipando a relacao de Chapman-Kolmogorov e as teorias modernas de
cadeias markovianas. A idéia consiste em supor que as particulas executem
movimentos independentes e que os movimentos da mesma particula em
diferentes intervalos de tempo também sejam processos mutuamente inde-
pendentes (em intervalos de tempo pequenos, mas suficientemente grandes
para dar margem a observacoes). Seja p(A)dA a probabilidade de uma
particula em suspensao sofrer um deslocamento entre A e A + dA num in-
tervalo de tempo 7. Essa densidade de probabilidade deve ser simétrica,

p(A) =p(=4), (577)
e normalizada, )
/ p(A)dA =1. (578)

Entao, se n = n (z,t) for o nimero de particulas por unidade de volume no
instante de tempo ¢, temos a relacao probabilistica

+oo
n(z,t+7) :/ n(z+ A1) p(A)dA. (579)

Como 7 e A devem ser macroscopicamente pequenos, podemos escrever as
expansoes

n(w,t+7'):n(x,t)+aa—7;7'+... (580)
) 0 102
B n 10%n .,
n(x—i—A,t)—n(:v,t)+—a$A+2—ax2A + ... (581)

Inserindo essas expansoes na Eq. (579), levando em conta as propriedades
de p(A), e retendo apenas termos de ordem dominante, obtemos a equagao
da difusao,
0 0?
n_ pon
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com o coeficiente de difusao dado por

1 too
D= / A% (A)dA. (583)
T J_

o0

Portanto, o desvio quadratico médio dos deslocamentos,
+o0
<A2> = / A*p(A)dA =2Dr, (584)

é proporcional ao coeficiente de difusao, comportando-se linearmente com o
tempo.

Nesse ponto Einstein argumenta que os movimentos das diversas particu-
las sao independentes e que, portanto, a origem das coordenadas nao deve ter
nenhum significado. Portanto, a fungao n (z,t), devidamente normalizada,

+oo
/ n (x,t)dx = Ny, (585)

o0

representa a densidade de particulas cujas posigoes sofreram um acréscimo x
entre o instante inicial e o tempo t. Einstein também aponta que a solucao
da equagao de difusdo (582), com condicoes iniciais apropriadas, ¢ dada pela

forma gaussiana

Ny 2

x
n(x,t) = ——exp |——=| .
(%) VAar Dt [ 4Dt]
Entao, com essa interpretagao de n (z,t), temos o deslocamento quadratico
meédio,

(586)

RT ;
3nNan

que é uma das mais celebradas expressoes de Einstein, fornecendo indicacao
precisa sobre as grandezas a serem medidas experimentalmente. O desloca-
mento caracteristico cresce com v/t, afastando-se das formas balisticas usuais,
pois os deslocamentos individuais sao aleatérios, podendo ocorrer tanto para
a direita quanto para a esquerda. Para particulas de um micron de didmetro,
em suspensao na dgua a temperatura ambiente, Einstein estimou um deslo-
camento caracteristico da ordem de 6 microns em um minuto (ou seja, val-

ores perfeitamente passiveis de observagao). A dependéncia com o tempo,
V/ (x2) ~ /1, explica as dificuldades das medidas ingénuas de velocidade.

(2*) = 2Dt = (587)
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Nesse raciocinio probabilistico de Einstein percebe-se a conexao com o
problema do passeio aleatério em uma dimensao. Vamos considerar um cam-
inhante que se desloca ao longo do eixo x, em intervalos de tempo iguais,
dando passos de comprimento aleatério. O j-ésimo passo tem comprimento
A;, ocorrendo com probabilidade p(A;)dA;, com um distribuicao p(A;)
simétrica e normalizada (equagbes 577 e 578). No instante de tempo t = N7
(isto é, depois de N passos), o caminhante deve estar na posi¢ao

=Y A (588)

Jj=1

Como os passos sao independentes, é facil mostrar que

(z) = 3 (A5) =0 (589)

() =30+ S (M)A = N (A =A%) (59)
i=1 J#k=1

Utilizando a expressao (A?) = 2D, dada pela equagao (584), recuperamos o
resultado famoso de Einstein, (z?) = 2Dt. Nos textos introdutérios de fisica
estatistica, também se mostra que no limite de tempos grandes (N — 00),
de acordo com o “teorema central do limite”, a distribuicao de percursos do
caminhante aleatério tende a uma funcao gaussiana, como foi encontrado por
Einstein.

13.2 Equacao de Langevin

J’ail pu constater d “abord q “une application correcte de la méthode de M. Smolu-
chowski conduit a retrouver la formule de M. Einstein exactement et, de plus,
qu il est facile de donner, par une méthode toute differente, une démonstration
infiniment plus simple.

Paul Langevin, Sur la théorie du mouvement brownien, C. R. Acad. Sci.
(Paris) 146, 530-533 (1908).

Em 1908, citando os trabalhos de Einstein e Smoluchowski, Langevin
publica uma demostracao “infinement plus simple” dos resultados obtidos
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por Einstein. O primeiro passo consiste em escrever uma equagao diferen-
cial para o movimento de uma particula em suspensao, incluindo a forca
de Stokes, de carater macroscépico, deduzida no contexto da mecénica dos
fluidos, e uma for¢a complementar F,, “indiferentemente positiva ou nega-
tiva”, destinada a “manter a agitacao da particula, e em cuja auséncia a forca
de atrito viscoso acabaria conduzindo ao repouso”. Essa forca aleatoria, de
cardter microscépico, é atribuida ao bombardeio continuo das particulas em
suspensao pelas moléculas do fluido.

Para uma particula esférica de massa M e raio a temos a equagao de
movimento P g

Md—tf - —67r77ad—jf o (591)

Multiplicando os dois lados por x e fazendo uma pequena manipulagao al-
gébrica, temos

dx

— () - M (%) = —37rna% (%) + zF,. (592)

A média sobre as particulas em suspensao deve levar em conta o teorema da
equiparticao da energia, associado ao comportamento de um gés perfeito,

<%M (%>2> _ %%T. (593)

Além disso, vamos supor que
(xF,) =0, (594)

devido ao cardter da forca Fj, “indifentemente positiva ou negativa”, como
dizia Langevin. Entao temos

M d? R d
5 75 () = N LT ey (%), (595)

de onde vem que

RT
3mnalN 4

d 6
— () = +Cexp {— m“t] , (596)
onde C' é uma constante.
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Para tempos suficientemente longos, o termo exponencial vai a zero,

d , 4 RT
TR A (597)
e nos recuperamos o resultado de Einstein,
RT
2
< > <.r0> 37?77&NA (598)

Numa versao moderna da teoria de Langevin, a forca F, é uma varidvel
aleatdria, de média nula e covariancia associada a uma funcao ¢ de Dirac.
Vamos entao escrever a “equacao diferencial estocdstica”,

MZ—:; — o+ By (D), (599)
com v = 6mna, (F, (t)) =0, e
(Fo(t) Fa (1) = Ad (t = 1), (600)

onde o parametro A vai ser determinado através da aplicacao do teorema da
equiparti¢do. E facil verificar que a solucao da Eq. (599) ¢ dada por

o () = vp exp <—7Mt) + exp (-%) /Ot exp <%) %F #)dt'.  (601)

Portanto,
(v (t) o t[ 0 (602)
= — —
v Vo eXp )

para tempos suficientemente longos. Fazendo vy = 0 para simplificar as
equacoes, temos

<[v(t)]2>:eXp 2%/M /dtl/ dtyexp [~y (t; +to) /M| AS (t; — to) =

2yt A

Entao, a partir do teorema da equiparticao, <M [v (t)]2 / 2> = kT /2, onde
kp ¢ a constante de Boltzmann, temos

A = 2vkgT. (604)
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Embora nao seja dificil encontrar a expressao exata para z (t), vamos
simplificar a equacao de Langevin, descartanto o termo de inércia (pois M é

“grande”). Assim temos

de 1

— =—F, (1), 605

=R (605)
que lembra a equacao de balango de Einstein entre as forcas difusiva e de
Stokes. Portanto,

]' ! / /
a:(t)—ngr;/OFa(t)dt, (606)

de onde obtemos (z (t)) = xy. Com xy = 0, temos o deslocamento quadrético
médio,

2_it t :é
@@H—%A%AﬁMMMﬂM>7J (607)

Portanto,
RT

—t
3mnalN,
recuperando novamente a férmula famosa de Einstein.

{[x (t)]*) = 2Dt = (608)

Bibliografia basica
Em lingua portuguesa, sem prejuizo de alguns outros textos, a bibliografia

bésica resume-se a dois livros produzidos no meu Departamento:

1- Termodinamica, Mério José de Oliveira, segunda edicao revista e am-
pliada, Editora Livraria da Fisica, Sao Paulo 2012. Além de uma exposi¢ao
da termodin&dmica, na perspectiva gibbsiana, esse texto contém exercicios e
muitas aplicagoes a problemas de interesse em fisica e quimica.

2- Introducao a Fisica Estatistica, Silvio R. Salinas, vdrias reimpressoes,
Editora da Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 1997.
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