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Ola a todos. Esta lista tem como maior finalidade revisar os principais con-
ceitos vistos em aula na forma de exercicios e exemplos. Nao ha prazo pois ndo
é necessario entrega-la, no entanto eu estou disponivel a qualquer momento
para discutir os exercicios desta lista com vocés.

Mesmo que nao seja obrigatdrio, é fortemente recomendado que vocés fa-
cam esses exercicios a fim de adquirir maior familiaridade com o contetudo e
com o que normalmente vocés fardo nas provas da Sonia, tanto em carater

conceitual quanto técnico de resolucdo de exercicios.



Exercicio 1 - Transformacoes lineares

Decida se as seguintes funcdes sdo transformagoes lineares.

(@ D:C*®[R) = C™®(R) ;aboa e velha derivada
df
fla) = (@
(b) I:C*(R ) — C*(R) ; a boa e velha integral

f(@) /f )z

(c) £ :C®(C) — C®(C

fla) s £ = di (p@:)%(x)) +0(a) (2)

Chamamos £ de operador de 2% ordem na forma de Sturm-Liouville.

@d) T:C([-1,1]) —» R?

flx) = Tf = (/_11 f(z)dz, (%)ﬁ)

(e) Seja V um espaco vetorial,ey € V', y # 0. S é a transformacéo de
translacao,ie: S: V -V ;v — v+ y.
0) —sin(0
() R:R> = R’:0 s Ry, com Ry = | 50 —sinld)
sin(0) cos(0)
Note que R é a transformacéio de rotagdo no plano real. Além disso,

verifique se R, = R



Exercicio 2 - Representacio matricial

Determine a representacdo matricial das transformacdes lineares a seguir.
Caso nao seja denotada uma base especifica para o dominio e/ou o contrado-

minio, considere as bases candnicas correspondentes.

(@) T: Py(R) — R?
p(x) = ag + a1z + azz® = Tp = (p(0),p'(1))
(b) A:R? = MSas(R)

Iry I3
€r = (1’1,3’;2,373) =
T3 T9

© S:R:=R2; B ={(1,1),(1,~1)}
xr = (561,5192) — St = (233‘1 + 319,311 + 4562)

Exercicio 3 - Determinante

Com os axiomas que definem funcio determinante em mente, decida (de-
monstre ou forneca um contra-exemplo) se as seguintes afirmacdes sdo verda-

deiras ou falsas.

(a) Determinantes sdo transformacgoes lineares M,,.,, — R.
(b) A funcéo f : Ms.3(R) — R dada por

apn a
f(A) =det| " 7| ¢ uma funcio que satisfaz homogeneidade
agy ass

e aditividade em cada linha.
(c) Seja A € M,,,. Entdo tem-se que JA™! <= detA # 0

(d) Para o sistema linear Az = 0, tem-se que:
x # 0= detA =0.

Em particular, se a representagdo matricial de uma transformacio linear T ad-
mite inversa, dizemos que T é um isomorfismo entre os espacos vetoriais que
atua. Note que para isso, T tem de ser uma transformacao bijetora.

Jaadiantando, o item d é verdadeiro e é um passo fundamental para determinar
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autovalores e autovetores de uma transformacao linear em espagos de dimen-
sdo finita (ou seja, de forma correspondente, os autovalores e autovetores de

sua representacdo matricial).

Exercicio 4 - Teorema da Imagem e do Nucleo

Estude a demonstragdo do Teorema da Imagem e do Nucleo, um dos prin-
cipais teoremas que fundamenta diversas caracteristicas de transformacdes li-
neares, em particular a injetividade e sobretividade destas.

Seja V' e W espacos vetoriais, dimV" < oo, e T : V' — W transformacao

linear. Entao tem-se:
dim(Ker(T)) + dim(Im(T)) = dim(V)

Uma pessoa que representa uma agéncia local de transformacoes lineares
te aborda na rua, com ofertas tentadoras. A partir do Teorema do Nucleo e da
Imagem, e do que vocé sabe sobre transformacdes lineares, decida se as ofertas

podem ser legitimas, ou sdo conversa fiada:

(a) “O patrdo ficou maluco: temos uma transformacéo linear 7" mara-
vilhosa, T' : V' — W bijetora, com dimW > dimV/, saindo por 50%

de desconto!! E s6 hoje!!”

(b) “Todas as nossas transformacdes lineares injetoras sio certificadas:

observa-se o selo dim(Ker (7)) = 0 em todas elas!”

(c) “Essa é especial: temos uma 7" : V = May,o — R? que é dada por
T(A) = (a11 + age, as + an), VA € V, com dim(Ker(T)) = 2”7

(d) “Oferecemos isomorfismos de Mg, para R® a preco de banana!”

(e) “A transformacio linear do Exercicio 2, item (b), é o nosso carro-

chefe de isomorfismos do R? para M8y,

Lembrete: considerando os casos em que dim(/) < oo, podemos determi-

nar dim(/m(7")) a partir da representacio matricial de 7', uma vez que

dim(Im(T)) = posto(T) = rank(T) (1)
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O posto de uma matriz é, entre outras caracteristicas, o nimero de linhas

(ou colunas) linearmente independentes da matriz (linhas ou colunas nao

nulas quando a matriz se encontra em sua forma escalonada).

Exercicio 5 - Transformacdes simétricas e antissimé-

tricas

Considerando as definicdes de transformacdes simétricas e antissimétricas,

juntamente com as condi¢des de cada item, demonstre que:

(a)

(b)

1

Em V = P(R) com o produto interno < h|k >= / h(x)k(z)dz,
-1

a transformacéo linear 7' : V' — V

p+— Tlp|(z) = p(—x) é simétrica.

Em V = P°(R) = espaco dos polindmios reais que se anulam em
1

-1eem 1, com o produto interno < hlk >= / h(t)k(t)dt, a trans-
—1
formacgdo linear D : V' — V dada por

p(z) — T[p|(x) = p'(z) é antissimétrica.

Se V' é um espago vetorial euclidiano sobre R, 7" : V' — V élinear e
antissimétrica, e considerando que Jv € V,v # 0, talque T'v = Av,

entdo segue que A = 0.



Exercicio 6 - Para pensar um pouco (mas s6 um pouco)...

Aqui estao alguns exercicios mais descontraidos ou miscelaneos, uma espé-

cie de secao bonus/revisdo geral da lista.

(a) Considere a transformacio linear 7' : R? — R3, tal que T'(1,2) =
(1,1,1) e T(3,3) = (2,2,2).
Decida se T ¢ injetora, e calcule T'(x,y), V(x,y) € R? Seria verda-

deiro afirmar que T leva pontos do plano para uma reta no R3?

(b) Considere as transformacdes lineares do Exercicio 1, dos itens (a)
e (b). Elas sdo injetoras? Sobrejetoras? Existe uma representacio

matricial para cada uma dessas transformacdes?

(c) Mostre que transformacdes lineares preservam a dependéncia li-
near de conjuntos enumeraveis de vetores linearmente depen-
dentes. A seguir, prove que se a transformacio linear preserva
independeéncia linear, ela tem de ser uma transformacio linear in-
jetora. Dica: Para a 2° parte, tente demonstrar a contrapositiva: Se

a transformacdo nao é injetora, ela ndo preserva l.i.

(d) Seja V' um espacgo vetorial euclidiano real de dimensdo n, n € N,

T :V — V uma transformacio linear e B uma base ortogonal de
V.
Mostre que a representacdo matricial da transformacéao linear em
uma base ortogonal preserva a sua simetria, isto é:

o Se T é simétrica =[T]gp € MS,xn

« Se T é antissimétrica =Tpp € MA, «,



