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Campos magnéticos na natureza

Typical values of B

Human brain | fT

Permanent magnets 0.5 T Electromagnet | T

12
Magnetar 10T Superconducting magnet 10 T
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Expansao multipolar na magnetostatica

—

* A solucao formal para o potencial-vetor no gauge de Coulomb (V - A = 0)é:

_ J
A = ﬂ[dv/ _)(7"—))
4 |r — F'|

- Otermo 1/|7 — 7’| pode ser expandido da mesma forma que na Eletrostatica, em multipolos:

1 Z ”f PG - )
= o, - n-n
P S

* Substituindo na expressao para o potencial-vetor temos:

— //lo —
A = —|dV' J(F
y [ <r>§

T

4

< ph-A)
pl+1 7
>

- Em problemas do tipo “in", com as cargas em torno da origem (r_ — r’), e 0s campos na regido exterior (ry, — )
temos:

— ﬂO

A = — U T (7 , onde
4%5 A7)

T (R) = [dV’ rP,h - 7)) T (F)
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O campo de dipolo magnético

* Na aula passada vimos que ndo existem termos de monopolo (£ = 0) no magnetismo, e assim os primeiros termos que
aparecem, e de um modo geral os termos dominantes do campo magnético sao os dipolos:

-5 > — — 1 - -5 >
J(r)=mX? , onde m= 5 dV'r'x J(r') éodipolo magnético.
* O potencial-vetor que corresponde a esse termo de dipolo vem da nossa expressao original:

A=2N - Tw s X =270
n 4

4 A
e portanto:
— Uo M X T
dr 3

* Note a analogia com o potencial elétrico de um dipolo elétrico:

| 77

¢ =

drey 13

—
- Note que a convencéo universalmente utilizada é chamar 77 de dipolo magnético, e ndo J ; . Isso é para manter a analogia com o
dipolo elétrico:.

D= JdV’ 7 p(F)
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O campo de dipolo magnético

* O potencial-vetor que corresponde a esse termo de dipolo magnético vem da nossa expressao original:

A = &Z r=¢-1 Tf(ﬁ) = Xl = &r_z Tl(ﬁ) ,  eportanto:
47 y 4r

— m X r

A, = Ho
4 13

* Note a analogia com o potencial elétrico de um dipolo elétrico:

1 77

=

1 —_
drey 13

* O campo magnético de um dipolo magnético é obtido facilmente:

B1=V><A1= 471- 7-3

Compare isso com o campo elétrico de um dipolo elétrico:
1 3%p -»)-=-p

Ey ==V = 4r €y r3

* Os dois campos tém exatamente a mesma forma, embora a origem de cada um seja completamente diferente!
Devido a essa equivaléncia, chamamos essa configuracao de “campo de dipolo’, sem precisar especificar se é um
dipolo elétrico ou magnético.
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O campo de dipolo magnético

* O momento de dipolo magnético de um loop (laco) de corrente tem uma expressao simples em termos da area do
loop:
1

1 _ S
ﬁ:ajdv 7 x J(F) =5[7'><(1dl') =15,

—_—
onde S é adreado loop. Um modo equivalente de escrever o momento magnético é em termos do
momento angular das cargas que circulam pelo loop:

—

—

q -,
m = —— , onde L é omomento angular de uma cargas g com massa M .

2M
[Veremos mais adiante que também podemos associar o momento de dipolo magnético com o spin das particulas.
Vocé talvez ja tenha ouvido falar do famoso “momento magnético anémalo do muon’; que atualmente indica um
desvio de quase 4o com respeito ao Modelo Padréo de Particulas — o que pode indicar algo novo a vista!]

+ Como vimos acima, o campo magnético de dipolo é, formalmente:

31=VXA1=47I r3

pode parecer que tem algo esquisito na origem, mas é claro que o campo de um loop real, finito, é sempre
bem comportado, mesmo quando r — 0.

- E claro que esse termo (dipolo, # = 1) é apenas o termo dominante numa expansao multipolar, e em geral had uma
infinidade de termos de ordem mais alta. Porém, esses termos comecam a ficar bastante complicados, entdo A
raramente nds vamos além de £ = 1 no campo magnético.
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Um quadrupolo magnetico

SO por divertimento, vamos escrever aqui um quadrupolo magnético, usando a nossa
expressao para a expansao multipolar do potencial-vetor:

R 1 R
=20 Nave ey TG)
4 13 |
_'uoln / /21 A AND T2
‘Tﬂﬁudv(’") E[B(n-n) —1| J(#)

* Assim como fizemos no caso do quadrupolo elétrico, podemos expressar isso como:

) =—— E r;r: Q.. , onde
Ay 4ed 1=
i,j=3

— 1 —
Ql-j = EJdV/ <3ri’rj’ — ’”'251']') J ()

+ Um exemplo simples de configuracao quadrupolar pode ser feita combinando dois loops
idénticos com dipolos magnéticos opostos e alinhados, como mostrado na figura de cima.

+ Uma outra configuracao quadrupolar mais elegante pode ser feita combinando quatro dipolos
numa “cruz’, como mostrado na figura de baixo.
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Aplicacoes

+ Uma aplicacao de dipolos e quadrupolos magnéticos é a técnica de %
colimagao de feixes em aceleradores e tokamaks. 7 .5
K
« Em aceleradores de particulas, dipolos magnéticos sao usados para F L

mudar o caminho de particulas carregadas (electrons, protons, muons).

- Entretanto, com o tempo o feixe comeca a perder o foco: as particulas
se espalham cada vez mais nas direcdes transversais ao feixe.

- Uma das principais técnicas para restaurar o foco do feixe é por meio de
quadrupolos magnéticos.

+ Se numa regiao particular a secao do feixe comeca a ficar mais
“achatada” numa certa direcao, o quadrupolo ajuda a colocar a forma
do feixe de volta a uma secao mais circular.

« O mesmo tipo de técnica é usada em tokamaks para manter os feixes
de protons e eletrons bem comportados.
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Forca e torque magneticos

* Vamos retornar ao inicio da nossa discussao sobre a natureza do campo magnético, e lembrar que a forca entre dois fios com
correntes é dada pela expressao:

df’](_2= (I] di])X§2= (Tl dV])XE} P e
dFZ(—l == (12 diz) X E)l == (72 de) X E)l

» Por outro lado, 0 campo devido a um loop inteiro 1 numa posicdo 7, do segundo fio é:

- -

Fp— 1
4” |7y — 7]

* Portanto, a forca total do fio 1 no fio 2 é dada por:

- -

- r» —r
4 | |7 =7
e L
oL [ [ 4 [dllx(rz—rl)
= %0 —
4r ) |7y — 1yl
_ﬂo[llz (;( —(dlz dll)(rz_rl)+dl [dl2 (rz—rl)]
ar ] [P =7

* Mas o ultimo termo é zero para um loop fechado, pois:

<J>d72-(?2—71)/|?2—?1|3 = ﬂﬁdg.va/@_m) = Jd?z-(VxV(1/|?2—7l|) =0
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Forca e torque magneticos

* Portanto, obtemos uma expressao para a forca total do loop 1 sobre o loop 2:

— I I = = T,—T

Fy (= _Hoh 2ﬂg+(d12.dll)f—_f?) , de onde fica evidente que:
ar |7y — 7y

Frao=—Fyy

+ Como exemplo, tome dois fios retos, infinitos, com correntes /; e I, . A forca mutua por unidade de comprimento é:

dF L, 1
12 _ Fol15 E , onde d é a distancia entre os fios.

dx 2r
* Uma maneira mais geral de escrever a forca de um campo magnético sobre um sistema com uma certa densidade de
corrente é:

F = JdVTx?

* Em diversas situacdes essa forca total se anula. Considere, por exemplo, um loop fechado qualquer num campo magnético
constante. Temos entao:

F = <JE1d7x B=1I H)dl1 X B =0
* Entretanto, nao é verdade que nada acontece: existe um torque ndo-nulo nesse loop:

2 =+?xd?= #w (147 xF) = JdV?x (7x5)
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Forca e torque magneticos

* Vamos entao calcular o torque nesse loop qualquer, causado pelo campo magnético:

?=ﬂg7xdfzﬂg7x <Id7>< ?) =Ihg?><df] X B

* O termo dentro das chaves é exatamente a expressao para a drea do loop! De fato, se
multiplicarmos essa area pela corrente que passa pelo loop, temos precisamente o momento
de dipolo magnético do loop! Portanto, o torque é dado por:

—
m

N —
T=mX B
* Isso significa que o loop tende a se alinhar com o campo magnético.

* De fato, n6s podemos associar uma energia potencial com a orientacao do loop e o campo
magneético externo:

_)
Uy, =—m - B (Esseéum exercicio do Griffiths que é muito importante vocés fazerem!)

- Eimportante notar que essa ndo é a energia total do dipolo magnético no campo magnético
externo. Na verdade, ao alinharmos o dipolo com o campo, vamos criar uma inducao no loop,
e o0 campo elétrico induzido realizara um trabalho que corresponde a mudanca de energia.
Mas veremos isso em mais detalhe quando discutirmos a Lei de Faraday.
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Magnetismo na materia

* Como vimos acima, um dipolo magnético tende a se alinhar com um campo magnético externo:

—
UB = - n_’l) - B . r}

* Considere agora que praticamente todos os atomos possuem dipolos magnéticos, pois os elétrons se
distribuem em torno dos nucelos na forma de orbitais com um certo momento angular — e de fato, como

3|

vimos antes, podemos expressar os dipolos magnéticoscomom =g L/(2M).

* Apesar de nucleos atdbmicos também possuirem dipolos magnéticos, eles sao tipicamente muito pequenos
para ter um efeito macroscopico relevante.

* Curiosamente, em alguns materiais 0 momento angular orbital é sub-dominante comparado com o momento
angular dos spins dos elétrons.

* A medida que os dipolos se alinham com um campo magnético externo, eles criam um campo magnético
proprio, mudando assim a configuracao do campo magnético total.

* Lembre-se que, para um Unico dipolo magnético numa posicdo 7', temos o potencial-vetor:
— - -
Ho m X (7 —7T')

e |7 =7 i!

* Agora, considere que num material temos uma distribui¢do de dipolos magnéticos:

i oo 14
TR WOy P A (i

dV 47 |7,.’_;,’/|3

A(F) =
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* Assim como fizemos no caso de materiais dielétricos, podemos expressar as contribuicdes dos dipolos

magnéticos do material como termos de volume e de superficie. Para ver que é o caso, lembre-se que:

1 P 7 =1 P 7
=———7 etambém V'-—m/—— = —— 3
1F=F1 7 |7=7 771 =7

- Agora, usando o fato que V x (fF) =ﬁ’ x F + (Vf) X F obtemos que:

— 1
V/i—¥——
=

V' x M(F — M
qudV, f’")_”‘)‘dvv'x[ ) ]

4 |7 — 7' 4r

T

A7) = Z—O JdV’]\_/f(F’) X

V' x M(F — M(7
:&[dV’ # *(r)_ﬂo[dyxll ()]

|7 — 7’| 47

* Portanto, novamente em completa analogia com o que ocorreu no caso de materiais dielétricos,
expressamos esses termos de volume e de superficie em termos de uma densidade de corrente de
magnetizac¢do e de uma densidade superficial de corrente de magnetizacao:

—

e —_—> g b ~ A, N , .
Jy=VXM , e Ky=MXn , ondenéanormalasuperficie.

Magnetismo na materia

o A
%

fa
£
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Magnetismo na materia

* Ainterpretacao dessas correntes de magnetizacao é muito parecida com o caso da polariza¢do em dielétricos:

Cargas de polarizacao: Correntes de magnetizacao:

* E muito util também nesse caso introduzir um campo magnético efetivo para dar conta das mudancas introduzidas pela
magnetizacao do material. Agora, além das correntes “livres” (“free”), temos também as “correntes de magnetizacao’, que
funcionam como uma fonte adicional para o campo magnético:

Como J,;;, = V X M, aLei de Ampére agora nos diz que:

* Podemos passar a magnetizacao para o lado esquerdo dessa equacao, e redefinir o campo magnético em termos de um
“campo magnético macroscopico":

|

—

Note, entretanto,que V - H = V.-B—-—V -M =—-YV -M ,masnao é necessariamente verdadeque V - M — 0!
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Condicoes de contorno

* Os mesmos calculos que nos levaram as condi¢des de contorno para o campo magnético podem ser aplicadas novamente, na
presenca de meios magnetizados. O resultado é que:

AB, =0 , e AH, =K,xi
Muitas vezes a primeira condicao pode também ser expressada como:

* Um exemplo simples de meios magnetizados ocorre quando o material possui uma magnetizacao linear:

—_— —

M~ B

_)
* De fato, é mais conveniente escrever a magnetizacao em termos do campo magnético efetivo (“macroscépico”) H , pois ambos
possuem as mesmas dimensaoes:

—

* Dessa forma, podemos escrever esse campo efetivo (agora chamado de “densidade de fluxo magnético”) como:

—

B =u H , com pu=puy(l+y,) expressandoa permeabilidade magnética do material.

[Exemplos no Mathematica.]
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Relacoes constitutivas -
&

* Materiais simples sem uma magnetizacao permanente tém propriedades tais que: é 6
B=uH , ondepuémuitopréximo de yi, (com uma parte em 10% ou 10°).

* Entretanto, alguns materiais (p. ex., materiais ferromagnéticos) apresentam um
comportamento bem mais interessante: eles possuem uma magnetizacao permanente.

- Essa magnetizacao permanente pode ser interpretada como uma tendéncia dos dipolos
magnéticos do material se alinharem espontaneamente, o que gera um momento de dipolo $ E
macroscopico, permanente. Esses materiais podem ter y >> !

* A magnetizacao desses materiais pode, claro, ser modificada, direcionada, quando aplicamos é 6

um campo magnético externo. Mas a magnetizacao do material persiste, mesmo depois que

retirarmos o campo externo.

B Flux Density

* Podemos até mesmo remover a magnetizacao desse material, aplicando um campo magnético peeniviy b/— en

oposto a direcao do campo magnético do material (ou seja, oposta ao dipolo magnético). / ;-

Coercivity
. . .ce , sy - . -H —e ¢ H
* O que isso tudo significa € que o campo magnético pode ser uma fungdo bastante interessante o soce / Magneting Force
in opposite direction
do campo magnético macroscopico (efetivo): o material tem uma "memdria’, como mostrado !

na“curva de histerese” .
~ . . . . Saturation ) Flux den§ity o
(Para uma demonstracao legal, veja https://demonstrations.wolfram.com/MagneticHysteresis/.)  nopositedirection ® inopposite directon
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Materiais magneticos

type spin alignment spin in simplified plot examples
all spins align parallel oX NoXcN-X Xo Fe, Co, Ni,
ferromagnetic to one another: spontaneous Gd, Dy, SmCog Sm,Co,,,
magnetization- M =a + b ¢ ¢ ¢ ‘ ¢ ¢ ¢ Nd,Fe, B
PR Bl it rivtrpmernrod B 8 8 6 88 9 Gl LTS IS
magnetization- M =a - b >0 ¢ , ¢ , ¢ ’ ¢ iron garnet (Y1G), GdCo,
periodic parallel-antiparallel ¢ * ¢ * ¢ * ¢
antiferromagnetic spin distribution: chromium, FeMn, NiO
v pir P Peoeed
ins tend to align parallel s 5
aramagnetic (: I:n :x:crna(l’ mag':lrlicr ﬁc‘;d' SS Qp' ooy [ovEem: sodium, aluminum,
e V=0@ H=0, M~0@ H>0 070% oo EAICIRE, BrAK.
spins tend to align antiparallel 3 .Oo ,g_,o_ superconductors, nitrogen,
diamagnetic to an external magnetic field o O <O <0~ copper, silver, gold, water,
M= 0@ H=0, M<0@ H>0 o 0 D= organic compounds
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Materiais magneticos

Magnetization
M = M(H)

Magnetic susceptibility
Amag ™ Aumag(7)

Remakes

M '

M s A ferromagnets: the susceptibility is
. N : large; the magnetization increases massively
{f "‘/ with h. above the curie temperature, t_,
» H T, > T paramagnetic behavior is observed.
M M v
B “ t ferrimagnets behave like ferromagnets,
- - - e except that the effect tends to be smaller. the
- -~ ' - - . .
J__ - - 1/y is not linear at t> t_
} » H TG I
vy v antiferromagnets: like paramagnets at t >
/ o t,. (neél temperature).
> H ' att <t . the y is small, but with a -
> T dependence quite different from paramagnets.,
M 1y
4 1 paramagnets: the y is slightly larger
/ than zero and decreases with t, plotted as
— > 1 1/%(1) - a linear relationship
v 1 , .
4 diamagnets: the susceptibility, x . is
—————# N negative and close to zero; and there is no
o temperature dependence
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Mass susceptibility ( m’ kg )

Materiais magneticos

'{—10‘5 ’ ’ ’
FeCoNi
6 .
+10 : y
.;Nd
-7 < Ce
+10 Mn ° °
i Y Pd
Cr 2
-8 o ©0F° s B
+10 ~ .® Ca TV .Sk A
Li Nigh! i Ru
+10” -
>
paramagnets o
diamagnets
_0
-10 °
; Co® .(; e® ;
i
T = B i o :‘;.0 B o ACd 1:.;,
-10 He ¢9C® " o5 LK L 9
s N 7 P Sb
0™ AT bl e s o bail ! TR, L s
10 20 30 40 50 60

Atomic number

Uma explicagcdo mais completa do diamagnetismo (e
da supercondutividade) terdo de aguardar até que
tenhamos discutido a Lei da Indugcao de Faraday
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Proxima aula:

- Lei de Faraday
* Inducao e transformacao de coordenadas

- Difusao magnética

« Leitura: Griffiths, Cap. 7.1-7.2

* Leitura complementar: Jackson, Cap. 5
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