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LIMITE DE FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS

Seja f uma funcdo de duas variaveis cujo dominio D contém pontos
arbitrariamente préoximos de (a, b).

Dizemos que o limite de f(x,y), quando (x,y) tende a (a,b),éL e
escrevemos

lim x,v) =L,
(x,y)— (a b) fay) =
se para todo ¢ > 0, existirum 6 > 0,tal que se (x,y) ED e

0< \/(x—a)z + (y —b)? < Sentdo |f(x,y) — L| < e.




LIMITE DE FUNQOES DE DUAS VARIAVEIS
Para calcular o lim f(x, y), é preciso entender como é o comportamento desta expressao

lim — L,
e R YD =

Z=f{x,y)
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(Xp> ¥p)

Figura 1




LIMITE DE FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS
Teste dos diferentes caminhos para a nado existéncia do limite

Assim, se acharmos dois caminhos diferentes de
aproximacao ao longo dos quais f(x, y) tenha limites
diferentes, segue entao que lim, ,, , ) f(X, ¥) Ndo existe.

Se f (x, v) — L, gquando (x, yv) — (a, b) ao longo do caminho C, e f (x, v) — L, quan-
do (x. ¥) — (a, b) ao longo do caminho Cz, com L1 # L2, entao limea_ v s f (X, ¥)
nao existe.




LIMITE DE FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS
Ja para as funcdes de duas variaveis essa situacao nao é
tao simples porque porgue existem infinitas maneiras de

(x, y) se aproximar de (a, b) por uma quantidade infinita de
direcdes de qualguer maneira que se queira
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Figura 2
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LIMITE DE FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS
Ponto de Acumulacao

Seja AcR™ e p,eA. Dizemos que p, € um ponto de acumulacado de A se :

Ve>0,B((py) "A={ple=od

Dt




LIMITE DE FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS
Funcé&o Limitada

Uma funcgado de duas variaveis f: A — R, onde A é um subconjunto de R?, é limitada se existir um
namero real M tal que |f(x,y)| £ M, para todo (x,y) € A.

Exemplo: Verificar se f(x,y) = sen(x + 2y) é limitada, pois para qualquer par (X, y) € R?, temos
que [sen(x + 2y)|<1.



LIMITE DE FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS

O célculo do limite de funcdes de duas variaveis pode ser simplificado, usando o Teorema do
Confronto e as propriedades de limite.

Se f(x,y) < g(x,y) < h(x,y) para ||(x,y) — (x0,¥0)l| < €, > 0 e se

lim x,y)=L e lim h(x,y) =L
(x,y)—’(ﬁxo,yo)f( ») (x.y)=(x0.Yo) ()

entao

lim x,v) =1L
(ey)—=(xo.Y0) g( y)




LIMITE DE FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS
Teorema de Infinitésimo

Se lim f(x,y)=0ese [glx,y)| <Mpara0 <|[(x,y) — (x0,¥0)|| <€,
(x,y)=(x0,¥0)

tais que €, M > 0, entao

( '/ - 54"!?1!‘[5?{?1'?
) g(x, )= 0
Voo

N -

lim
(x,y)—(x0.¥0)
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LIMITE DE FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS

Continuidade de Funcéo

Dizemos que a fun¢do f(x,y) é continua em um ponto (a,b) se, e

somente se, sdo validas as seguintes condic¢des:

(i) f(a,b) existe

(ii) (x.yl)ii%a,b) f(x,y) existe

Gi)  lim f(xy) =f(a,b)

(s Considerar (a, b) = (xo, vo)




