PME=

' i ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO egirbameviiyde Erigeniiarie Mechnizs

PME3100 Mecanica |

Notas de aula

Dinamica do Ponto -
Parte 2

Ronaldo de Breyne Salvagni
Agosto de 2021



Dinamica do Ponto

PME3100 Mecanica |
DINAMICA DO PONTO

Exemplo 3: (ponto vinculado) - Tdnel

O video “Michael Schumacher in the SLS AMG tunnel experiment (long-version) Ridgeway
Mercedes-Benz.mp4”, disponivel em www.youtube.com/watch?v=AvpSYrXdmio, mostra uma
manobra acrobatica com um automaével dentro de um tinel. Uma manobra similar, com bicicleta,
¢ mostrada no video “BMX_Full_Loop_Attempt - Red Bull_Full_Pipe_part_3.mp4”, disponivel
em www.youtube.com/watch?v=BB_KnqCXbcQ.

VVamos adotar um modelo fisico simplificado para a manobra com o carro, ilustrado na figura
abaixo, com as seguintes hipéteses:

'Fy tunel Y,

> - < 7 tunel
’

~ -
See"

vista lateral vista traseira

Tunel cilindrico - Ponto em trajetdria
helicoidal de passo constante

vista superior

Modelo fisico (hipoteses):
- 0 tunel sera representado por uma superficie cilindrica de raio R;
- 0 veiculo seré representado por um ponto material P de massa M;

- 0 movimento se inicia no ponto a uma distancia h do topo do tunel, com a direcdo do
veiculo fazendo um angulo de entrada oo com o eixo daquele;

- atrajetoria se desenvolve na superficie cilindrica do tunel. Supde-se que o angulo de avango
o Seja constante, ou seja, a trajetoria é helicoidal de passo constante — isso corresponde a
supor que ndo existam deslizamentos laterais do veiculo;

- 0 piloto, além de manter o volante fixo, ndo acelera nem freia o veiculo durante toda a
manobra, ou seja, ndo ha dissipacdo nem fornecimento de energia ao veiculo.

- para o video citado, vamos adotar os valores aproximados: « = 30°,R=4meh = 6 m.

O ponto O’ ¢ a projec¢éo ortogonal do ponto P no eixo Ox, e 0 &ngulo &€ o angulo que o0 segmento
O’P faz com areta paralela a Oz que passa por O’
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Vamos fazer um célculo aproximado dos seguintes valores:

(a) a velocidade minima que o carro deve ter ao iniciar a manobra (comecar a subir a parede
do tanel);

(b) o comprimento minimo do tinel necessario para completar a manobra;

(c) o tempo gasto para realizar a manobra.

Resultados anteriores:

R
senZa

- raio de curvatura da trajetoria: p =

- nas coordenadas intrinsecas (%, T, b):

- -
] = sena - cosOt — senfn + cos6 - cosab

Aceleracdo tangencial: d, = V¢t
vZ_,  sen’a

Aceleracdo normal: d,, = Sn== Vi
~ - - - .~ > VZ - .« > 2 =
Aceleracdo total: @ = d, +dy = VE+—-1i =Vi+ %Vzn
Resolucgéo:
Item (a):

W é 0 peso de P:
W =—-Mgj = —Mg(sena - cosOt — senfii + cos6 - cosaE)
N

\|5‘ éa reigéo da trajetoria sobrf P:
NN N = N,t + N,ii + N,b
y « \\ Temos, supondo que o ponto P desloca-se sem atrito na direcdo da sua
W trajetéria:
. N-t=0=>N,=0=>N =N, +N,b
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Lei fundamental:
YF=Mi=>N+P=Mi=
= N7 + Nyb — Mg(sena - cosd t — senf i + cos6 - cosa b) = M (Vf+ V;zﬁ) =
—g - sena-cos@ =V
=1 N, +Mgsenf = M%z
Ny, —MgcosO - cosa = 0

Em 6 = 90°, no ponto mais alto da trajetdria:

0=V
V2
N+ Mg =M=
Nb = O
Assim, para N,, = 0 (condicéo de nédo perder contato no ponto mais alto):

Vizg-p
Desta forma, a velocidade minima no apice da trajetdria sera:

R 4
Vinin =9 p = \[g “venfa \[9,81 "on?30° 12,5m/s

Pelo Teorema da Energia Cinética, entre o piso do tdnel e o ponto mais alto da trajetéria, temos:
1 1
SMVE =MV, + Mgh

Portanto:
R 4
V¢ =V +2gh= (- +2h)g=(—gs+2:6)- 981>
=>Vy=16,6 m/s =60 km/h

Item (b):
Da equacéo (1) anterior temos:
x= (006,

tga
No inicio do movimento 8, = —30° = —%rad e, nofinal, 8 = 210° = 7?”rad. Assim:

R 4 4 4
Ax=—="=——""=29m
tga 3 tan 30° 3
Obs.: para uma volta completa no cilindro, a distancia longitudinal percorrida seria:

4
2m =44 m
tan 30°

R
Ax =—2n =
tga

Item (c):

Sabemos que:

dx dx
V,=—=dt=—
dt V.

X

Do TEC:

IMv? =IMVE - Mgy = V?= (2

sen?a

+ Zh)g — 29R senf

Temos:
V =VE=V(cosal+sena- cosd— sena-send k)=
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=V, =Vcosa = (\[( o Zh)g —29gR sen@) cosa

Da equacéo (1):

R.d6
X = cosa
Assim:
R.d6
gt =% = L ()
2 .

Vx <\/( nZa +2h)g 29R senH)cosa \/(%+%>— senf \/ﬁsena

Portanto:

ae= (o)
J2g-sena fgo \/(cosecza+2> cend

Esta integral pode ser calculada numericamente, com @entre -30° e 210°. Por outro lado, 0
enunciado pede um calculo aproximado e, assim, vamos considerar que:

- A velocidade minima (no apice da trajetoria) é de 12,5 m/s, cuja projecao na direcao

horizontal é

v, = 12,5c0s30° = 10,8 m/s

- A velocidade maxima (inicial) é de 16,6 m/s, cuja projecao na direcdo horizontal é:

. = 16,6 cos30° = 14,4 m/s

Se 0 movimento ocorresse com a velocidade minima constante, o tempo decorrido para percorrer
29 m seria de'

At=——=27s
10,8
Seo movimento ocorresse com a velocidade maxima constante, o tempo decorrido seria de:
At=——-=20s
14,4

Portanto, o tempo decorrido estaria entre esses valores, e o resultado para um célculo aproximado
poderia ser a média de ambos, ou seja, igual a 2,4s.
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Exemplo 4: (DP.1) O bloco A tem massa m, e esta preso a uma mola ndo deformada de rigidez k
e comprimento l,. Se 0 bloco B de
massa mg é pressionado contra A e a
mola se deforma uma distancia d,

B determine a distancia que ambos 0s
blocos deslizam sobre a superficie lisa
antes de se separarem da mola. Qual é a
velocidade no momento da separacéo?

Resolug3o: A
| 0
TEC: AT = Tmola = % (mA + mB)vz = ‘
1 2 2 (d—>
Ek(x —-x5) (1) .
Separagdo: forca de contato F é nula A o
Mola: Fy, = kx
TR: Bloco A: Fis 5 .
YFE =myan > —Fy — F =mya,, = 1 A e — 5
= —kx — F = myay, (2)

Bloco B: Y E, = mgag, > F = mgag, (3)
Enquanto houver contato, a,, = ag, = X; substituindo em (2) e (3) e eliminando X:

F=—"T8% y_—0=x=0
ma+mp
Substituindo em (1): ; (m, + mp)v? = 2k(O d)=>v=d ———

Exemplo 5: (DP.5) O carro A, com 1800 kg de massa, e o carro B, com 1700 kg de massa, estao
em repouso sobre um vagdo com 20 Mg de massa que também se encontra em repouso. Os carros
A e B entdo aceleram e rapidamente atingem velocidades constantes em relagcdo ao vagao de 2,35
m/s e 1,175 m/s, respectivamente, para depois desacelerar até pararem totalmente na extremidade
oposta do vagado. Desprezando o atrito e a resisténcia ao rolamento, determine a velocidade do
vagdo quando os carros estdo se movendo com velocidades constantes.

Resolucgéo:
- velocidade (absoluta) do vagdo: V

- velocidades dos carros, relativas ao vagao: v, , € vg
- velocidades absolutas dos carros: v, = vy, +V evg = vg, +V
- sentidos positivos: para a esquerda

N&o ha forcas externas horizontais atuando no conjunto vagao + carros; portanto, a quantidade de
movimento horizontal desse conjunto (que € a soma das quantidades de movimento de cada
elemento) permanece nula:
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Qx = Qux + Qax + Qpx = MV + myv, + mpvp =
= MV + mA(UA’T + V) + mB(vB'r + V) =

=M +my+mg)V + MmyVy,r + Mg, =0 =

mava+mpvg _ 1800-2,35+1700:1,175 _  4230+1997,5

(M+mg+mg) 20000+1800+1700 23500
=>V=-0,265m/s

>V =
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Exemplo 6: O ponto material P, de massa m, desloca-se no plano vertical Oxy sob a acdo da
gravidade, deslizando sem atrito sobre um “toboga”, representado na figura pela curva plana AB,
definida pela equacdo y = h(1 — x2/b?). No instante inicial, o ponto P é largado na posicéo A,
com uma velocidade horizontal v, para a direita. Nestas condicdes:

a) faca o diagrama de corpo livre do ponto P, e obtenha a
relagao das componentes a, € a, da sua aceleragéo, em

funcéo de 6 e dos esforgos aplicados;

b) obtenha o valor méximo da velocidade inicial v, para
que o ponto P n&do perca contato com o tobogd em
nenhum instante durante o movimento. h

c) indique as forgas que realizam trabalho durante o
movimento, justificando a resposta, e obtenha a
expressdao do médulo da velocidade que o ponto P tera
na posi¢cdo B, em funcdo da velocidade inicial e dos
dados da figura;

d) expresse a velocidade de P em funcio de 0 e determine os versores de Frenet £ e 7.

Resolucéo:

a) Pela 22 lei de Newton, temos:
ma, = N sin 8 (1)
ma, = N cos@ —mg (2)

b) A forca normal de contato N ndo pode ser negativa; no limite, esta forca é nula.

Da equacéo (1), temos:
a,=0=>v, =vy,=>x =v4t (3)
e, da equacdo (2), temos:

a,=—g=>v,=—gt=>y=h—gt?/2 (4)

Substituindo (3) e (4) na equacdo da trajetoria, dada inicialmente, obtemos:

y:h(l—Z—j):,"h—g—;ZZh[l_(vz—?z]:>v5MAX:bzz_l;q

c¢) Né&o ha atrito, a forca normal N néo realiza trabalho (é sempre ortogonal a trajetéria) e o Gnico
trabalho é aquele realizado pela forca peso. Assim, pelo Teorema da Energia:

mv?  mvd

T—szghzv2=v5+2gh

d) Expresséo da velocidade do ponto P em fungdo de &
Temos, da equacdo da trajetoria:

dy 2hx b?tan 6 x?
tanf = — = >x=— >y=h(1-5)=

dx  b% 2h
_bztane

2
=h|1 —M — h[l _bztanzg] — h_bztanze

b2
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Teorema da Energia, usando a equacao da trajetoria:

mv?  mvi . b tan? 6\ b2 tan® 6 . 2 b2 tan2 9
P —mg(h—y)—mg(h—h+ s )—mg ™ :v—\[v0+2g ™
Assim:
- > . - — 2 bztanZG > . -
v=vcosOr—vsindj=>v= _|vyg+29 h (cos@T—sin@))
Para os versores de Frenet:
2 1_‘7) > = >
t=—=cos01—sinfj
v
€.
dt dH( o7 o7 - 1x dt| de; _, . 07
— = —(—sinf 17— cos =—n=>p=|—|=|-—|=>n=—-sinB7 - cos
ds ds J p P=ds ds J
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