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Método dos Minimos Quadrados

Uma situagdo que nos é apresentada com frequéncia em
observacdes quantitativas de uma variavel dependente y, cujos
valores s3o funcdo de um conjunto de variaveis independentes
(x1,...,x¢), consiste na considera¢do de dois ingredientes para
analise:

1. Modelo - Uma formulacio explicita da dependéncia de y em
fungdo das variaveis x = (x1,..., x¢), expressa em termos de
um conjunto de parametros {ap, a1,...,am}; ak € R euma
familia de fungdes {go(x), g1(x), - .., gm(x)}; gk() : R — R.
No contexto da nossa apresentacdo vamos considerar apenas
casos em que os modelos sdo lineares nos pardmetros

{a0,a1,...,am}, ou seja:

y = f(x) = aogo(x) + a181(x) + ... + amgm(x)
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Em diversas situacdes a definicdo das funcdes que compreendem a
familia {go(x), g1(x), - .., &gm(X)} é resultado de uma analise tedrica
que resulta em um modelo geral que pode ser considerado para
descrever um fendmeno em diferentes contextos. O conjunto de
pardmetros {ag, a1,...,am}; ax € R devem ser escolhidos de
forma a ajustar o modelo

y = f(x) = aogo(x) + a181(X) + . .. + amgm(x)

a um contexto especifico. Assim devemos considerar a familia
{g0(x), g1(x), ..., 8gm(x)} como dada e os valores dos pardmetros
{ap,a1,...,am}; ak € R devem ser obtidos levando em
consideracdo uma situacio especifica.
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Exemplo

Um movimento de queda livre consiste em um movimento com
aceleragdo constante (acelera¢do da gravidade) e portanto a
dependéncia da velocidade v(t) em fungio do tempo t é dada por
uma expressdo da forma:

v(t) =wvo + gt

onde os valores de vy e g caracterizam um particular contexto, por
exemplo um movimento de queda livre de um objeto com
velocidade vertical inicial vy lancado em uma localidade especifica
do planeta Terra onde a aceleracdo da gravidade g tem um valor
especifico. Neste exemplo:
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v

A variavel dependente é a velocidade v(t)

v

a variavel independente é o tempo t

v

O conjunto de parametros {ag, a1} sdo os valores de v e g.
(Vo =40, 8§ = 31)

v

A familia de fun¢des {go(t), g1(t)} estad definida por:
go(t) =1e gi(t) =t.

v

O modelo é v(t) = apgo(t) + a1g1(t).
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2. Resultados Empiricos (caso discreto )

variaveis independentes X,

Consiste em um conjunto de dados obtidos pela observagio de
valores da variavel dependente y para diferentes valores das

Y1

x" | yn
{6 y)} oy, i X ERG i € R



MAP2122
LMétodo dos Minimos Quadrados
Llntrodugﬁo

Exemplo

Na observacdo de um experimento de queda livre foram observados
os seguintes valores para v(t;) em fungdo de valores fixados
{ti},_1 5 da variavel independente t.

it A

1| 0| 0.51562
2| 1] 10.97913
3| 2 | 19.70396
4 | 3 | 33.66647
514 | 40.2618
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O modelo considerado,

v(t) = v + gt

explicita uma dependéncia linear de v(t) como fungdo de t e
portanto um grafico com pontos {(t',v(t'))},_, deve consitir
de uma reta. Porém é claro que ndo existe uma reta que contenha

o conjunto dos valores observados e portanto dos dados nio
definem diretamente os valores de vy e g.

Desta forma, a definicido dos valores dos pardmetros vy e g requer a
introducdo de um critério para a escolha da reta que resulta no
melhor ajuste do modelo aos dados observados (escolher uma reta
equivale a definir os valores de vp e g).
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'
Para definir um possivel critério de melhor ajuste, para cada valor

x'; i =1,...,n da variavel independente, consideramos a magnitude
da diferenca entre os valores obtidos y; para cada um dos valores x'
e os valores previstos pelos modelo

y(x') = a0go(x') + .. + amgm(x')

(dependentes da escolha dos pardmetros ay, ..., am)

lyi —y(x') |=

| Yi— [aOgO(Xi) +...+ amgm(Xi)] |;

i=1,..

N
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Um critério para a escolha dos valores dos pardmetros ag, ..., am
poderia ser, considerar a func3o:

Eass(ao, - am) = Y _ | yi — [a0go(x) + ... + amgm(x)] |
i—1

e escolher os valores de ag, ..., a, correspondentes ao melhor ajuste,
como sendo os valores para os quais Eags(ao, ..., am) assume seu
valor minimo.

Esta estratégia incorre em uma dificuldade técnica uma vez que a
fun¢do Eags(ao, ..., am) € ndo diferenciavel e por isso, o problema
de determinar os valores de ag, ..., a,, para os quais ela assume seu
minimo n3o tem uma soluc3o imediata.
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Para contornar esta dificuldade consideramos em lugar de
Eags(ao, .-, am) a fungdo:

n
; Fy 2
EQ(ao, ..., am) = Z (vi — [a0g0(X") + .. + amgm(x')])
i=1
e os valores de ag, ..., a, para os quais EQ(ao, ..., am) € minimo sdo
obtidos resolvendo:
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Como a fun¢do EQ(ao, ..., am) € uma funcdo quadradica nas

variaveis ag, ..., am, as derivadas parciais aai(_‘)(ao, weyd@m); J=0,..m
J

sdo funcdes lineares e portanto o sistema de equacdes acima
consiste em um sistema linear com m + 1 equagdes e m+ 1
incégnitas ag, ..., am.
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