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1 Introducao

Como foi visto para deformagoes, também ha diversas definigoes de forcas in-
ternas que agem em um sélido. Essas forgas internas formam um tensor de
segunda ordem que deve ser simétrico. Portanto as forcas internas sempre po-
dem ser quantificadas por seis valores e todas as defini¢oes diversas devem ser
equivalentes.

As forgas podem ser aplicadas em um sélido de duas maneiras: Na primeira
as forgas podem ser aplicadas na superficie (exemplos: pressdo, contato entre
dois corpos). Jé na segunda sdo as chamadas forcas de corpo, que agem no
interior do corpo (Exemplos: forgas gravitacionais, forgas eletromagnéticas) [1].

O "wetor de tracdo de superficie” representa uma forga agindo sobre um
elemento de drea infinitesimal de um corpo. Formalmente, defini-se o elemento
de area dI' onde age uma forga dP, entao:

. dP
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A forca externa resultante pode ser excrita como:

P= /F TdT (2)

A tensao verdadeira pode ser entendida como “vetor de tragdo de superficie”
agindo no corpo na configuragéo corrente (deformada).

O "wetor de tragdo de superficie” pode ser decomposto em uma componente
agindo paralela ao vetor de area, e outra componente agindo tangencial a esse
vetor, conforme mostra a figura 1.

O vetor de forgas internas denota uma forca agindo no interior do corpo por
unidade de volume df). Pode ser definida como:
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A forca interna resultante pode ser excrita como:

P= /Q pbdS (4)
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Figure 1: "wvetor de tracdo de superficie” e suas componente normais e tangen-
ciais [3]

Define-se também o vetor de tragao interno, t(n), que atua em um plano de
corte interno, de area dI" do corpo e é funcao desse plano.
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Considerando as forgas externas e internas, a resultante pode ser escrita
como:

P / PbdQ + / tdr (6)
Q T

Sabe-se que se realizarmos um corte em um corpo, submetido a carrega-
mentos internos e externos, a superficie desse corte, em um dos lados estard
submetida a vetores de tra¢do, assim como na outra superficie, pela terceira lei
de Newton, também estard submetida a vetores de tra¢cdo com mesma intensi-
dade porém em sentido oposto (Figura 2).

Em um caso mais geral, considere um vetor de tracdo em uma superficie dI'
com normal n, conforme indicado na figura 3. Nessa figura, as componentes do
vetor de tracdo em relagao a base ortonomal e; é dado pelas componentes t.;.

Pode-se entao escrever o vetor de tragao em relacao as suas componentes:

t=t_cini +1t_cang +t_c3n3 (7)

Portanto os vetores de tra¢do em diferentes planos de corte e que passam no
mesmo ponto sao relacionados de modo a atender a segunda lei de Newton. A
figura 4 apresenta a situacao descrita.



-_Ej—-

Figure 2: Segunda Lei de Newton

Figure 3: vetores de tracao



Figure 4: vetores de tracao

Ao realizarmos a somatoria das forgas que agem nesse tetahedro infinitesi-
mal, temos a seguinte relagao:

tdl’ — tldfl — thFQ — tgdrg + pbdQ = dea (8)

Onde b s@o as forcas de volume (df2) e a é a aceleragdo. Recordando que
dTl’;/dT’ = n;, e dividindo a equagdo anterior pot dI', chega-se na equagao.

ds2 2

ar PEG (9)
E pelo fato que df2 vai mais rapido para zero que dI' pois o volume é uma

relagdo cibica e a drea é uma relagdo quadrdtica, portanto d2/dI’ = 0, tem-se

a seguinte relagao:

t — ting — tang — tzng + pb

t— t1n1 - tgng - t3’ﬂ3 =0 (10)

Portanto os wvetores de tracdo que agem em planos com normais e; carac-
terizam completamente as forgas atuantes em um ponto. Segue que dado um
vetores de tra¢do pode-se obter os vetores de tragdo que agem em qualquer plano
de corte que passa pelo ponto em questao.

Agora considere um corpo que se deforma ao ser submetido a um esforgo
(interno ou externo). Considere novamente o sistema cartesiano ortonormal



e;. Considere que as componente do vetor de tracao agindo em um plano com
normais e; seja dado por T;(ey), T;(e2), T;(e3).

Definindo os componentes do tensor de tensao de Cauchy como sendo o;; =
T;(e;). Portanto o vetor de tragdo agindo em qualquer plano é dado pela férmula
de Cauchy T; = oy;n;.

O tensor de tensao de Cauchy caracteriza completamente as forcas agindo
internamente em um corpo deformado (formulagdo Euleriana). O significado
fisico do tensor de Cauchy é apresentado na figura 5 Note que as tensoes de
Cauchy representam as forgas por unidade de area do corpo deformado, por
essa razao a tensdao de Cauchy também é conhecida como tensdo verdadeira.
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Figure 5: Significado fisico do tensor de tensao de Cauchy.

Vale mencionar que através das leis de conservacao de momento linear e
angular pode-se provar que o tensor de Cauchy é simétrico 0;; = 0

2 Outras medidas de tensao

O tensor de tensdo de Cauchy (Forca corrente na configuragao corrente - de-
scrigao Euleriana) possui uma interpretacao fisica direta para o estado de forgas
atuantes em um corpo deformado. Porém existem outras medidas usadas para
tensao sendo que algumas delas nao possuem uma interpretagao fisica sendo so-
mente uma idealizagdo matematica utilizada para simplificar o equacionamento
dos problemas de mecanica do continuo.

Por exemplo o tensor de tensao de Kirchhoff, 7 = Jo nao possui uma inter-
pretagao fisica direta. Esta medida de tensao é utilizada em plasticidade onde
nao hd mudanca de volume.

Para outras medidas de tensao, vamos inicialmente estudar a mudanga de
um elemento de area da configuracao de referéncia para a configuragao corrente.



2.1 Foérmula de Nanson - Mudancga de area

Inicialmente considere um corpo com um elemento de drea dfo definida pelo
vetor normal 71p. Portanto pode-se escrever df‘o = npdly.

Considere que uma linha material qualquer, representada pelo vetor dx
passe por um ponto do elemento de &rea dI‘o de modo que dXo dI‘o > 0.
Portanto o cilindro formado pelo elemento de area dI‘o e pela geratriz dx possui
volume dVy = d)_'(o . dfo.

Considere agora que esse corpo passou por uma mudanca de configuracao
de forma que o elemento de area di" é agora definido pelo vetor normal 77, e de
maneira andloga pode-se escrever dl’ = fidl. J4 o volume do cilindro para a
configuracao corrente é dV = dX -dr.

A figura 6 ilustra a situag@o descrita anteriormente [2].

Figure 6: Mudanga de area.

. Sabe—sg que dV = JdVj, ou dX -dl = Jd)_fo . dfo. Também é conhecido que
dX = FdX,. Trabalhando algebricamente a relagao de volume tem-se:

dX - fidl = JdX, - 1ipdTg (11)
FdX, - itdl' = JC - ripdlg (12)
Como o vetor d)_i'o é arbitrario:

Fidl = Jripdlg (13)

Por fim chega-se na fémula de Nanson:

di> = JF~'dl'y = JBdI' (14)



2.2 Tensor de tensao de Piolla-Kirchhoff de primeira espécie

Da segunda lei de Newton temos a seguinte equagao para um corpo qualquer:

Q r Q

Note que essa equacgao é escrita para a configuragao corrente, portanto Eu-
leriana. Aplicando a férmula de Cauchy e o teorema do divergente a equacio
acima, em descricao Euleriana, é escrita como:

/ pbidQ + / 094 4y — / Q2 (16)
Q o Om;j Q

Uma vez que a equagao acima é vélida para todos os pontos que compoem
0 corpo, pode-se escrever:

801' 1
J .
= pu; 17
oz, (17)
Essa equacgao é a equagao de movimento Euleriana. Voltando agora para a
equagao da segunda lei de Newton, escrita na configuracao corrente, escreve-se
a mesma na configuracao de referéncia, ou Lagrangeana utilizando a férmula de
Nanson.

pbi +

/opobinQO—F/ JUiijkngdFOZ/opU.inQO (18)
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Onde dX} é o componente k do vetor dX,.

Note que a equagao acima, que é Lagrangeana, é bastante parecida com a
equacao da segunda Lei em descrigao Euleriana, portanto da equagao acima
define-se o tensor de tensao de Piola-Kirchhoff de primeira espécie. Esse tensor
também é conhecido como tensor de tensao nominal.

Py = JF,; oy (19)

Note que esse é um tensor de dois pontos, ou seja, relaciona a configuragao
corrente com a configuragao de referéncia. E por esse motivo, esse tensor de
tensao nao é simétrico.

No caso do primeiro Piola-Kirchhoff este pode ser entendido como a forga
na configuracdo corrente aplicada na area de referéncia.

Usando a defini¢ao do tensor de tensao de Piola-Kirchhoff de primeira espécie,
a equagao de movimento em descri¢ao Lagrangeana fica:

OPy; .
poby + = pov; (20)
f)mj




2.3 Tensor de tensao de Piolla-Kirchhoff de segunda espécie

Considerando que o vetor de forgas pode ser escrito como:

df = Fdfy (21)

Reescrevendo a equagao acima, lembrando que df = Pngdl'g, chega-se:

dfy = F~1Pnodly = F~'todTy (22)

Portanto define-se o segundo tensor de Piola-Kirchhoff como sendo S =
F~1P. O tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie também é conhecido
como tensor de tensao material.

Na pratica essas outras medidas de tensao nao possuem um significado fisico
muito claro, sendo que o tensor de Cauchy é o melhor definido fisicamente. Essas
outras medidas de tensao é melhor interpretada no sentido de forcas general-
izadas que sdo conjugados energéticos (realizam trabalho) de certas medidas de
mudanca de configuragao.

2.3.1 Medidas de tensao para pequenas deformacgoes

Ja para o caso de pequenas deformagdes, é possivel demonstrar via decomposigao
binomial, que os diferentes tensores de tensao sao equivamelentes 0 ~ 17 ~ P =

S.

3 Conjugado Energético

O trabalho realizado por uma forga é definido como o produto interno da forca
pelo deslocamento conforme a equagao abaixo:

W:/F~dx (23)

J4 a poténcia é definida como a taxa do trabalho. Tomando a quantidade
infinitesimal de trabalho como sendo dW = F' - dx, escreve-se a poténcia como:

dw dx

De maneira andloga a feita para forca e deslocamento, pode-se escrever a
poténcia em termos de tensao e taxa de deformacao.

Considerando que as forgas atuantes em um corpo podem ser internas e
externas, a forga total é escrita como apresentado pela equagao 5. Portanto a
poténcia pode ser escrita como:

Pot:/pb-de—F/tmdF (25)
Q r

Aplicando a férmula de Cauchy ¢t = no:



Pot = / pb - vdQ) + / on - vdl (26)
Q r

Aplicando o teorema do divergente:

Pot = / pb - vd§) + / div(o - v)dQ (27)
Q Q

Expandindo o segundo termo do lado direito da equacao 27:

Pot = / pb - vdQ) —|—/ div(o) - vdQ —|—/ o : div(v)dQ (28)
Q Q Q

Em notacgao indicial a equacao 28 é escrita como:

POlf:/pbividQ—F/O'Z'j)j’l}idﬂ—‘r/O'ij’Ui)de (29)
Q Q Q

Da segunda lei de Newton, escrita em notagao Euleriana na equagao 17,
isola~se o termo do divergente do tensor de tensdo de Cauchy e substitui na
equagao 28 (ou 29) resultando em:

Pot = / pb - vdQ + / (pv — pb) - vdQ +/ o : div(v)dQ (30)
Q Q Q

Expandindo a equagao 30, e recordando da taxa da energia cinética, obtem-
se:

1
Pot = i/ —pv - vdS) +/ o : div(v)dQ2 (31)

Por fim, o gradiente do vetor de velocidades é dado div(v) = v; ; = L. Esse
tensor de segunda ordem pode ser decomposto em uma parte simétrica (veloci-
dade linear) mais uma parte anti-simétrica (rotacées) L = D + W. Portanto
obtem-se:

d 1
Pot:—/fpv~de+/0:DdQ+/a:WdQ (32)
dt Jo 2 Q Q
Sabendo que o tensor de tensao de Cauchy, o, é simétrico é que o tensor
de rotagoes, W, é antisimétrico temos que o produto o4;D;; = —0;;Dj; =
—0;:Dj; = —04;D;;, portanto 20;;D;; = 0, segue que:
d 1
Pot=— | —pv-vdQ+ [ o:DdIQ (33)

Na equagao 33 facilmente verifica-se que a poténcia é resultante do movi-
mento do corpo (primeiro termo do lado direito da equac@o representada pela
taxa da energia cinética) e das deformagoes do corpo (segundo termo do lado
direito da equagao).

Do segundo termo do lado direito da equagao 33 verifica-se que o termo
que aparece com o tensor de tensao de Cauchy é o seu conjugado energético,



sendo que para o tensor de Cauchy é a parte simétrica do tensor gradiente de
velocidade D = %(j;’; + Z—ZZ).
Para obtermos o conjugado energético do tensor de Piola-Kirchhoff de primeira

espécie comecaremos pelo segundo termo do lado direito da equagao 33.

A= [ o:DdQ (34)
Q

Sabendo-se que D = (L + L7 tem-se:

A:1</0:LdQ+/U:LTdQ> (35)
2 \Ja Q

Como o é simétrico:

A:/QU:LdQ (36)

Temos que a taxa do tensor de mudanca de configuragao F' é dado por [3]:

dFZ‘J d 8331' (9’()1' 8112' 6$k
e dt (aX,, 0X;  Oxp0X, M (37)
Portanto L = %F‘l. Substituindo na equacao ?77.
dF
A= / o —F71dQ (38)
Q dt

Chamando % = F, e lembrando que dQ = Jdf, ou seja mudando da
descricao Euleriana para uma descricao Lagrangeana, a equagao 38 fica escrita
como:

A= / o FF~1JdQy (39)
Qo

Da equagao 19 onde foi obtido o primeiro Piola-Kirchhoff, e substituindo na
equacao 39, apés uma reordenagao dos termos, temos:

A= / P : FdQy (40)
Qo
Temos que o conjugado energético do tensor de Piola-Kirchhoff de primeira
espécie é a taxa do tensor de mudanca de configuragao.
O conjugado energético do tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie é

obtido de maneira andloga. Novamente comecaremos pelo segundo termo do
lado direito da equagao 33.

A:/QU:DdQ (41)

Pode-se escrever D = F~TEF~1, portanto, a equagao 41 fica:
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A= [ o: FTEF1dQ (42)
Q

Trazendo a equagao 42 para a configuracao de referéncia, temos:
A= / o: F"TEF~1JdQ (43)
Qo

Rearranjando os termos da equacao 43 e utilizando a definicao do tensor
de tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie dada pela equagao 22 (S =
F~1P = JF~'0F~T) chega-se na equacgio 44.

A= [ S:EdQ (44)
Qo
Portanto o conjugado energético do tensor de tensao de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie, S é a taxa do tensor de deformagao de Lagrange E.

4 Exemplo de aplicacao

Um exemplo simples do comportamento dos tensores de tensao pode ser dado

através de um ensaio de tragao de um elastomero, onde o volume se conserva.

Portanto pode-se escrever AgLy = AL. Rearranjando os termos dessa equagao.

Ag L

—=—=1+4c€ 45

1 I (45)

Sabendo que a tensao de Cauchy é dada por o = Force/A e que usualmente

a tensdo obtida nos ensaios de tragdo é dada por o™ = Force/Ap, que nesse

caso seria equivalente ao tensor de Piola-Kirchhoff de primeira espécie. Como a

forga aplicada nos dois casos é a mesma, tem-se 0 A = 0 Ay. Rearranjando essa
equagao e aplicando na equacao 45, tem-se:

o=0"9(1+¢) (46)

A equac@o 46 nos permite concluir que a tensao de Cauchy é praticamente
igual a tensao de engenharia para pequenas deformacoes. Mas a medida que a
deformacao aumenta, para o caso de tragao, a tensao de Cauchy é maior que
a tensao de engenharia. J4 para o caso da compressao a tensao de Cauchy é
menor (em valor absoluto) que a tensdo de engenharia.

Para o caso de um ensaio de tragdo/compressao com volume constante (J =
1) temos que o tensor de mudanga de configuragao é dado por:

1+4€ 0 0
F=| 0 (14712 0 (47)
0 0 (1+¢)~1/2

E o inverso é dado por:
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(1467t 0 0
Fl= 0 (14 €)l/? 0 (48)
0 0 (1+¢€)'/?

Portanto o tensor de Piola-Kirchhoff de primeira espécie é dado por:

P =g (49)
E o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie é dado por:
oy
S = 50
(1+€) (50)

A figura abaixo mostra o comportamento dos diferentes tensores de tensao
para esse caso.

3 L L L L L 1 L L
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Deformagao

Figure 7: Comportamento dos diferentes tensores de tensao para ensaio de
tragao em um elastomero conservando o volume.
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