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Resolucdo de Sistemas Lineares - Método de Gauss

O algoritimo conhecido como Método de Gauss é desenvolvido a
partir de dois "ingredientes"basicos:

Resolu¢do de Sistemas Lineares Triangulares
Procedimento de escalonamento.



MAP2122
L_Sistemas Lineares
L Método de Gauss

O Método de Gauss consiste em um algoritmo que surge
naturalmente da questdo sobre existéncia e unicidade de solucdes
de Sistemas Lineares envolvendo n equacgdes e n incognitas.

Para melhor entender esta observacdo, considere um sistema de
equacdes lineares da forma:

aixi + awxe + -+ 4+ ap-1Xp—1 + ainxn = b
a1x1 + axnx + + an-1Xp—1 + awxp = by
anx1 + amxe + - + apmm—1Xn—1 + anmXn = b

)

onde {ajj}1<ij<n € {bi}1<i<n sdo coeficientes dados e os valores
das incégnitas {x;}1<i<n sdo fixados pelas equagdes (1).

] = =
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Observe que no caso em que a;; # 0; 1 </ < n, as equacgdes
podem ser reescritas na forma:

— 1
X1 7 (b1 — a12xe — a13x3 — -+ — A1p1Xp—1 — A1nXn}
1
o = -{b2—axxi —a;xs— = a2-1Xp-1 — 320X}
. f— 1 . . —_ e .. . — .- . —_— et e — .
X = g {bj — ajixa Tt -1Xj-1 = @jj+1Xj+1 jnXn}
1
Xn = . {bn — ap1X1 — ap2Xo — - — dnp—2Xp—2 — annflxnfl}
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forma:

Utilizando notagdo matricial nés reescrevemos um sistema linear na

a1 a ain—1 ain X1 by
arl am asp—1  an X2 bo
dnl an2 - dpn—1

: (2)
dnn Xn bn
As informagdes que definem as equagdes do sistema (i.e. os valores
dos coeficientes ay e by )podem ser organizadas em uma dGnica

matriz E, a qual denominamos de matriz estendida:

ai
ari
E J—

aiz ain—1
a2

ain b
arn—1 axn bo

an2

3)

ann—1 ain bn
a

N
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sistema tem a propriedade

A quest3o de existéncia e unicidade da solucdo de um sistema linear
da forma (2) é facilmente respondida no caso particular em que o

ajj=0 se 1>]

a11x1

+
aXxp

+

(4)
+

Escalonados e o sistema de equac¢des (1) é da forma:
+  anx

Sistemas com esta propriedade sdo denominados de Triangulares ou
+

aln—1Xn—1

+
an—1Xn—1

a1nXn
+ anXn
an—1n—1Xn—1 + an—1nXn

dnnXn

i
—
O
N
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Quando a;; #0; 1 < i < n, a solugdo de Sistemas Lineares
triangulares pode ser obtida pelo seguinte algoritimo recursivo

Xp =

1
—~[b,
ann[ ]

1

Xpn—1 = —[bn—l - an—lan]

apn—1n—1

n

1
xj = —[bi = > aikx]
! k=i+1

(6)

1 n
X1——b1— a1 kXk
811[ ; ' ]

[m]



MAP2122
L_Sistemas Lineares
L Método de Gauss

Assim a existéncia e unicidade da solucdo € equivalente & condic3o:

a,-,-;AO; 1§i§n (7)

Observe que esta condicdo pode ser sintetizada na forma:

D= H aji 75 0 (8)
1<i<n

O valor de D & chamado de Determinante. Em geral, quando
D =0, o conjunto das colunas da matriz A ndo constitui um
conjunto de vetores Linearmente Independentes de R" e neste caso
o sistema é indeterminado se b € R" & um vetor no subespaco
definido pelas combinaces lineares das colunas de A ou impossivel
se b ndo pertence a este subespago.

u]
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O sistema tem solugdo indeterminada se para as linhas em que
a;j = 0, temos valores xi; k > i de forma que

n
[bi— > aix] =0,

k=i+1
caso contrario o sistema é impossivel.
No caso mais geral em que a condigdo (4) ndo esta satisfeita, a
questdo de existéncia e unicidade pode ser respondida considerando
o procedimento de escalonamento descrito a seguir, o qual consiste
em efetuar transformacées na matriz estendida E de forma a obter
uma nova matriz E cujo sistema linear associado é triangular e,
equivalente ao sistema original no sentido de que os conjuntos
solugcdes coincidem. Assim a existéncia e unicidade da solu¢3o do
sistema original fica estabelecida pela existéncia e unicidade do
sistema escalonado equivalente.

u]
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Procedimento lterativo de Escalonamento

Primeira lteracdo

1.1 Condensagdo pivotal

Consiste em efetuar uma eventual troca de linhas na matriz E

de forma a obter uma matriz estendida com a propriedade
lain| <laul, 1<i<n

1 .2 Definicdo de multiplicadores

Efetuada a condensac3o pivotal, definimos multiplicadores mj;

1<i<n:

mjp = aji1—;

1<i<n
a1l

N
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Como consequéncia da condensagdo pivotal, |m;;| < 1. Observe
também que os multiplicadores m;; est3o definidos desde que

ai1 # 0. Apés implementada a condensacio pivotal, aj;;3 =0
somente se todas as entradas na primeira coluna da matriz E forem
nulas, indicando que o sistema & indeterminado ou impossivel.
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1.3 Substituicdo de linhas

Utilizando os multiplicadores efetuamos as seguintes trocas de
linhas (1 < i< n):

(i — ésima linha) — (i — ésima linha) — m;; x (1a. linha)

aj — aik —mjnaw; 1< k<n 1<i<n

b; — b; — mj1by; 1<i<n
com este procedimento obtemos uma nova matriz estendida em
que as entradas na primeira coluna, aj; 7 > 1, s3o nulas pois

1
ajl — mj1aiy = aj1 —aji—ai1 =0

N
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Segunda lteracdo

2.1 Condensacdo pivotal

Consiste em efetuar uma eventual troca de linhas na matriz E
de forma a obter uma matriz estendida com a propriedade

laio| < laxol; 2<i<n
2.2 Definicdo de multiplicadores

2<i<n

Efetuada a condensacgio pivotal, definimos multiplicadores m;»

Mj2 = aj2—;

2<i<n
ano
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Como consequéncia da condensag&o pivotal, |mj»| < 1. Observe
também que os multiplicadores m;» estio definidos desde que

ax # 0. Apés implementada a condensacdo pivotal, axp =0
somente se todas as entradas na segunda colunas da matriz E com
indices de linha 7 > 2 forem nulas. Como apés a la. iteracdo as
entradas na primeira coluna para estas linhas s3o iguais a zero,

a» = 0, ap6s efetuada a condensacdo pivotal, implica em que o
sistema é indeterminado ou impossivel.
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2.3 Substitui¢do de linhas

Utilizando os multiplicadores efetuamos as seguintes trocas de
linhas (2 < i < n):

(i — ésima linha) — (i — ésima linha) — mj> x (2a. linha)

ajk — aik — Mppazk; 1< k<n 2<i<n
b,-—>b,-—m,-2b2; 2§i§n

com este procedimento obtemos uma nova matriz estendida em
que as entradas na primeira coluna, aji; i > 1, s3o nulas devido ao
fato de que apés a 1la. iteracdo, aj1 = 0; / > 1. Também as
entradas na segunda coluna, aj; i > 2, sdo nulas pois

ajp — Mjpax = ajp —ajp—axn =0
an2
] = =
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k . lteracdo

k .1 Condensacdo pivotal

Consiste em efetuar uma eventual troca de linhas na matriz E
de forma a obter uma matriz estendida com a propriedade

laik| < |akkl;

k<i<n
k .2 Definicdo de multiplicadores

k<i<n:

Efetuada a condensac3o pivotal, definimos multiplicadores m;

1
mijx = ajk—

k<i<n
akk
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Como consequéncia da condensagdo pivotal, |mjx| < 1. Observe
também que os multiplicadores m;, estdo definidos desde que
axk 7 0. Também como consequéncia da condensa¢do pivotal,
axx = 0 somente se todas as entradas com indices de linha i > k
na k-ésima coluna da matriz E forem nulas. Como apés as
iteragdes anteriores temos a;; = 0 quando j < ke i > j, ag =0
ap6s a condensacdo pivotal indica que o sistema é indeterminado
ou impossivel.
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k.3 Substituicdo de linhas

Utilizando os multiplicadores efetuamos as seguintes
substituicdes de linhas:

(i—ésima linha) — (i—ésima linha) — mjy x (k—ésima linha)

aj —aj—miay;; 1<j<n k<i<n
b;i — bj — mjby; k<i<n

com este procedimento obtemos uma nova matriz estendida com
entradas a; = 0; quando j < k e i > j.Estas entradas sdo nulas
devido ao fato de que apés as iteragdes anteriores, aj;

= 0 quando
j < kei>jeparaa k-ésima coluna,

ajk — Mjkakk = ajk — ajk—akk = 0
Ak
=] =
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As transformag¢des envolvidas na condensacgdo pivotal (passos k.1
do procedimento de escalonamento) sdo implementadas pela
multiplicagdo de E por matrizes de permutacdo simples P. (i.e.
multiplicagdo por uma matriz P com a propriedade de que p;j =0
ou 1; em cada linha e em cada coluna de P existe apenas uma
entrada n3o nula e na diagonal de P existe no maximo duas
entradas nulas). Por exemplo a troca da linha i com a linha j &
implementada por uma matriz de permutagdo em que p;; = p;i = 1.

Matrizes P com estas propriedades tem inversa e P~1 = P, de
forma que se x é tal que Ax = b entdo PAx = Pb e se y & tal que
PAy = Pb entdo Ay = b. Assim sistemas lineares Ax = b
associadosa matriz estendida E e PAx = Pb associado a matriz
estendida PE s3o equivalentes no sentido que seus conjuntos
solucdes coincidem.
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Exemplo

)

11111
2.2 2 2 2
333 33
4 4 4 4 4
55 5 55

11111
2.2 2 2 2
55 5 5 5

1 00 0O
01000
0 00O0T1
00010
00100

|

4 4 4 4 4
33333

|
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:

As transformag¢des envolvidas nas substituicdes de linhas (passos
k.3) sdo implementadas pela multiplicacdo de E por uma matriz S
com as propriedades:

si=1, 1<i<n
existe apenas uma entrada ndo nula fora da diagonal de S.

Por exemplo a troca de linhas:

Sik = —Mij.

(i — ésima linha) — (i — ésima linha) — my x (k — ésima linha)
é implementada multiplicando a matriz E por uma matriz S com

N
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Observando que $* = S~! existe e & definida por:
si =1; 1 <i< ne existe apenas uma entrada ndo nula fora da

diagonal de S*; s¥ = mjx, podemos concluir que que se x é tal que

1
Ax = b entdo SAx = Sb e se y é tal que SAy = Sb entdo Ay = b.
Portanto sistemas lineares Ax = b associadosa matriz estendida E
e SAx = Sb associado & matriz estendida SE s3o equivalentes no

sentido que seus conjuntos solucdes coincidem.
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Exemplo

1 0 0 0
—mp; 1 - 0 0
0 0 0

0 0 1
a1 a1z

a21 — M21d11 a2 — Mziai2

an—11 an—12

a11 a12

az1 a2

an—11 an—12

an1 an2

d2p—1 — M21d1p—1

an—1n—1

din—1

a2n—1

an—1n—1

dnn—1

a1n

azn

an—1n

ain

az, — meialn

an—1n

ain

9

RN Ge
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Com estas observacdes podemos concluir que o sistema triangular
obtido no final do processo de escalonamento é equivalente ao
sistema original pois todas as transformacdes envolvidas sdo
implementadas pela multiplicacdo por matrizes que possuem
inversas assegurando a equivaléncia dos conjuntos solu¢es.

it
N
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No caso particular em que todos os passos de condensacdo pivotal
n3o requer permutac3o de linhas, o processo de escalonamento é
implementado multiplicando a matriz estendida original por uma
matriz L ™! resultante do produto das matrizes que implementam as
substituicdes de linhas;
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L=

0 0 0 0 1 0 0 0

0o 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 o0
0 o0 0 0 0 0 0 10
0 0 0 —mp—1 1 0o o0 —Mpp—2 0 1
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 -mx 1 0 O 0
—m3z 0 1 0 0 0 0o 1 o0 0

0 0 0 1 o0 0 0 0 0

0 0 0 o0 1 0 0 o o0 1

u]
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:

Como observado anteriormente, cada matriz neste produto tem
produto:

inversa, de forma que a inversa de L™1, é obtida pelo seguinte
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'
L=
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
may 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 ms; O 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0o 1 0 0
(V0] 1 0 0 (V]
0 0 0 1
0 O
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:

Nos préximos slides fazemos alguns dos produtos que definem L
iniciando da direita para a esquerda.
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1 0 o0 0 0 10 0 o0 0
01 0 0 0 01 0 0 0
0 0 1 0 o0 0 0 0o 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 Mu—z 0 0 0 0 mpy_y 1

1 0 0 0 0
01 o0 0 0
I : : : (10)
0 0 - 1 0o 0
0 0 0 1 0
0 0

it
N)
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0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 (V] 1 0 0
0 0 Mp_1p—2 1 0 0o 0 0 1 0
0o 0 0 0 1 0 0 Mpp—2  Mpp—1 1
1 0 0 0 0
0 0 0 0
= . . . (11)
0 1 0 0
0 Mp—1n—2 0
0 Mpp—2 Mgz 1

it
N)
pe)
i)
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1 0 0 0 0O 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0o 0 O 0 0 0 0 0
0o 0 1 0o 0 O (V] 1 0 0 0
(V] 0 1 0 O 0o 0 0 1 0 0
0 0 Mp_1p—3 0 1 0 0 0 0 Mp_1p—2 1 0
0o 0 0 0 0 1 (V] Mpp—3 Mpp—2 Mpp—1 1

1 0 0 0 0 0

0o 1 0 0 0 0 0

= o 0 .- 1 0 L. 0 (12)

0o 0 0 1 0 0

0 0 MmMp_1p—3 Mp_1p—2 1 0

0 0 Mpp—3 Mpp—2 Mpp—1 1

RN Ge

u]
o)
I
i
it



S
MAP2122

L sistemas Lineares
L Método de Gauss

1 0 0 0 0O 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0o 0 O 0 0 0 0 0 0
0o 0 1 0o 0 O 0o 0 1 0 0
(V] mp_2,—3 1 0 O 0o 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 Mp—_1p—3 Mp_1p—2 1 0
0o 0 0 0 0 1 0o 0 Mpp—3 Mpp—2 Mpp—1 1

1 0 0 0 0 0

0o 1 0 0 0 0

= o 0 .- 1 0 L. 0 (13)

0o 0 Mmp_2p_3 1 0 0

0 O MmMp_1p—3 Mp_1p—2 1 0

0 O Mpp—3 Mpp—2 Mpp—1 1

u]
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Efetuando todos os produtos obtemos:

[ =
1 o - 0 0 0 0
my 1 0 0 0 0
ms31 Mmso 1 0 0 0
= : : : : : : (14)
0 0 s mp_on—3 1 0 0
0 0 crr Mp_1p—3 Mp—_1pn-2 1 0
0 0 T Mpp—3 Mpp—2 Mpp—1 1

Assim L consiste em uma matriz triangular inferior (L; = 0; j > i)
com entradas igual a 1 na diagonal de Ljj = my;; i > j.

=} 5

RN Ge
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Observamos que dada a matriz A, temos:

a1

a;z
a3
ass

L71A
El ) din-1 ain
an-2 an—1 an
an—2 an-1 asn
5n—2n—2 5n—2n—l §n—2n
0 5n—1n—1 5n—1n
0 0 ann

RN Ge
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1 0 0 0 0 0
mo1 1 0 0 0 0
m31 msp 1 0 0 0
L= :
0 0 mp_2n-3 1 0 0
0 0 Mp_1n—3 Mp_1p-2 1 0
0 0 Mnn—3 Mpp—2 Mpp—1 1
il a2 a3 - dip-2 ain-1 ain
0 3» a3 -+ adp2 dp-1 32
0 0 &3 -+ 3p2 3p-1 33y
U=
0 0 0 “++ ap—2n—2 dp-2n-1 an—2n
0 0 0 0 an—1n-1 an—1n
0 0 o -- 0 0 ann
or <& = = T 9ae
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Definindo a matriz U por:

U=L"1A

Temos ent3o:

L(LTIA) =LU=A

ou seja, quando o sistema linear & determinado, a matriz A pode
ser decomposta como um produto de uma matriz triangular
inferior, L com uma matriz triangular superior, U.

Em geral uma matriz A ni3o singular, a menos de premutacdes em
linhas, admite decomposicdo como um produto de uma matriz

triangular inferior, L e uma matriz triangular superior U, ou seja
A= PLU.
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