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1 Introducao

Em alguns problemas de interpolagao com muitos pontos, o uso de interpolagao
polinomial leva a solugoes que oscilam muito. Uma técnica muito usada nes-
tes casos é interpolacao polinomial por partes, sendo os splines cibicos muito
populares devido a boas propriedades de aproximacao e permitir gerar curvas
suaves a partir dos valores tabelados de uma funcao.

Os objetivos deste exercico-programa sao introduzir os splines ctibicos e apre-
sentar um caso simples de sistemas lineares envolvendo matrizes com estruturas.
Veremos que para os calculos precisaremos resolver sistemas lineares cujas ma-
trizes sao tridiagonais, estritamente diagonais dominantes. Neste caso, o uso do
método de eliminagao de Gauss sem trocas de linhas e sem condensagao pivotal
é estavel numericamente e pode ser implementado eficientemente.

2 Definicoes
Considere uma parti¢ao do intervalo [a, ]
a=x9 <21 < - <Tp_1<xTp=2>=

em n subintervalos [z;—1,2;], 1 < i < n, e sejam y; = f(x;), 0 < i < n, o8
valores de uma fungao f nos pontos da particao. Um spline cibico interpolador
da tabela (z;,y;), 0 < i < n, subordinado & partigao, é uma funcao S(x) tal
que:

a) S(z;) =y, 0<i<n.

b) A restrigao de S a cada subintervalo [z;_1, z;], 1 < ¢ < n, é um polindémio
de grau menor ou igual a 3.

c) S, 5" e S” sado continuas em [a, b].

O termo spline foi cunhado pelo matematico I. J. Schoenberg em conexao com
alguns problemas de ajuste de dados estudados por ele. Spline é o nome em
inglés de uma régua fina flexivel usada para desenhar curvas suaves passando
por pontos prescritos. Usando teoria da elasticidade linear, pode-se mostrar que
estas curvas sao aproximadamente polindmios cibicos por partes com derivadas
até ordem 2 continuas.



3 Construindo splines ciibicos

Os splines cibicos interpoladores podem ser carcterizados pelos valores y; da
fungao e pelos valores
m; = S”(xi)

da derivada segunda de S nos pontos da partigao. Para isso, denote por

Si(x) = S(x), =€ lxi—1,2]
as restri¢oes de S aos intervalos [z;_1,x;] e por h; = x; — x;—1 08 comprimentos
destes intervalos, 1 < i < n. Entao,

Ty — X r—T;—1
S{/ xXr) = m;—1 + ——————m,;.

Integrando a expressao acima duas vezes e usando a propriedade de interpolagao
(SZ(ZZ?,) = Si+1(£€i), 1 < ) <n-— 1) obtemos

Ti—T T —
Si(z) = Yi—1 + yi + (1)

h; h;
hj T, — X 3_J]i—$ ) + T — Tj—1 3_.’1?—3%‘,1 ‘
6 h; h, | h, T

onde a férmula é vélida para z € [z;_1,2;]. Note que ela ji incorpora as
condigoes S e S” continuas (por que?). Para determinarmos as incégnitas my,
usamos a continuidade de ', ou seja, Sj(z;) = Sj,;(2;), 1 <i <n—1. Usando
estas relagoes em (1) e ap6és uma manipulagdo das expressoes chegamos ao se-
guinte sistema de equagoes

i hit1
—my 1+ 2m; + —————m; 1 = d; 2
hi + hit1 ! hi + higq i ( )

para 1 <i<n—1, onde

6 Yirl —Yi  Yi — yi—l)
d; = - ) 3
hi + hitq ( hit1 h; ®)

Note que (2) é um sistema linear com n — 1 equagdes e n + 1 incégnitas.
Pode-se mostrar que a matriz do sistema tem posto maximo, e portanto ha uma
infinidade de splines cubicos interpoladores. Para caracterizar um tnico spline, é
necessario impor condigoes adicionais. Veremos a seguir algumas possibilidades.

4 Caracterizacoes de splines cubicos

Veremos nesta se¢gao algumas possibilidades para se obter um tinico spline ctibico
interpolador .

a) Spline ciibico natural: é obtido impondo-se que as derivadas segundas
de S em zg e z,, sejam nulas, isto é, mg = m,, = 0. Este é o spline gerado
pela régua flexivel.

1Veja a Segdo 2.4.2 de J.Stoer, R.Bulirsch, Introduction to Numerical Analysis, Third
Edition, Springer, 2002



b)

. 1. . ! f! I
Spline cibico completo: se conhecermos os valores y, = f'(zo) € y;, =
f'(z5) da derivada de f nos extremos do intervalo, acrescentamos duas
equagdes ao sistema (2) a partir de S (zg) =y, e S, (x,) = y,,. Verifique
como exercicio quais sao estas equagoes.

Condicao "not a knot”: Este spline, proposto por Carl de Boor, é
obtido impondo-se que nos intervalos [zg, 23] € [Tn—2,Z,], S seja um
polinémio de grau menor ou igual a 3. E como se ”desligdssemos os
nés”zy e r,—1. Estas condigbes sdo equivalentes a S7'(x1) = S5 (x1) e

" (xn—1) = S (xn—1), gerando o seguinte sistema (n — 1) X (n —1): a

primeira equagéo em (2) é modificada para

h h
(2+}l;)m1+(1—}l;>m2=d17

a equagao n — 1 é modificada para

hy, hn
<1 — hn_l) Mp—2 + (2 + hn_1> Mp—1 = dn,1

e para 2 < i < n — 2 usamos as mesmas equagdes de (2). Uma vez

calculados mq,...,m,_1, obtemos mg e m,, por
m h1+h2m hlm m hn—1+hnm hn, m
0= —7 M1 — "Mz} Mp=—""7"—"""Mp_1— 7 Mp_2
h2 h2 hn—l hn—l

Spline cubico peridédico: quando f é periddica de periodo b — a, temos
Yo = Yn. Podemos obter o spline ctibico peridédico impondo-se mg = m,, e
S'(xg) = S'(x,). As equagdes para my,...,m, ficam iguais a:

e ;= 1: use mg = m, para obter

ho n hi
m m
hi+hy ° hi+hy "

2m1 + = dl.

e 2 <i<mn-—1: use as equagoes dadas por (2).
e i =n: Use S/ (x,) = Sj(xy) para obter

ha

- — " g, o2m,, =d
h1+hnm1+h1+hnmt 1+ 2my n

onde a expressao (3) com i = n deve ser avaliada usando-se h, 11 = hy
€ Yn+1 = Y1-

Nos casos a), b) e ¢), o sistema linear resultante é tridiagonal e pode ser

resolvido eficientemente pelo método de eliminagcao de Gauss, como descrito
no Apéndice 1. No caso d), a matriz é tridiagonal periddica, e uma maneira
de se resolver o sistema linear é descrita no Apéndice 2. Uma vez calculados
os valores m;, 0 < ¢ < n, podemos calcular S(x) para qualquer z € [a,b].
Determine o indice i tal que = € [z;_1,2;]. Calcule entdo A = (z; — z)/h; e

B=(x—wx;_1)/h; =1— A. De (1) temos

2
S(x) = Ay;—1 + By; + % [(A® — A)m;_1 + (B> — B)my] .



5 Curvas bidimensionais suaves

Uma aplicagao de interpolacao com splines ciibicos é a construcao de curvas
suaves no plano passando por n + 1 pontos Pj, com coordenadas dadas (z, yx),
0 < k < n, onde uma representagao geral na forma y = f(z) nao é possivel.
Portanto, devemos usar uma representagao paramétrica

T = x(t)7 Yy = y(t)v (4)

onde t denota o parametro. Podemos assumir que os valores tg, t1,...,t, dos
parametros correspondentes aos n+1 pontos estao em ordem crescente de magni-
tude. Construimos entao dois splines ciibicos que interpolam as fungoes tabela-
das (tg,zr) e (tg,yx), 0 < k < n, por meio dos quais obtemos uma representagao
paramétrica (4).

O comprimento de arco da curva seria o parametro ¢ mais apropriado. Como
ele nao é conhecido a priori, os valores t; para o parametro sao usualmente
escolhidos como sendo as distancias entre pontos consecutivos:

to=0, tp=tp1+\(xr —xp-1)2+ (yr —ys-1)2, 1<k<n.

Para gerar a curva entre Py_; e Py, os splines cubicos z(t) e y(t) devem ser
avaliados com o parametro ¢ percorrendo o intervalo [tg_1, tx].

6 Tarefa

Parte 1) Implemente um programa para construir os splines cibicos in-
terpoladores natural, completo e not a knot, dados os pontos x; e os valores
y; de uma fungdo nestes pontos, para 0 < i < n. O programa deve calcu-
lar os valores m;, 0 < ¢ < n, para cada um dos trés casos, resolvendo-se
os respectivos sistemas tridiagonais como descrito no Apéndice 1. O pro-
grama quando necessario deve permitir o calculo dos valores dos splines
em pontos diferentes dos pontos ;.

Como teste para o seu programa, considere a funcao

f@)=5=—. zefo.1]

Para cada valor de n = 10, 20, 40, 80 e 160, contrua os splines ctibicos
interpoladores natural, completo e not a knot em relacao aos pontos

xi=— e y=f(z;), 0<i<nm
n

e estime o erro entre cada spline e f calculando

k

|f(z1) — S(z1)|, com % = Tooo

max

0<k<1000
onde S denota um dos trés tipos de splines. Imprima n e os respectivos
erros para cada spline. O que vocé observa? Estime para cada spline a

poténcia de h = % com a qual o erro tende a zero. Discuta os resultados.



Parte 2) Implemente um programa que usa splines cubicos periédicos
para a construcao de curvas fechadas no plano, dadas as coordenadas de
n + 1 pontos Py, Pi,...,P,, onde P, = Py. O programa deve calcular e
imprimir os valores ¢ do parametro, = (t;) e y” (tx), 0 < k < n. Imprima
também o valor de n e as coordenadas dos pontos Pj. Os sistemas lineares
devem ser resolvidos pelo método descrito no Apéndice 2. Teste o seu
programa com os seguintes dados:

k0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
r, 25 19 13 9 5 22 1 3 8 13 18 25
Yy b5 75 91 94 9 75 5 21 2 35 45 5

Para ver a curva obtida, calcule (z(t), y(t)) para vérios valores do parametro
t além dos valores ty, e plote a curva formada pelos pontos com estas co-
ordenadas.

Apéndice 1: Sistemas lineares tridiagonais

Considere o sistema linear tridiagonal

bix1 + 1o = &
a;Ti—1 +bix; +eripr = diy, 2<i<n-1
AnTp_1+ by = dy

Ao resolvermos este sistema pelo método de eliminagao de Gauss, a matriz trian-
gular superior U ¢é bidiagonal, sendo que U; ;11 = ¢;, e os Unicos multiplicadores
necessarios sao os l;+1,; (VERIFIQUE!). Usando este fato, podemos resolver
o sistema com O(n) operagdes aritméticas. O algoritmo pode ser descrito da
seguinte forma:

Triangularizacdo
Uy = b1
y1=di
parai=2,---,n faga

l = a;/u;—1 (multiplicador)
U; = bl — lCi,1
yi=di —lyi—1
fim
Apés a execugdo deste lago, a diagonal de U e o lado direito modificado

ficam armazenados em u e y, respectivamente. A solucao do sistema linear é
entao calculada por:

Substituicao regressiva
Lp = yn/un
parai=n—1,---,1 faca
zi = (Yi — i Tit1)/ui

fim

Para matrizes diagonais dominantes, este algoritmo é numericamente estavel,
nao sendo necessario usar condensacao pivotal.



Apéndice 2: Sistemas tridiagonais periodicos
Considere o sistema linear

bix1 + cize + ar1xy, = d
aA;T;—1 + bldh + Cixi+1 = di, 2 S Z S n — 1
Cnx1+_anmn71_%bnxn dn

Sistemas lineares deste tipo aparecem na construgao de splines cubicos periddicos
e em varias outras situagoes envolvendo periodicidade. Eles podem ser resolvi-
dos a partir do método de eliminagdo de Gauss para sistemas lineares tridiago-
nais da seguinte forma.

Denote por A seguinte submatriz de ordem n — 1 da matriz A do sistema:

bl C1
az by C2

S
I

pn—2 bp_a cn_2
an—1 bn—l

Entao, o sistema Ax = d pode ser escrito na forma
Az +x,u=d

0T% + by, = dy

onde ¥ = [x1,%9,...,Tpn_2,Tn_1]7, @ = [a1, 0,...,0, ¢n-1]T (n—1 dimensional),
¥ =[cn,0,...,0,a,]T (n—1 dimensional) e d = [dy,ds, . ..,dn_2,d,_1]*. Logo,
d, — o7z - . -
Tp = ———= € T=2—x,7,

onde g é a solugdo do sistema linear Ajj = @ e Z é a solucdo do sistema linear
AZ = d, ambos com matriz tridiagonal de ordem n — 1. Estes sistemas podem
ser resolvidos com o método do Apéndice 1.

Boénus: Como temos que resolver dois sistemas lineares com a mesma matriz
tridiagonal A, é melhor obtermos a decomposicdo LU de A e depois resolver os
dois sistemas. Implemente esta decomposicao LU e resolva os sistemas, explo-
rando a estrutura de A. Nao use a matriz cheia. Armazene as informacoes em
vetores convenientes e trabalhe apenas com eles.
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