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7. Teoria da firma: custos

7.1. Maximizacao de lucros com um fator variavel

O lucro é definido como a diferenca entre a receita total e o custo total da atividade produtiva.
A receita total é o produto da quantidade produzida (supostamente vendida) pelo preco do
produto. O custo total é o produto da quantidade de insumo utilizada pelo pre¢o do insumo.
Como a quantidade produzida é uma funcdo da quantidade de insumo utilizada, podemos
considerar que a varidvel de controle do produtor é a quantidade de insumo utilizada, e
escrever a fungao lucro como uma func¢do da quantidade de insumo utilizada na producao.

T=py— WX

T=pf(x)— wx

:>d7r_ df _
Tmax dx_pdx w =

df

Tmax = pa— w

A condi¢do de maximizagao de lucro pode ser expressa da seguinte maneira: se a quantidade
escolhida do insumo maximiza o lucro, entao o valor do produto marginal desse insumo é
igual a seu preco. No exemplo estudado na aula anterior, o produtor tem a liberdade de dar a
quantidade de suplemento que quiser para suas vacas, mas, dependendo de sua decisdo, ele
pode deixar de aproveitar uma oportunidade de lucro, ou desperdi¢car recursos. Vamos
considerar uma fungdo de produgao que tenha produto marginal decrescente, e chamar de x a
quantidade de insumo escolhida pelo produtor e de x* a quantidade de insumo que maximiza
o lucro. Se x < x*, entdo o valor do produto marginal é maior que o prego do insumo e o lucro
poderia ser aumentado, por meio da utilizacdo de mais insumo. Se o lucro (associado a
quantidade x de insumo) puder ser aumentado, entdo o lucro da produgdo que utiliza a
guantidade x de insumo ndo é maximo. Se x > x*, o valor do produto marginal é menor do que
o preco do insumo. E como se a vaca comesse RS 1 de suplemento para produzir a mais RS 0,8
de leite. E facil perceber que uma reducdo da quantidade de suplemento aumentaria o lucro.
Entdo, para o lucro de uma produc¢do com produto marginal decrescente ser maximo é preciso
que x = x*.

Suponha que a funcdo de producdo que relaciona a quantidade de concentrado a quantidade
de leite seja y = 0,75x%°, com os demais fatores de produc3o fixos. Supondo o preco do leite a
$ 0,50/kg e o preco do concentrado a $ 0,25/kg, é possivel encontrar a quantidade 6tima de
insumo x* e a quantidade 6tima de leite por vaca y*.
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Preco do leite p = $ 0,50 / kg
Preco do concentrado w = $ 0,25 / kg

14 4

y = 0,75x05

, p.dy/dx = 0,1875x0:5
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= Produto === Produto Marginal

=== Valor do Produto Marginal === Preco do Concentrado

No Grafico, determinamos a quantidade 6tima do insumo variavel (concentrado) por meio da
condicdo de que o valor do produto marginal do insumo é igual a seu preco. E techicamente
possivel fazer a vaca dar mais leite, mas, do ponto de vista econémico, o lucro seria menor.

Se houver mudanca nos pregos do leite (p) e/ou do concentrado (w), a quantidade 6tima de
concentrado, x*, (e a quantidade 6tima de leite por vaca por dia, y*). Um aumento do preco
do leite, mantido o preco do concentrado constante, aumenta os valores de x* e y*; um
aumento do preco do concentrado, mantido constante o prego do leite, diminui os valores de
x* e y*.

p.dy/dx4 p.dy/dx4
w w

— X < X

(b) aumento do prego do leite (a) aumento do prego do concentrado

E importante observar que y* existird apenas se o insumo apresentar rendimentos
decrescentes. Considere, por exemplo, uma fung¢do de producdo com rendimentos constantes:
y = ax, em que y é a quantidade de produto, x, a de insumo, e a é o coeficiente técnico de
transformacdo do insumo em produto (uma unidade de insumo permite produzir de forma
eficiente “a” unidades de produto, ou, para se obter uma unidade de produto é necessario
empregar 1/a unidades de insumo). O lucro é dado por = py —a' y. As condicBes de primeira
ordem da maximizacdo do lucro implicam que p = 1/a. Observem que essa condi¢do ndo
depende da quantidade produzida, ndo existindo uma quantidade finita y* que maximize o
lucro.
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7.2. Custos de produciao em uma fung¢ao de produc¢iao com
um fator variavel

Ao empregar fatores de producdo e insumos, o produtor incorre em custos. Alguns fatores e
insumos sao adquiridos no mercado, com precos conhecidos. Outros fatores de producdo sao
de propriedade do produtor, e sdo utilizados sem pagamento em dinheiro. Essas despesas nao
pagas devem ser computadas no custo de produgdo?

Para decidir essa questdo é preciso entender a natureza do custo, de um ponto de vista da
teoria econdmica’. Custo, em Economia, estd associado a escolha: se a dona de casa escolhe
fazer um bolo, ela escolha também abrir mdo de certa quantidade de farinha, de alguns ovos,
acucar, etc., além de alguma quantidade de combustivel para assar a massa e de seu préprio
tempo. Todos esses bens valiosos poderiam ter outro uso, ou ainda permanecer estocados. O
tempo que a dona de casa alocou na producdo do bolo poderia ser empregado para outra
atividade, até mesmo para o lazer. Entdo, o bolo custou os ingredientes da receita, mais o
combustivel, mais o servico dos equipamentos de cozinha, mais o tempo da dona de casa. O
custo do bolo é tudo o que foi sacrificado para que o bolo existisse.

Custo, no sentido de sacrificio ou beneficio alternativo nao realizado, é designado como custo
de oportunidade. Nas empresas familiares, os proprietdrios realizam diversas funcdes
administrativas e operacionais, ser receber salario. O trabalho dos membros da familia, mesmo
gue ndo seja pago, representa, do ponto de vista econOmico, um custo, pois as horas
trabalhadas na empresa familiar poderiam ser usadas em outras atividades, inclusive no
trabalho remunerado para terceiros. O saldrio que os membros da familia deixam de receber é
o custo de oportunidade do trabalho na empresa familiar.

Em alguns casos, o custo de oportunidade é facilmente identificado com um montante de
dinheiro. Quando o produtor compra insumos ou sementes, ele abre mao de certa quantia em
dinheiro. O custo de oportunidade do insumo é o pre¢o pago. Em outros casos, o custo de
oportunidade ndo é observavel, pois se refere ao valor de transacGes “virtuais”: qual seria o
salario que o trabalhador por conta prdpria receberia se trabalhasse para um empregador?
Qual seria o valor do arrendamento da terra que o produtor cultiva? Ainda que, em alguns
casos seja dificil de avaliar, para a Economia, custo é o custo de oportunidade associado a uma
escolha.

Estudaremos agora o custo de uma produgdo que tem apenas um fator variavel e um conjunto
de fatores fixos. A quantidade dos fatores fixos é dada ao longo do ciclo de producdo, e ndo
pode ser alterada. O produtor controlard apenas a quantidade do fator varidvel, e,
indiretamente a quantidade produzida. Uma parte do custo total é o custo de dispor dos
fatores fixos. Essa parte ndo varia com a quantidade produzida e é chamada de custo fixo. O
aluguel de um ponto comercial, por exemplo, ndo guarda propor¢ao com o faturamento do
negdcio: mesmo que ndao venda nada, o comerciante deve pagar o aluguel. O outro
componente do custo é o custo varidvel, pois varia com a quantidade produzida. Para produzir
mais, é necessario utilizar uma quantidade maior de insumos, e isso custa mais caro. Os custos
variaveis podem ser evitados, se o produtor decidir ndo produzir; os custos fixos sdo
inevitaveis, ao menos no curto horizonte temporal em que ocorre a decisdo de quanto
produzir.

1 . ™ . e~ . ~ . .
Como veremos adiante, a contabilidade tem definicdes e procedimentos que ndo coincidem

totalmente com os da teoria econémica.
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Custo Total (y) = Custo Fixo + Custo Variavel (y)

O custo variavel é o custo da menor quantidade de insumo tecnicamente necessaria para se
obter a quantidade y de produto. A inversa da funcdo de producao informa a quantidade de
insumo necessaria a producdo eficiente para cada quantidade de produto:

y=f(x) dy/dx>0 (func3o de producio)
x = f(y) dx/dy >0 (insumo requerido na produgdo)

Sendo x; a quantidade de cada fator fixo, w; o preco (ou custo de oportunidade) dos fatores
fixos, x;a quantidade do fator variavel, e w; o preco do fator variavel, a fungdo custo é:

COY= ) wixi + w f7)
i=1

Retomando o exemplo do concentrado oferecido as vacas para aumentar a producao de leite,
poderiamos escrever o lucro apenas como uma funcdo da quantidade produzida. A hipdtese
aqui é a de que a firma é tomadora de precos, isto é, ela é incapaz de fixar os precos do
produto e/ou do insumo unilateralmente.

T=py—WwX

Contudo, x ndo é qualquer quantidade de insumo, mas a menor quantidade suficiente para
produzir a quantidade y. Se invertermos a fun¢do de producgdo, encontraremos a quantidade
de insumo eficiente associada a cada quantidade de produto. A inversa da fungdo de producdo
informa a quantidade de insumo requerida para produzir determinada quantidade de produto.
Sendo y = f(x) a fungdo de produgdo, podemos representar o lucro como uma funcdo da
guantidade produzida:

x =f71(y)

T=py—-wf ()

Nessa equacdo, o termo py é a funcdo receita total e w f(y) é a fungdo custo. Se o lucro for
maximo, teremos

dm

— =0
dy

dX_O
p Wdy_

_ dx
p_wdy

A condicdo de maximizac¢do de lucro significa que, se existir uma quantidade y* que maximize
o lucro, entdo, quando essa quantidade for produzida, o preco do produto sera igual ao custo
marginal. O termo dx/dy informa qual é o aumento da utilizagdo do insumo se houver um
aumento marginal (muito pequeno, infinitesimal) da quantidade produzida. O requisito
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marginal de insumo (dx/dy) multiplicado pelo preco do insumo fornece o custo marginal, que
pode ser interpretado como a “velocidade” com que o custo cresce quando se aumenta a
guantidade produzida.

No exemplo da produgdo de leite em que o concentrado é o insumo varidvel haviamos suposto
que a funcdo de producio era representada pory = 0,75x">, ou seja, a quantidade adicional de
leite é igual a trés quartos da raiz quadrada da quantidade de concentrado. Tanto o produto
guanto o insumo s3o dados em kg/vaca/dia. P preco do leite era S 0,50 / kg e o do
concentrado, $ 0,25 / kg. A quantidade de concentrado necessaria para obter o leite é dada
pela inversa da funcdo de producéo x = (4/3 y)>. O lucro como func¢do da quantidade produzida
e dos precos do produto e do insumo é representado pela equacgao:

7 (y) = py — wx(y)
n(y)=0,5y—0,25(4/3y)’

Para obter a quantidade y* que maximiza o lucro, inspecionamos as Condi¢des de Primeira
Ordem (CPO):

dp/dy=0->0,5-2.0,25.(4/3)°y*=0
y* = 0,5625 kg leite/vaca/dia

A quantidade de suplemento necessaria para produzir y* é, por coincidéncia, 0,5625 kg
concentrado/vaca/dia.

7.3. Produto marginal dos fatores fixos (curto prazo)

Os fatores varidveis sujeitos a rendimentos decrescentes sdo utilizados até o ponto em que o
valor do produto marginal iguala o pre¢o do fator. Com os fatores fixos essa condi¢do ndo se
verifica:

(i) Mesmo que o produto marginal seja maior que o prego do fator, ndo é possivel
aumentar a quantidade utilizada na produgdo. Por exemplo, a drea do estabelecimento
agropecuario ndo é facilmente ajustada, mesmo que o valor do produto marginal da terra seja
alto.

(ii) Um fator fixo abundante sera utilizado até seu produto marginal ser nulo. Como o
custo de ter a quantidade fixa do fator ndo pode ser mudado, qualquer contribuicdo positiva
desse fator melhora o resultado do produtor. Quando o produto marginal de um fator é igual a
zero, é muito provavel que o estabelecimento agropecudrio ndo utilize toda a quantidade
disponivel desse fator (por exemplo, deixando terras sem uso econémico).

(iii) Um produtor que maximiza o lucro nunca utilizard o fator fixo em niveis que ele
apresente produto marginal negativo.

Para generalizar os resultados obtidos até aqui vamos representar a quantidade disponivel de
um fator fixo por q e a quantidade utilizada por x. Nesse caso, o produtor maximiza lucro se

dy
—_— _ = O
P (g —x)
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Note que essa condicdo serd observada se (i) o produto marginal dy/dx for zero, (podendo
sobrar a quantidade q — x do fator fixo) e/ou (ii) ndo sobrar nenhuma quantidade n3o utilizada
do fator fixo (q = x).

E comum, por exemplo, estabelecimentos agropecudrios familiares apresentarem alta
produtividade da terra e baixa produtividade do trabalho. Em geral, os estabelecimentos
agropecudrios familiares tem drea pequena, comparados aos estabelecimentos que empregam
intensivamente mao-de-obra assalariada, e uma relativa abundancia de trabalho dos membros
da familia. Apesar de o produto marginal da terra ser elevado, o agricultor familiar ndo
consegue aumentar a quantidade de terra empregada na producdo, pois seria preciso capital
para adquirir o direito de uso de terra (compra ou arrendamento) em localizacdo que
permitisse o uso dos recursos existentes no estabelecimento, como as de um estabelecimento
vizinho. A produtividade é baixa porque o mercado de trabalho tem imperfei¢cdes (custos de
informacdo, mobilidade, sazonalidade da demanda, etc.) que o levam a ndo absorver toda a
oferta potencial de mao-de-obra. Assim, mesmo com baixa produtividade, o trabalho no
estabelecimento familiar €, em muitos casos, a melhor alternativa para o agricultor.

7.4. Maximizacao de lucros com dois ou mais fatores
variaveis

Quando temos mais de um fator varidvel, surge o problema de determinar qual é a
combinag¢do 6tima dos fatores varidveis, isto é, qual a combinagdo que minimiza o custo de
produgdo. A solu¢do depende de se os fatores sao complementares, substitutos perfeitos ou
fatores que apresentam simultaneamente certo grau de complementaridade e de
substitutibilidade.

No caso de insumos complementares, os insumos sdo utilizados em proporgdes fixas. A fungdo
de producdo para o caso de dois insumos variaveis é

y = min {axy; bx,}

Os coeficientes técnicos a e b sdo fixos e correspondem ao inverso da menor quantidade
necessaria do respectivo insumo para se produzir uma unidade do produto. Para se produzir
uma molécula de dgua sdo necessarios dois atomos de hidrogénio e um atomo de oxigénio:

nimero de moléculas de agua = min {1/2 nimero de 4tomos de hidrogénio ; 1 niumero de
atomos de oxigénio}

ou seja, com vinte atomos de hidrogénio e trinta &tomos de oxigénio podemos fazer apenas 10
moléculas de agua, “sobrando” 20 4tomos de oxigénio. A quantidade produzida de moléculas
de agua serd o menor numero escolhido entre a metade do nimero de 4tomos de hidrogénio
e o nimero de atomos de oxigénio.

A fungdo custo de uma tecnologia com insumos complementares perfeitos é

Cly)=w;1l/ay+w,1/by=(w;1/a+w,;1/b)y
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No caso de substitutos perfeitos, o produto pode ser obtido com qualquer um dos insumos
separadamente, ou ainda com qualquer combinacdo dos dois substitutos perfeitos. A funcdo
de producdo é separdvel, no sentido de que é possivel identificar separadamente a
contribuicdo isolada de cada um dos insumos para a producdo:

y = ax, + bx,

Um exemplo préximo de insumos substitutos perfeitos é dado pelo etanol e pela gasolina
usados em veiculos flex. O produto, isto é, o percurso em quildmetros, é uma funcao das
qguantidades de etanol e/ou de gasolina colocadas no tanque:

Km percorridos =10 km/I . quantidade de etanol (l) + 15 km/I . quantidade de gasolina (l)

O consumidor escolhera a alternativa que permite cumprir o percurso desejado ao menor
custo possivel. Uma fungdo custo com insumos substitutos perfeitos é:

Cly)=min{w;1/ay;w,1/by}

Observe que, se os precos dos insumos forem proporcionais a seus produtos marginais, isto &,
w; /a = w, /b, qualquer combinac¢do dos insumos substitutos perfeitos terda o mesmo custo. Se
os precos ndo forem proporcionais aos produtos marginais do insumo, o dispéndio minimo
para produzir y serd alcancado com a utilizacdo de apenas um insumo, o que apresentar
melhor relagdo beneficio (produto marginal) / custo (preco).

A fungdo custo da o menor dispéndio necessario para produzir determinada quantidade de
produto, dados os precos de insumos e fatores de produgao.

As isoquantas (secdo 4.5) contem todos os conjuntos de quantidades de insumos que
permitem produzir a mesma quantidade de produto. Uma isoquanta é um subconjunto do
conjunto de possibilidades de producdo, definido pela propriedade de que cada elemento
desse subconjunto, constituido por cestas de insumos, é capaz de produzir a mesma
quantidade de produto. Vamos definir agora um outro subconjunto do conjunto de
possibilidades de producdo: vamos agrupar todas as cestas de insumos que custam o mesmo
valor. Esse subconjunto é o isocusto, definido, no caso de dois insumos varidveis por

WiX1 + WXy = k

em que w é o prego do insumo, X, sua quantidade, e k>0 é uma constante.

X1 A

WiX1 + WXy = k
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Um isocusto define implicitamente uma funcdo em que a quantidade de um insumo depende
da quantidade do outro insumo:

X1 = k/wy — (W2/W1) X,
O coeficiente angular da linha de isocusto é - w,/w;. Um aumento do preco do insumo 1 reduz
a inclinacdo da linha de isocusto; um aumento do preco do insumo 2 aumenta a inclinacdo. Um
aumento no dispéndio, mantidos os precos constantes, desloca a linha de isocusto para cima e

para a direita.

Vamos juntar a linha de isocusto (linha continua) e a isoquanta (tracejada) referentes a
complementos perfeitos em um mesmo grafico.

X1 A

No caso, a cesta de insumos (0 ; x,*) é a que permite produzir a quantidade y ao menor custo
possivel.

Quando a escolha envolve insumos que sdo substitutos e complementos imperfeitos, a escolha
da cesta de insumos que minimiza o dispéndio associado a producdo de certa quantidade
torna-se um pouco mais complicado, pois as isquantas sdo estritamente convexas. O gréfico
apresenta um mapa de isoquantas convexas.

X1 A

»
»

X2

O problema da firma pode ser colocado de duas formas equivalentes: (i) encontrar as
quantidades x;* e x,* que permitam produzir determinada quantidade y* ao menor custo
possivel, ou (ii) encontrar as quantidades x;* e x,* que com certo orcamento permitam
produzir a maior quantidade y* de produto possivel.
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A cesta de insumos (x.* ; x,*) que minimiza o custo de produzir y* pertence a isoquanta | (y*).
Isso quer dizer que é tecnicamente possivel fazer a quantidade y* com a referida cesta de
insumos. Além disso, a cesta de insumos (x;* ; x,*) deve pertencer a linha de isocusto (c) de
menor valor, isto é, a linha que estiver mais a esquerda e a baixo. A linha c, esta associada a
um custo menor que as demais linhas representadas no grafico. Entretanto, com as
combinagdes de insumos contidas na isocusto ¢, ndo é tecnicamente possivel produzir a
quantidade y*. A linha de isocusto c; tem dois pontos associados a cestas de insumos
suficientes para produzir y* (pontos A e B), mas y* pode ser produzido com custo menor. O
ponto C é a interseccdo da isoquanta ao nivel y* com a isocusto de menor nivel que tem
pontos comuns com a isoquanta.

Na cesta que minimiza o custo de produzir y*, a linha de isocusto tangencia a isoquanta. As
duas linhas (isocusto e isoquanta) tem a mesma inclinagdo apenas no ponto C. Vimos que a
inclinagdo da linha de isocusto é — w,/w; , e a inclinagdo da isoquanta é a taxa marginal de
substituicdo - dy/dx, / dy/0x,. Portanto, na cesta que minimiza o custo de produzir y* os
precgos dos insumos sao proporcionais aos respectivos produtos marginais.

Podemos tratar do problema dual fixando primeiramente certo orcamento (custo), para
depois procurar a cesta de insumos que permite produzir a maior quantidade tecnicamente

possivel.

Quanto mais acima e a direita, maior a quantidade associada a isoquanta. O grafico representa
uma isoquanta que é tecnicamente impossivel de ser alcancada com o custo predeterminado.

X A

A solucdo do problema corresponde ao ponto em que a linha de isocusto tangencia a
isoquanta. A partir da solu¢do do “problema do produtor” encontra-se a fungao custo.
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7.5. A funcao custo associada a funcao de producao Cobb-
Douglas

A funcdo Cobb-Douglas® é usada largamente em Economia, tanto para representar relacdes
insumo — produto (fungcdo de producdo), como para representar as preferéncias do

consumidor. Com duas varidveis independentes, sua forma é:y = Axlaxzb, em que A, a, e b, sdo
constantes.

O problema do produtor consiste em minimizar o dispéndio para produzir a quantidade v,
escolhendo as quantidades adequadas dos insumos 1 e 2, considerando os respectivos precos.
A funcdo objetivo é o dispéndio associado a aquisicdo dos insumos, e a restricio é a
quantidade a ser produzida.

C(w,y)=min W,X, +W,X,
tal que X'x) =y

O par (x¢* ; X,*) que resolve o problema de minimiza¢do de custo condicionada é o mesmo
que soluciona a minimizacdo incondicionada da Funcdo Lagrangeana, em que A é o
multiplicador de Lagrange®:

L = W, X, +W,X, —i(xfxg - y)

As condi¢Oes de primeira ordem sao:
=w, —dax} x5 =0
=w, —Abx'x) " =0

=x2x) -y =0

NIE P

Dividindo-se as duas primeiras equag¢des das C.P.O., obtem-se uma relagdo entre as
quantidades étimas x;* e x**, que permitira escrever uma em fungdo da outra: x** = f(x;*, y).
Com isso, é possivel escrever a fun¢do de produgdo como fungao da quantidade de apenas um
dos insumos.

2 Engenheiros navais ingleses, que utilizaram a forma funcional proposta por Knut Wicksell para estudar
empiricamente a indUstria naval. Cobb, C. W.; Douglas, P. H. (1928). "A Theory of Production". American Economic
Review 18 (Supplement): 139-165.

? Calculadas nas quantidades x,* e x,* que solucionam o problema, a restricdo e a fungdo objetivo sdo tangentes,
tendo portanto a mesma inclinagdo: 9C/dx, / 0C/dx, = dy/dx, / dy/0x,, entdo existe um numero A diferente de zero
tal que aC/dx; = A 0y/0x; e AC/Ax, = A 0y/0x,. O multiplicador de Lagrange (L), na minimiza¢do de custo, informa a
sensibilidade da fungdo objetivo, o custo, a variagdes marginais na restrigdo, ou seja, na quantidade produzida (em

quanto o custo serd reduzido se reduzirmos “um pouquinho” a produgdo: o multiplicador corresponde ao custo
marginal.
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a-1,,b
wo_oaxg X, _ax _ bx,w,
T hyaybl T 2
W,  bx'X, bx, aw,

T

* _ aWZ b a+b

X" = y
bw,

Encontramos a quantidade 6tima do insumo 1, como uma fungdo dos precos dos insumos e da
guantidade produzida. Repetimos o procedimento para o insumo 2.

a-1,,b
ﬂ_ aXl X2 _ axz X = aX2W2
== £ —=__ < | =

w, bx*x" bx bw,

ax,w, : b
— < < | X, =
( bw, j 2=y

aw, | a
2| x&=
(ble 2 =Y

aw, )
Xa+b: 2
2 ( bw, ] y

P 1

w_| AW, |20

X7 = y
bw,

A funcdo custo é obtida pela multiplicacdo dos pregos dos insumos pelas respectivas

quantidades étimas (Zwx*).

b
aw. atb 1 aw. atb 1
C W, =W. 2 a+b + W. 2 a+b
(w,y) {bwlj y Z(bwl] y

b -a

b — b 1

a \a+b a \a+b LT

C(w,y)= (—j +(—j Warbwa+b yarh

Vamos a um exemplo numérico. Os pregos dos insumos 1 e 2 sdo respectivamente 0,5 e 0,25,

e a funcgdo de producdo é y = x,””°x,>*. A quantidade a ser produzida é 100.



94

C(w,y)=min 0,5x, +0,25x,

0,75 025

tal que x;’ =y

As condigdes de primeira ordem (C.P.0.) da minimizagdo da func¢do lagrangeana sao:

oL

- 0,5 —2(0,75x; %% x3**) = 0

oL

— =10,25-2(0,25x7°x;%7*) = 0

ors (0,25x; )
Z_,Lf xY75x9?% — 100 = 0

A partir das duas primeiras C.P.O, obtem-se uma relacdo entre as quantidades dos dois
insumos que deve ser verificada na solucdo do problema. A terceira C.P.0O. informa

simplesmente que o nivel de producado especificado deve ser alcangado com as quantidades de
insumo x;* e x,*.

oL
fox, 0,75x°%5x0%5 05

= =
0,75 _—0,75
aL/axZ 0,25x,""°x, 0,25

2
0’75x_1:0’5 = Xy = §x1<=> Xy = Exz

N3o sabemos ainda quais sdo as quantidades que solucionam o problema, mas sabemos que a
quantidade do insumo 1 devera ser dois tercos da quantidade do insumo 2. Sabemos também

que é preciso produzir 100 unidades. Substituindo a quantidade do insumo 2 na fun¢do de
produc¢ao temos:

2 0,25
x75 (3x1) =100

xj =100 (2/3)_0'25 = 1107

Xy = 2[5 x, = x3 =738

As varidveis independentes da fungdo custo sdo a quantidade produzida e os pre¢os dos
insumos. Para obté-la, podemos escrever:

xi=y (¥y) " exi=2Yyxi
Cly,w)= wy (2/3)_0,25 + w; (2/3)}/ (2/3)_0 ”

Cow) =y (3/3) 7 (05 +0,25 2/5)
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Cly,w)=157y

7.6. As formas das curvas de custos

Assim como a fung¢do de produgao, a fungdo custo total € monotonicamente crescente. Esse
fato é consequéncia do requisito de eficiéncia econdmica: se a funcao de producdo nao fosse
crescente, um aumento da quantidade de insumo ndo causaria um aumento da quantidade de
produto; a quantidade adicional de insumo teria sido desperdicada e isso conflita com a nocao
de eficiéncia. De modo semelhante, se fosse possivel aumentar a producdo sem aumentar o
custo, a producdo inicial ndo era eficiente. As funcbes de producdo e custo total estdo
intimamente relacionadas, pois ambas incorporam o requisito de eficiéncia.

As funcdes de producdo e de custo total sdo como imagens espelhadas uma da outra: se a
funcdo de producdo é cbncava, a funcdo custo é convexa. A concavidade da funcdo de
producdo decorre dos retornos decrescentes de um ou mais fatores de producdo, ou, se
tratamos do curto prazo, do efeito de fatores de producdo fixos. Se os fatores de producdo
tornam-se menos produtivos a medida que a produgdo aumenta, o custo aumenta a taxas
crescentes, pois para cada unidade adicional de produto sdo requeridas quantidades cada vez
maiores de insumos.

y y y A y
> > X
X X
Y r' N C
cly) cly) )
' v Y
Rendimentos Constantes Rendimentos Crescentes

Rendimentos Decrescentes

A partir da fungdo Custo Total — C(y) — sdo definidas as fungdes Custo Médio e Custo Marginal,
Uteis para analisar a escolha da quantidade étima a ser produzida.

Custo Médio: é o custo total dividido pela quantidade produzida. CMe (y) = C(y)/y.
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Custo Marginal: é o incremento do custo total associado a uma pequena variacdo da
guantidade produzida; é a “velocidade” com que os custos crescem a medida que a producao
aumenta; é o custo da ultima unidade produzida. CMa(y) = dC(y)/dy.

No curto prazo, caracterizado pela presenca de fatores fixos, definem-se ainda o Custo Fixo
Médio e o Custo Variavel Médio. O Custo Fixo Médio é monotonicamente decrescente e tende
a zero quando a produgao tende a infinito. Costuma-se dizer que os custos fixos sao “diluidos”
a medida que a quantidade produzida aumenta. Os custos varidveis sdo aqueles que variam
com a quantidade produzida. S3o decrescentes quando o custo marginal for menor que o
custo médio; crescentes, quando o custo marginal for maior que o custo médio.

Custo Custo Total

Custo Médio Custo Marginal

Custo Variavel Médio

Quantidade

As curvas de custo varidvel médio e custo (total) médio aproximam-se quando a quantidade
produzida aumenta, pois a diferenca entre elas, o custo fixo médio, tende a zero. A curva de
custo marginal corta as curvas de custo varidvel médio e de custo (total) médio em seus
pontos de minimo. Isso ndo ocorre por acaso.

CMe = L(Q) CMg :dC_T
dQ

custo medio minimo = dCMe =0
dCT
—Q-CT

dCMe  dQ N _0

dQ Q?

dCT

—Q-CT=0

dQ Q

dCT

_— =CT

dQ Q

dCT _CT

dQ Q

customarginal = custo medio (calculados no pontode minimo da curva de custo médio)
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7.7. A oferta da firma e a oferta do mercado

Vamos assumir a hipdtese de que a firma é tomadora de pre¢os nos mercados de produtos e
insumos. A firma maximiza o lucro escolhendo produzir a quantidade y* para a qual o preco do
produto é igual ao custo marginal. Entdo, para cada preco do produto, dados os precos dos
insumos, a firma escolhera a melhor quantidade a produzir, isto é, a que gerar o maior lucro
possivel. Como vimos (se¢do 5.2), o lucro maximo da firma serd alcancado quando a
guantidade produzida for tal que o pre¢o do produto seja igual ao custo marginal.

Contudo, observando o grafico com as curvas de custo médio, custo variavel médio e custo

marginal, constatamos que, em certos casos, a quantidade que iguala o preco ao custo
marginal gera prejuizo.

o 4 CMe(y)
CMel(y) CVMe(y)
CVMe(y) CMa(y)
CMa(y)
p>CMe > y>y,
\ lucro
pl \\

CVMe<p<CMe > yo<y<y;
prejuizo < custo fixo

Po
p<CVMe-> y=0
X prejuizo = custo fixo

Yo Y1 y

Para pregos abaixo de p,, a firma ndo consegue recuperar sequer os custos varidveis. Entdo sua
melhor resposta é parar de produzir, tendo como prejuizo os custos fixos. Se ela produzisse
alguma coisa, 0 prejuizo seria maior ainda”.

Para precgos entre p, e py, a firma terd prejuizo se produzir uma quantidade tal que o custo
marginal seja igual ao prego, porém esse prejuizo sera menor que os custos fixos. A firma
recupera todo o custo variavel e parte dos custos fixos. Assim, é preferivel operar com prejuizo
a cessar a atividade.

Para precos maiores que p4, a firma terd o lucro maximo ao produzir a quantidade que iguala
prego e custo marginal.

A curva de oferta da firma é

0, sep < CVMe minimo

y(p, W) = {y* tal que p — CMa(y*)’ se p 2 CVM@ minlmO

4 . . . . o . . .
Apesar de ser uma situagdo excepcional, em certas ocasides o café deixa de ser colhido, pois os custos de colheita,
beneficiamento e armazenagem excedem o prego recebido pelo produtor.
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Em outros termos, a curva de oferta da firma é o ramo ascendente da curva de custo
marginal acima da curva de custo variavel médio. Para precos abaixo do custo variavel médio,
a quantidade ofertada é nula. Observe que a funcao oferta é descontinua: se o preco alcancar
o custo variavel médio minimo, a quantidade ofertada saltara de zero para a quantidade
correspondente ao minimo custo varidvel médio, sem passar por quantidades intermediarias.

4 CMe(y)

Yo y

No longo prazo ndo ha fatores fixos; por conseguinte, ndo hd custos fixos. A curva de custo
médio coincide com a curva de custo variavel médio. A quantidade para qual o custo médio de
longo prazo é minimo é a escala minima economicamente vidvel. Produzir quantidades
menores sera tecnicamente possivel, porém com ineficiéncias.

A oferta de mercado é a soma das quantidades ofertadas pelas firmas para cada prego.

Costuma-se dizer que a oferta de mercado é a “soma horizontal” das ofertas das firmas
individuais. Se houver n firmas no mercado, a oferta de mercado sera

Q0 = Zn: yi (p,w)
=1
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7.8. Custos: as visoes da Economia e da Contabilidade

Economistas e contadores referem-se frequentemente aos custos de um produto, mas, em
geral, eles ndo querem dizer a mesma coisa, ainda que a palavra seja a mesma.

O objetivo da Contabilidade Geral é o levantamento da situa¢do patrimonial das organizacdes.
Patrimonio é um estoque (riqueza), ao passo que a producdo, a que se refere o custo
econdmico, é um fluxo (renda). Para determinar o valor do patriménio de uma firma, o
Balanco Patrimonial classifica os bens, direitos e obrigacdes da firma em itens do Ativo, do
Passivo e do Patriménio Liquido. Os itens do Ativo representam bens de propriedade da firma
(terras, maquinas, insumos em estoque, produtos acabados ou em processo de producdo) e
direitos da firma em relacdo a terceiros (como o direito de receber o valor de uma venda a
prazo). O Passivo engloba os direitos de terceiros com relagdo a firma, ou seja, as obrigacbes
da firma para com outras pessoas, firmas e governo. Os impostos a pagar, os saldrios devidos,
as parcelas ndo pagas do financiamento de bens, os titulos relativos a compras a prazo sao
itens do Passivo. O Patrimonio Liquido representa os recursos préprios da firma, tipicamente o
capital integralizado pelos sdcios e os lucros e prejuizos acumulados durante a existéncia da
firma até o momento em que se faz o balanco.

O Ativo representa a aplicacdo dos recursos da firma, isto é, onde ela “gasta”, ou, mais
propriamente, aloca os recursos. Tais recursos podem se originar da prépria firma (Patrimonio
Liquido) ou podem ser créditos tomados de terceiros (Passivo). Assim, no Balanco Patrimonial
sempre se verificara a identidade

Ativo = Passivo + Patrimonio Liquido

... independentemente da situacdo econémico-financeira da firma. Uma empresa pode estar
“quebrada” e ainda assim a identidade se mantém. Diz-se que a firma tem “passivo a
descoberto” quando o valor das obrigacdes é maior que a soma dos bens e direitos mais o
patrimonio liquido da firma, que, nesse caso, assume valor negativo. Se fossem vendidos todos
os bens e direitos da firma, o montante apurado nao seria suficiente para pagar todos os
credores.

O Balango Patrimonial é, entdao, uma fotografia da firma em um determinado ponto do tempo.
Como podemos saber o resultado da atividade da firma? Da mesma forma que nos anuncios
de tratamentos para emagrecer, para testemunhar a eficicia do método oferecido, se
comparam fotos da pessoa “antes” e “depois” do tratamento. A diferenga entre as fotos é o
resultado do exercicio ...

Os conceitos fundamentais para a apurac¢do do resultado sdo as receitas e as despesas. As
receitas sdo classificadas em operacionais (venda dos bens produzidos pela firma) ou ndo
operacionais (rendas ndo associadas diretamente a atividade produtiva da firma, como o
arrendamento de terras para terceiros, a receita de juros sobre os saldos positivos nas contas
bancarias, etc.). As despesas correspondem ao valor dos bens e servicos utilizados nas
operacgdes da firma. Quando a firma adquire e mantem em estoque insumos, ela ndo incorreu
em despesa, apenas seu patriménio mudou de forma: uma riqueza que estava na forma de
dinheiro em caixa passou a assumir a forma de produtos estocados. A despesa ocorrera a
medida que os insumos adquiridos forem sendo consumidos nas atividades da firma.

Para apurar as despesas relativas a determinado item (parafusos) em certo periodo (2010) é
feita a seguinte conta:
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(A) Parafusos em estoque - saldo em 31.12.2009: S 1.000,00

(B) Parafusos adquiridos no periodo: $ 2.000

(C) Parafusos em estoque — saldo em 31.12.2010: $ 500

(D) Despesas com parafusos (01.01 a31.12.2010): D=A+B—-C=$2.500

No exemplo, a despesa com parafusos foi de $ 2.500. N3o importa se todos os parafusos foram
usados corretamente na producdo, se alguns foram extraviados, ou danificados. O fato é que
“desapareceram” $ 2.500 em parafusos, isto é, houve uma despesa com parafusos.

O Resultado do Exercicio serd a variacao do patriménio da firma no periodo. Suponha que a
firma tivesse produzido mesas e cadeiras. Esses méveis foram vendidos, talvez alguns estejam
em estoque, prontos para a venda. Em todo o caso, o valor dos ativos (dinheiro em caixa ou
produtos acabados em estoque) da firma aumentou.

O resultado do exercicio é o valor criado no periodo: a diferenga entre os aumentos (producdo
e venda) e as redugdes do ativo (despesas). O resultado do exercicio é igual ao valor da
producdo menos o valor das despesas.

As despesas referem-se a um periodo; os custos, a produtos. A Contabilidade de Custos
procura determinar o custo dos produtos distribuindo as despesas entre os produtos da firma.
No caso dos insumos, a apropriacdo das despesas pelos produtos é imediata. Mas o rateio de
custos fixos e de custos compartilhados por diferentes linhas de producdo requer o
estabelecimento de critérios (em grande medida arbitrarios) para a apropriacdo das despesas
correspondentes.

A contabilidade so registra os valores pagos e recebidos em dinheiro em algum momento, que
pode ndo coincidir com o0 momento em que o insumo ou fator de produgao é efetivamente
usado. A economia entende como custo o custo de oportunidade dos fatores, sejam eles pagos
em dinheiro ou nao.

As ineficiéncias no processo produtivo sdo contabilizadas como despesas. O custo em
economia pressupde a producdo eficiente.

A contabilidade registra, em termos de valores monetarios, o que de fato aconteceu com a
firma em determinado periodo; a andlise microeconémica foca as alternativas de acdo da
firma, isto é, todas as escolhas, em termos de possibilidades de producdo, que se apresentam
a firma.
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Ragdo de custo minimo e ragdo de lucro mdximo

Minimizar o custo de produzir a quantidade 6tima de um bem equivale a maximizar o
lucro. Este box tem o objetivo de chamar a atengao para a necessidade de termo em
mente o problema com o qual estamos lidando, isto é qual é a fungao objetivo e quais sdo
as restrigcoes técnicas e econdmicas.

Suponha que se deseja produzir uma ra¢ao para um certo animal a custo minimo pela
mistura de dois ingredientes A e B, vendidos aos precos:

Produto A: RS 3,00 por Kg
Produto B: RS 4,00 por kg

Sabe-se que o animal necessita de nutrientes, cujas quantidades minimas (em unidades
por semana) mostramos a segulir:

Nutriente 1 — 50 unidades
Nutriente 2 — 100 unidades
Nutriente 3 — 60 unidades
Nutriente 4- 180 unidades

Os nutrientes acima serdo obtidos dos produtos A e B, cuja composicdo esta indicada na
tabela:

Nutrientes | Composicao
(unidades de Nutriente por kg do produto)
Produto A Produto B
1 5 25
2 25 10
3 10 10
4 35 20

Vamos representar todas as alternativas factiveis, isto é, todas as combinacGes dos
produtos 1 e 2 que atendem aos requisitos nutricionais. Em uma combinacao factivel, a
oferta de cada um dos nutrientes tem que ser maior ou igual ao requisito nutricional
minimo.

5x4 + 25x5 =50
25x4 + 10xz =100
10x4, + 10xz; = 60
35x4 + 20xz =180

o
=
o
Q
c
=3
o
>

Nutrientd

Produto B
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Ragdo de custo minimo e ragdo de lucro mdximo

Qualquer combinacdo dos produtos A e B pertencentes ao poligono acima de todas as
restricdes satisfaz o requisito nutricional minimo; as combinac¢des sobre uma determinada
linha. Observe que os ingredientes A e B comportam-se como substitutos perfeitos em
relacdo a cada um dos nutrientes.

Introduzindo linhas de isocusto (pontilhadas), encontramos a combinac¢do de produtos
que gera a ra¢do de menor custo: é a intersec¢do da linha de isocusto de mais baixo valor
com o conjunto de combinag¢des tecnicamente factiveis, indicada no grafico pelo ponto.

A racdo por animal por semana que minimiza o custo é composta por 5 kg do ingrediente
A e 1 kg do ingrediente B. Com tal composicao, atinge-se a requisicdo minima dos
nutrientes 1 e 3, havendo um pequeno excesso dos nutrientes 2 e 4. O custo por kg da
racdoserdC=$3/kg.5kg+$ 4 /kg.1kg=519/kg. (Como se chega a esse resultado?
Como vocé resolveria o problema?)

Essa ragcdo maximiza o lucro? Ndo sabemos, pois o objetivo deste problema é manter o
animal vivo ao menor custo possivel. Observe que nem a quantidade produzida, nem o
preco do produto entraram no problema. O custo minimo para manter o animal vivo
pode ndo coincidir com o custo correspondente ao lucro maximo.




Otimizag¢ao condicionada a restrigoes

Para termos uma nocao intuitiva de problemas de otimizacdo sujeita a uma ou mais restricoes,
vamos fazer um experimento mental. O gwerty é um pequeno animal imagindrio criado em
uma gaiola com base de 1m x 1m. O animalzinho gosta de dormir aquecido e, como algumas
cobras, percebe o calor no meio ambiente. Ha, em um dos cantos da gaiola, uma fonte de
calor. Contudo, o gwerty ndo pode se aninhar nesse canto, pois seus movimentos sao
restringidos por uma grade colocada na gaiola. O problema do querty é encontrar, dentro do
espaco que lhe é dado, o ponto mais agradavel para uma soneca, isto é, aquele que tem a
maior temperatura.

Se representarmos a gaiola em um plano cartesiano, os vértices seriam os pontos (0 , 0);
(0, 1), (2, 0); e (1, 1). Neste ultimo estd localizada a fonte de calor. Suponha que a
temperatura de um ponto seja proporcional ao quadrado de sua distancia em relagdo a fonte
de calor (1, 1):

Tey = To-ol(1—x)*+ (1 —-y)’]

em que T, ) € a temperatura no ponto (a, b), Ty é a temperatura na superficie da fonte de
calor, x é a coordenada do ponto no eixo das abscissas, e y, no eixo das ordenadas; ¢ é uma
constante, cuja unidade de medida é graus / m” (o que permite “converter” distancia em
temperatura). O Gréfico representa a temperatura em cada ponto da base da gaiola como
funcdo de sua posicao.

O diagrama abaixo representa a base da gaiola, com a barreira que restringe a movimentagao
do gwerty. Do lado esquerdo, estda 0 modo como um humano vé; do lado direito, esta a visdo
do qwerty, que é sensivel a temperatura (imagine que ele enxergue a radiacdo infra vermelha):
guanto mais claro o ponto, maior sua temperatura. Os arcos sao isotermas, ou seja, conjuntos
de pontos que tem a mesma temperatura.

7
I
I
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O ponto preto assinala o local escolhido pelo gwerty. Como nao temos a visdao do gwerty, se
quisermos prever qual serd sua escolha precisamos identificar alguma propriedade da escolha
6tima. O ponto escolhido satisfaz duas condi¢Ges: (i) ele pertence ao espago em que o qwerty
pode se movimentar, isto é, a escolha obedece a restricdo imposta, e (ii) ele é o ponto de
maior temperatura do pedaco da gaiola delimitado pela barreira. Nao existe nenhum outro
ponto acessivel que tenha temperatura maior que o ponto escolhido. Nesse ponto, a isoterma
que passa por ele é tangente a restricdo ao movimento do qwerty.

Ao longo de uma isoterma, a temperatura é constante. Assim, para permanecer em uma
mesma isoterma, os deslocamentos devem ser de tal ordem que os aumentos de temperatura
causados pela aproximacdo da fonte de calor na direcio do eixo x (ordenadas) sejam
compensados por reducdes de temperatura provocadas pelo afastamento da fonte de calor na
direcdo do eixo y (abscissas). O Diferencial

To-[(1-x)*+(1-y)’]=c

DT =0T/dx dx + dT/0ydy =0

0T/0x dx = - dT/dy dy

9T/dx / dT/dy =-dy / dx>

A barreira, por sua vez, pode ser representada como uma funcao linear:

ox + Py =k

y=k/B-a/Bx

A inclinagdo da barreira é — a/B. Por outro lado, a inclinagdo da reta tangente a isoterma em
determinado ponto é dada por — dT/dx / 0T/dy, calculado nesse ponto. Entdo, se no ponto
6timo a isoterma e a barreira sdo tangentes, elas tem, nesse ponto, a mesma inclinagdo:
—-0T/ox /aT/dy =-a/p

Vamos propor uma nova representa¢do da gaiola, que associa a cada ponto uma diregdo e
uma intensidade, representadas respectivamente pela orienta¢do e pelo comprimento da seta
associada a esse ponto. A direcdo é a em que ocorre o maior ganho de temperatura; a
intensidade corresponde ao ganho de temperatura. Quanto mais distante da fonte de calor,

maior é o aumento de temperatura associado a uma nova aproximagao da fonte. Por isso, as
setas tornam-se mais curtas a medida que se aproximam da fonte de calor.

> Teorema da Funcdo Implicita
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No ponto escolhido, a diregio em que a temperatura cresce mais intensamente é
perpendicular a restri¢do (barreira) e a reta tangente a isoterma.

Vamos interpretar esse resultado. A derivada parcial 0T/dx informa o quanto a temperatura
cresce quando nos aproximamos da fonte de calor, movimentando-nos na direcdo do eixo x.
Seu valor corresponde a tangente do angulo 6 na figura abaixo. Note que o angulo 6 é a
inclinagcdo do plano tangente ao ponto T (a,b) na dire¢do do eixo x. De modo semelhante, a
derivada parcial dT/dy é a tangente do angulo ® e informa a taxa de crescimento da fungdo
temperatura no ponto (a, b) na direcdo do eixo y.

por

VT =gradT = —xi+ —J
VT =tanf i+tanw j

...emque i e jsdo os vetores unitdrios (1, 0) e (0, 1) respectivamente

grad T

tan ®

v

tan ©

Se f é diferenciavel no ponto (a,b) e grad f(a,b)#0 entdo:
a) A direcdo de grad f(a,b) é:
- Perpendicular ao contorno de f que passa por (a,b)
- Paralelo a direcdo de f crescente
b) O médulo do gradiente é a taxa de variagdo maxima de f no ponto.



