












Maurits Cornelis Escher 

Self-Portrait  



The Beginnings 

 The tilings in the Alhambra in 
Spain were laid out by the Moors 
in the 14th century.  

 Colored tiles forming patterns 

 Many truly symmetrical.  

 They are not tessellations but they 
inspired young M.C Escher, who 
copied them into his notebooks 
and later converted some into true 
tessellations.  

 These tilings never included 
animals or plants.  

 Escher’s tessellations hardly ever 
left them out!  

 

Escher's drawing of Alhambra 

tiling.  



M. C. Escher 

 Escher produced '8 

Heads' in 1922 - a hint of 

things to come. Turn the 

picture upside-down if all 

the heads are not 

apparent. 

 He took a boat trip to 

Spain and went to the 

Alhambra. 

 There, he copied many of 

the tiling patterns.  

 

'8 Heads' - 1922  



The Alhambra Palace, 

Granada, Spain, 12th-13th 

Century 

Reflective Symmetry noted in the lower tile patterns 



Crystal Structures & 

Wallpaper 

 Escher showed his brother 
some of his work. 

 The brother noted that it 
was similar to crystal 
structures he had seen in a 
paper he read. 

 The brother sent Professor 
George Pólya’s wallpaper 
designs from a Brussels 
library, saying that an artist 
could make use of this 
knowledge. 

 

Pólya 17 Symmetries  



Berend George Escher 



Escher’s Last 

Tessellation 

 His last tessellation 

was a solution to a 

puzzle sent to him by 

Roger Penrose, the 

mathematician. 

Escher solved it and, 

true to form, changed 

the angular wood 

blocks into rounded 

'ghosts'.  

 

Penrose 'Ghosts' - 1971  



China 

Boy, 

1936 

 

Tessellation by M. C. 

Escher 



Squirrel

s, 1936 

Tessellation by M. C. 

Escher 



Fish, 

1938 

Tessellation by M. C. 

Escher 



Horseme

n, 1946 

Tessellation by M. C. 

Escher 



4 Motifs, 

1950 

Tessellation by M. C. 

Escher 



Scarabs, 

1953 

Tessellation by M. C. 

Escher 



Fishes, 1958 Mural  

Tessellation mural by M. C. Escher  

 

 

 

 

 



Pegasus, 

1959 

Tessellation by M. C. 

Escher 



Birds,  

1967 

Tessellation by M. C. 

Escher 



Realism & Tessellations 

Combined  

 Sometimes, M. C. 

Escher would 

combine realism 

and tessellations. 

 Reptiles is an 

example of this 

combination. 

 

'Reptiles' - 1943 

 



Metamorphosis I, 1937  

by M. C. Escher  

 

 

 

 

Realism & Tessellation Combined  



Cycle, 1938  

 by M. C. Escher  

 

 

 

 

Realism & Tessellation 

Combined  



Day and Night, 1938  

by M. C. Escher  

 

 

 

 

 

 

Realism & Tessellation Combined  



A Full Life 

 Escher died on March 27, 1972.  

 He had produced  

 448 woodcuts, linocuts and lithos and  

 over 2,000 drawings.  

Rhomboid possibilities - 1937 notebook  M. C. Escher 











Nicholas Steno (1669): 
 

Lei da Constância dos 

Ângulos Interfaciais 

120o

120o

120o 120o 120o

120o

120o

Quartzo 





















SIMETRIA 
INTERNA  

DOS  
CRISTAIS 

 

Daniel Atencio 
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Translações 
A simetria do retículo e a 

simetria do grupo 

pontual se inter-

relacionam, porque 

ambas são 

propriedades do 

padrão de simetria 

global 

 

Este é o motivo pelo qual 

eixos de simetria 

rotacional de ordem 5 

e > 6 não funcionam 

em cristais 













Translações 

Existe uma nova operação de simetria 2-D quando 

consideramos translações 

O Plano Deslizante (“Glide Plane”): 

Uma reflexão combinada 

com translação 

Passo 1: reflexão 

(posição temporária) 

Passo 2: translação 

repetir 













Exemplos de  

eixos helicoidais: 

 

 



Projeções de eixos de rotação e eixos helicoidais 







Tridimita: Cela Ortorrômbica C 



Simetria 

Apenas 10 

possibilidades 

de simetria 

Motivos planos (2-D) 



 

= 17 grupos planares 



Os 17 Grupos 

Espaciais 2-D 

Grupos Espaciais 

2-D resumem 

todas as 

possibilidades 

de combinação 

de retículos e 

motivos 2-D 



 Única operação de 

simetria adicional são 

planos deslizantes (g) 



Simetria dos motivos 

 Primeiro passo: determinar simetria do 

modelo 



Simetria dos motivos 

CELA 

PRIMITIVA 

GRUPO 

PONTUAL P2 

Definir cela unitária (a menor 

possível) e seu conteúdo e simetria 

adicional 



Simetria dos motivos 

CELA 

CENTRADA 

GRUPO 

PONTUAL C2mg 

Celas oblíquas 

violariam a 

simetria do 

motivo! 

Planos 

deslizantes (g) 

Planos de simetria 

 

Reflete e 

desloca ½ de t 



Simetria dos motivos 

 Um pouco +  

difícil 



Simetria dos motivos 

CELA 

PRIMITIVA 

GRUPO 

PONTUAL P3m 



1. Simetria do motivo? 

R: 2 

2. Vetores de translação? 

3. Cela unitária? 

4. Z? 

R: 1 (cela P) 

5. Grupo Espacial 2-D? 

R: P 211 



Combinando translações e grupos pontuais 

 

Simetria de Grupos 

Planares 



p211 

Simetria de Grupos 

Planares 



c m 



p4mm 



p 6mm 

x 
x 

x 
x 





p 2mm 







Cristalografia 

estrutural 

Simetria interna 

 

 Simetria de translação: retículos planos 

 Retículos tridimensionais (Bravais) 

 Novos elementos de simetria:  

 Planos deslizantes (reflexão + translação) 

 Eixos helicoidais (rotação + translação) 

 Os 230 Grupos Espaciais 

 DRX e a estrutura interna dos cristais 







a 1 

c 

P 
Tetragonal 

a =  b  =  g  = 90 o   a 1  = a 2 
    c 

I 

a 2 

a 1 

a 3 

P 
Isométrico 
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a 2 

F I 

a1

c
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a2

R
Hexagonal Rhombohedral
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a = b = g  90o
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c 

P 
Monoclínico 

a =  g  = 90 o    b 

a     b     c 

a 

b 

c 
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Triclínico 
a   b   g 
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Ortorrômbico 
a =  b  =  g  = 90 o   a     b     c 

C F I 
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Cela genérica P: coordenadas dos nós (apenas nos vêrtices!) 

 

 



- Celas I (de corpo centrado) – coordenadas dos nós: 



Celas F – coordenadas dos nós do centro das faces; 

 



Projeções ortográficas de 

retículos de Bravais 

(projeções no 

plano (001)0) 



Cela unitária do Fe metálico – perspectiva: 

 

Conteúdo atômico 

da cela: 

 

Z = 2 

 

8 x 1/8 (vêrtices) + 

1 x 1 (centro) 

 



Projeção de cela unitária: ferro nativo (Fe):  

 

 



Projeção da cela unitária do ferro nativo (Fe), sem a indicação 
das cotas  0 e 1: 

 



Cela unitária do ouro – perspectiva: 

 



Projeção da cela unitária do ouro: 



Estrutura do diamante – C – perspectiva e projeção: 

 



Exemplo de projeção da cela unitária: diamante, C, Fd3m, com 
átomos de C em (0,0,0) e (1/4,1/4,1/4) 

 

 



Estrutura da esfalerita – ZnS – em perspectiva: 

 



            _ 

Exemplo de projeção da cela unitária: esfalerita, ZnS, F43m, com 
S em (0,0,0) e Zn em (1/4,1/4,1/4) 

 

 



Estrutura da fluorita - CaF2 – em perspectiva: 

 



Exemplo de projeção da cela unitária: fluorita, CaF2, Fm3m, com 
Ca em (0,0,0) e F em (1/4,1/4,1/4) e (3/4,1/4,1/4) 

 

 


