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Polarizacao

« Todos 0s materiais sao compostos por atomos e moléculas
gue, guando sujeitas a um campo elétrico externo, tém suas
densidades de carga deformadas pela presenca do campo.

- Essa deformacao tem a forma de dipolos: cargas negativas e
positivas se alinham em sentidos opostos, na direcao do

campo externo. / /

« A polarizacdo de um meio é a medida da densidade de
dipolos elétricos naguele meio:

> d_) N >
P = d_€ , onde p = ¢g d denotaum dipolo

microscopico (de um atomo ou molécula individual) / /
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Polarizacao

Vamos supor, por simplicidade, que 0 nosso meio € homogéneo — isto €, todos o0s
atmos/moléculas sao iguais, estao organizados espacialmente do mesmo modo
em todos os lugares, e portanto respondem ao campo externo do mesmo modo.

Na presenca de um campo elétrico externo, um dipolo elétrico pré-existente fica
sujeito a um torque:

I=pXE

A energia de um dipolo na presenca de um campo elétrico externo é entao dada
por:

U=-p-E [Exercicio 4.7 do Griffiths]
Portanto, um dipolo sujeito a acao de um campo elétrico externo tende a se
alinhar com aquele campo.

A natureza do material, que restringe os movimentos e a configuracao espacial dos
atomos e moléculas, determina até que ponto esse alinhamento pode se dar. Essa
é a polarizabilidade do meio.
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Polarizacao

* Agora vamos calcular como a re-orientacao desses dipolos induzidos gera, ela mesma, um novo campo elétrico.

— —
- Primeiro, vamos calcular o potencial numa posicdo X, que é gerado por um dipolod P (x') = P dV’' numa

posicdo x ' . Esse potencial é dado por:

(X =X -dP(X")

dp(x’) =
4rey | X=X
- _ .?—n
S ) = [ B
4reg | x — X"

* Vamos re-escrever esse resultado num modo mais esclarecedor. Lembre-se que:

v 1 X —x' v 1 X' =X
= — <~ , = —
S |- %) N x-x

* Isso significa que podemos re-escrever o potencial do dipolo acima como:
_ 1 3=, -, 1
P(x) = &X' P(x") | V—=——=
4re, | x = x|
* Essa expressao pode entao ser integrada por partes, resultando em:
. . P(T) 1 V' P(X)
W= T |
4rey J gy | x = X' 4mey )y | x — x|

onde V é o volume do dielétrico — que, claro, supomos estar limitado a uma regiao finita do espaco.
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Polarizacao

* Essa expressao que acabamos de encontrar (e que é completamente geral) esta

escrita em termos de uma integral de volume e uma integral de superficie:

—  P(x 1 VP
P(x) = ﬂg d>s"- _,(x_)>, - [d3x' = (—)f,)
dmeg J gy | x — X' dmey )y | x — x|

* Esses dois termos tém significados fisicos diferentes, que podemos expressar
em termos de uma densidade volumétrica de polarizacao, e uma densidade
superficial de polarizacdo:.

—_— —

_} ~
pP —_ = V . P ’ e O-P — P ‘n ’
O que entao leva a expressao:

op( X’ 1 x’
ﬂg d2s’ . —~ ( _)), + J d’x’ ﬁf( _),,
S(V) | x = X' 4mey )y | x — x|

P(x) =

471'60

_— —
* Note que se a polarizacdo é homogénea,entdao V - P = 0, e ofendmeno se
resume ao termo de superficie!

/

4
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Polarizacao

Note também que, quando a polarizacao é uniforme, encontramos que o campo elétrico
dos dipolos dentro do material dielétrico é dado por:

ol (= (=1 R
P(x) = d’x' P(x"):| V—/—— = P.-| d&°x'V'————
4rey | x — x| dre, v | X — x|
~ . 1 — . 1
> E,=-V¢(x)=- VIP d°x' V' ———
4re v | x — x|

—
onde o campo & funciona como se fosse um campo elétrico com uma “carga unitaria”
(carga=1).
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Polarizacao: um exemplo

Como exemplo, tome uma esfera com () cargas positivas e O cargas

negativas com distancias tipicas D entre elas. Se todos os dipolos
estiverem alinhados, a polarizacao dessa esfera seria:

F=" Y7 =500

Ty 47 R3

Se vocé fizer esse exercicio para qualquer objeto macroscépico, o resultado
seria uma polarizacao absolutamente descomunal — verifique!

* O que ocorre é que esses dipolos nao estao todos alinhados! Quando o

—
material é exposto a um campo externo E , . ,cada um dos dipolos

microscopicos se alinha muuuuuito pouquinho na direcao do campo.

 Oresultado é que o material adquire uma polarizacao que, no caso da esfera,

pode ser expresso como uma distdncia média coerented = a D :

— 1 3 —> —
P=—E_’.= d =aFE
Ve P 47rR3Q et
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Polarizacao: um exemplo

+ Vamos agora retornar ao um resultado anterior e aplicar a esfera desse exemplo:

— — N 1 —_— — 3 7—7/ —_— - —
E,==—V(x)=- P -V &Y ———7 =—(P-V)& ,
471'60 |x—x’|

Podemos usar a Lei de Gauss para mostrar que o “campo” & é dado por:

— 1 3, X = x' X

& = d’x = — dentroda esfera (r < R), e
471'60 | 7 — 7"3 360

_, XV X R’

& = = fora da esfera (r > R)

dreg x3  3eyx3

- Agora, use o fato de que V,x; = 5,7 e que Vl-(xj/x3) = Vj(x,-/x3) para mostrar que:

- P
Ep = — — dentroda esfera (r < R), e
360

_ V 3@-P)3i-P
E p= fora(r > R)
dre x3

ELETROMAGNETISMO I / IFUSP / AULA 8 8



Cargas de polarizacao .

- A discussao anterior significa que podemos definir cargas de

polarizacao: ®
[ 4
— > >
- Note que mesmo em um meio dielétrico homogéneo, a rigor °

nos nao podemos descartar as densidades de cargas, pois as
densidades volumétrica e superficial sao vinculadas uma a

outra:

Jd3xpp - Jd3x [— V. P’] - _ ﬂgds’- P=_ #dsap

Portanto, num certo sentido a densidade de cargas de
polarizacao desenvolvem uma discontinuidade justamente
na superficie do dielétrico — onde o préprio meio sofre uma
discontinuidade (ali o material termina, e comeca o vacuo!)
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Cargas de polarizacao .

* Vamos associar o campo gerado pelos dipolos de polarizacao como:

Pp L4

- — O i
. —_— qr
V-E,= 0 ¢ o
€0 i +
Para todas as outras cargas do sistema (chamadas “cargas livres”) sao aquelas que dao o ®
origem ao campo externo, na auséncia do material — ou seja, no vacuo:
° ®
V. E == o

€0

Note que assumimos que essas “cargas livres” sao fixas de antemao, ou seja, elas mesmas
nao se reconfiguram como resultado das cargas de polarizacao do material!

O campo resultante é, portanto:

0
» Por outro lado, vimos acima que pp = — V.-P , portanto podemos escrever:

V.E= = V-(E+P)=p, = V-D=p

€0
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Condicoes de contorno

* Vamos examinar o que ocorre na interface entre um dielétrico e o vacuo, em termos

— —
do “deslocamento elétrico” D e do campo elétrico £ .

* Aplicando a Lei de Gauss a um volume com espessura muito pequena que inclui uma
area A dessa interface nos da:

[ dBxV D = f{)d? D = Jd3xpf
14

> A(7-D)  =4AD =Q=q4

baixo

* Por outro lado, as componentes paralelas sao continuas pela condicao de que:

—

—
VX E =0 , equeusandoum circuito de espessura muito fina nos da

—_—
* Portanto, as condi¢oes de contorno sao tais que, no caso mais geral:

ADJ_ZGf ,and AEHZO
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Meios dielétricos lineares

* Note que o “deslocamento elétrico” definido acima combina o campo elétrico e a
—

polarizacdo causada pelo material, D = ¢y E + P .

* Evidentemente, quanto maior o campo, maior € a polarizacao. Desde que esse
campo externo nao seja tao forte que deforme a estrutura do material, o
resultado aproximado é uma proporcionalidade entre os dois:

— —

P=yreg E
onde yr ¢ asusceptibilidade elétrica do material.

+ Com essa aproximacao podemos escrever:

—

D =€0E)+)(E€0E)=(1 +)(E)€OE) = GE) ,

onde € = (1 + yr)e, é chamada permitividade relativa do meio (linear).
* Para meios lineares, portanto, as leis da eletrostatica ficam simples:

V:E=— , e VXE=0
€
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Meios dielétricos lineares

« Mesmo em meios lineares as condi¢ées de contorno tém de ser

observadas com cuidado. A descontinuidade em D nos da a densidade
superficial de cargas numa dada superficie:

- Se essa interface ocorre de ser também a superficie de um meio
dielétrico, temos:

ek | (acima) — eE | (abaixo) = oy

* Note que, mesmo que hao tenhamos nenhuma carga livre nessa
interface (0 = 0), mesmo assim teremos uma discontinuidade no

campo elétrico, devido as cargas superficiais de polarizacao:

0 = ¢yE | (acima) — (1 + yp)eyk (abaixo) =0

=  €yAL, (acima) = ype k| (abaixo) = Ph= Op
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Exemplo: carga pontual + interface

* Vamos considerar um exemplo interessante para ilustrar os conceitos que acabamos de ver. Considere
uma carga pontual g que é colocada a uma distancia d acima da interface entre dois meios
dielétricos, que escolhemos como sendo o planoz = 0

* Na parte superior do espaco (z > 0) temos:

— —

V.-D =elv-f:pf:q5(?—d2)

* Na metade de baixo (z < 0) temos:

—

V'5=€2V'§=pf=0

— —
* Além disso, temos que V X E = (0 assim como antes.

* Vamos agora lembrar que as condi¢des de contorno na interface sao:
A 0 AE, =0
DL = Gf = e E =
* Portanto, nés podemos expressar os campos logo acima e logo abaixo da interface como:

lim ¢, E, = lim 6;,E, , e
z—=0" z—0

IimE, , = lmE,,
=0t 7 =07 7

* OK, mas e agora, como resolver esse problema? Que técnica vamos usar?
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Exemplo: carga pontual + interface

7 A
* A melhor maneira de examinar esse problema é usar o método das imagens — |
mas teremos de fazer algumas adaptacdes para satisfazer as condicdes de contorno. &
 Aideia é que o dielétrico atenua parcialmente a carga da parte de cima, de modo ,
que um observador na metade de baixo acaba medindo uma carga g’ que é
diferente da carga g.
: ~ 2 . . ~
* Para um meio condutor, a atenuacao é perfeita, de modo que na parte de baixo nao ,
teria sinal nenhum da carga, pois o campo seria nulo. 9 €
- Do mesmo modo, na parte de cima, a carga-imagem (g,) que colocamos na parte de .
: : . . . 2
baixo de modo a satisfazer as condicdes de contorno ndo é igual e oposta a carga P>
real da parte de cima.
* Portanto, vamos separar as solucdes para o potencial em duas, e fazer os ansatz: D “ 4
q ®
€
b = 1 q + qi !
> T A N
dre, \ | X —dzZ|] |X +dZ] €
q;
1 q’

<

Cdze, | X —d2|
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Exemplo: carga pontual + interface

* Agora vamos empregar essas solugdes para satisfazer as condi¢des de contorno:

dp,  dg. dp, dé. dp, dé.

; — —

€ =€,
dz dz dx dx dy dy

* As condigdes acima nos levam as equacgoes (cheque issol):

q——%_qq eq =
! €1+€2 €1+€2

2¢,

* No limite em que temos o vacuo na metade superior e um condutor na metade superior é obtido tomando ¢, > €, , e assim:

S = — . (Note que nesse limite g’ se tornairrelevante, pois p_ ~ q'/e, < gle; )
q; q q <~ ql€ X qle

* O campo tem o seguinte comportamento:

—es L
N <
AN TN

€, > € €, < €

q €& =€) 2
27 e1(ey+ €1) (¥ +y% + d?)3?

Exercicio: mostre que as cargas superficiais de polarizagao sao op = —

7 A
o
€]
€
7 A
q/
€]
€
® ‘t
q e
€]
qi ©
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Exemplo 2: esfera dielétrica

p—
- Considere uma esfera de raio R que estd imersa num campo externo E ., = EyZ. T |

* Dentro da esfera temos:

—

V-D.=eV-E.=0 = V_=0

* Fora da esfera temos o mesmo:

—_— — —_— —

V-D.=¢V-E.=0 = V¢ =0

»
* Dada a simetria axial do problema, podemos tentar usar as solugdes que ja deduzimos para a equacao de Laplace:
. = ZAf r’ P,(cos@) e T

£

¢, =—Eyr cosO + ZBﬂ"’ﬂ"le(COS o)
¢

onde o primeiro termo da solucao fora da esfera estd destacado para satisfazer explicitamente a condicao de
_’

—
contornoemr — oo, quedeterminaque E — E .

* As outras condi¢bes de contorno sao:

0 0
AD, =0 = -—e¢ ;ﬁf =—0;pr> , e
r=R r=R
— 0P op.,
r=R r=R
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Exemplo 2: esfera dielétrica

p 1

Substituindo as expressdes para ¢ e ¢ eresolvendo para as condi¢des de contorno
temosA, = B, = QO para £ # 1, e assim resta apenas os termos de dipolo (£ = 1), que séo:

€o

€ + 2¢ € + 2¢,

Inserindo esses valores de volta nas expressdes para o potencial nos permite calcular o
campo elétrico:

= _>¢ e, £s

—_ — — Z ’ e

< S e+ 26 0

—  e—¢ E R’ . A

E,=-V¢, =EZ+ (20039r+sm99)
€+2¢ 13
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* Portanto, temos dois resultados interessantes:

(a) o campo dentro da esfera é constante; e

(b) o campo fora da esfera pode até aumentar em comparacdao com o

campo externo, por um termo que é idéntico a um dipolo no centro da
esfera.

* Ambos esses resultados sao um pouco surpreendentes. Primeiro, as cargas de
polarizacao se distribuem para criar um campo elétrico constante dentro da
esfera, que cancela parcialmente o campo externo (e no caso de um condutor,
esse campo constante € igual e em sentido contrario ao campo externo!)

Em segundo lugar, o campo fora da esfera é deformado, aumentando em
alguns lugares, e diminuindo em outros. Vamos pensar um pouco sobre isso: é
de fato o que esperamos, pois a esfera funciona como um grande dipolo, com
as cargas negativas e positivas alinhadas com o campo externo. Em outras
palavras: as cargas negativas no lado oposto da direcao do campo diminuem a
intensidade do campo naquela vizinhanca; e as cargas positivas no lado
alinhado com a direcao do campo aumentam a intensidade do campo por ali.

Exemplo 2: esfera dielétrica

AE de dentro
p/ fora da esfera

AE de fora ==
p/ dentro da esfera
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Observacoes finais

Meios dielétricos lineares sao muito simples: basta substituir

—_—  —

E—>D=cE.

Entretanto, o nosso modelo simplificado de polarizabilidade de meios
dielétricos (que se chama modelo de Lorentz) é... errado! De fato, nés nao
podemos simplesmente dizer que a polarizacao de um material pode ser
expressa pela soma de seus “dipolos microscopicos’, algo como:

P = Jd3xd—p

Na realidade, a polarizacao elétrica em atomos e moléculas € um fenébmeno
bem mais complexo e interessante, que envolve a natureza qudntica da
materia.

A estrutura detalhada dos materiais estabelece relacbes muito interessantes
entre as propriedades elétricas e magnéticas dos materiais.

Para mais detalhes nesse topico, veja a discussao no livro do Zangwill, Cap.
6.
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Proxima aula:

Meios dilétricos lineares: equacdes de Maxwell

Energia do campo elétrico em meios dielétricos

Exemplos e exercicios

Leitura: Griffiths, Cap. 4
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