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Questdes:

» A condi¢do ¢/(X) = 0 n3o assegura que

max,e(a,p) | #'(x) |< 1. Existe alguma alternativa a esta
condi¢do que assegure xx — X7

» Em caso afirmativo, qual seria uma escolha de xp?

> Sem a condicdo max,c[a4 | ¢'(X) |< 1, como estimar
| X =X |?
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Dada uma funcdo f(x) : [a, b] = R, a sequéncia {xi} .y definida
a partir de uma escolha de xp € [a, b], por:

1
Xk = G(Xk—-1) = Xk—1 — 57— (Xk—1
(1) oy se)
converge para X € [a, b], solugdo de f(x) = 0, quando as seguintes
hip6teses estdo satisfeitas:
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» X € [a, b] é a Gnica solu¢do de f(x) =0 em [a, b]
» f(x) € C?[a, b] (i.e. em [a, b] a primeira e a segunda
derivadas de f(x) estdo definidas e sdo fun¢des continuas).

» A primeira e segunda derivadas de f(x) satisfazem:

fl(x)#0 e f"(x)#0; Vxe€]ab]

ou seja, no intervalo [a, b] a funcdo f(x) é estritamente

crescente ou estritamente decrescente e tem concavidade
definida.

» xp € o extremo de [a, b] onde f(x)f"(x) >0
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Para entendermos porque estas hip6teses implicam na convergéncia
de {Xx},cn. Primeiro observamos que

d £1(x
Considerando que ”(x) # 0
satisfaz:

[f’( NGO

Vx € [a, b], o produto f(x)f"(x)

» Em [a, b], X é o Gnico valor para o qual f(x)f"(x) =0
e portanto, em [a, b], ¢'(x) tem uma Gnica mudanca de sinal, a
qual ocorre em X
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Temos que:

1
X1 =X0— 77—

f/(XO) f(XO)

Escohendo xo como o extremo de [a, b] onde f(x)f"(x) > 0
> Sexp=aef(x)<0
temos
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Temos também que

Xy < Xx3 <X
que:

onde a dltima desigualdade é consequéncia de que 3n € [a, X] tal
x—x =¢'(n)(X - x)
Como em [a,X], ¢'(x) > 0 temos

¢'(n)(X —x0) >0
e portanto

Xx—x1>0
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> Sexg=ae f(x)>0
temos

f! f
(XO) < 0 f‘/(XO) (XO) < 0
1
X1 X0 —X
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Temos também que

Xy < Xx3 <X
que:

onde a dltima desigualdade é consequéncia de que 3n € [a, X] tal
x—x =¢'(n)(X - x)
Como em [a,X], ¢'(x) > 0 temos

¢'(n)(X —x0) >0
e portanto

Xx—x1>0
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> Sexo = be f(x) <0
temos

f! f
(XO) < 0 f‘/(XO) (XO) > 0
1
X1 X0 —X
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Temos também que

X < x1 < Xp
que:

onde a dltima desigualdade é consequéncia de que 3 € [x, b] tal

x—x =¢'(n)(X - x)
Como em [x, b], ¢/(x) > 0 temos
¢'(n)(X —x0) <0
e portanto

x1—x>0
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> Sexo=be f(x) >0
temos

f! f
(XO) > 0 f‘/(XO) (XO) > 0
1
X1 X0 —X
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Temos também que

X < x1 < Xp
que:

onde a dltima desigualdade é consequéncia de que 3 € [x, b] tal

x—x =¢'(n)(X - x)
Como em [x, b], ¢/(x) > 0 temos
¢'(n)(X —x0) <0
e portanto

X < X1
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A seguir verificamos que com as hipéteses consideradas, no
algoritmo de Newton Raphson a convergéncia é quadratica

X = xk = P(X) — p(xk-1) =
Devido ao fato de que f(x) € C?[a, b] e f/(x) # 0
#(x) € C?[a, b] e portanto existe £ € [a, b] tal que

=

A(xk—1) { X)+Mxk 1—X)+ <Z5 "(€)(xk 1—X)2}

$(X) = d(xk-1) =

2 (O~ xe 1)
1 1" =
%= =5 166 1| = 1]

[m]

=
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Com as hipéteses:

» A primeira e segunda derivadas de f(x) satisfazem:

f'(x)#£0 e f"(x)#0; VxE€ ]Ja,b]

ou seja, no intervalo [a, b] a fungdo f(x) é estritamente
crescente ou estritamente decrescente e tem concavidade

definida.
> xo € o extremo de [a, b] onde f(x)f"(x) >0

nés verificamos que a sequéncia {xx},cy € tal que todos os valores
de x, estdo localizados entre xp e X €, no intervalo definido por

estes dois valores temos ¢/(x) > 0;Vx # .
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A partir desta observacdo, no caso em que xp = a nés modificamos
o procedimento iterativo definindo:

Xk = ¢(Xk—1 + 2¢)

Ao consideramos o argumento xx_1 + 2¢ temos duas possibilidades:
1. Xk—1 +2e < X
ou

2. Xg—1+2e>X
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Caso 1.

Devemos continuar o nosso processo iterativo como a certeza de
que xx = O(xk—1 + 2¢€) < X.

Caso 2
Temos a situagdo em que xx_1 < X e Xx_1 + 2€ > X e portanto,

X € [Xk—17Xk—1 -+ 26]

podemos entdo concluir que X = xx_1 + ¢, € o ponto médio de
[Xk—1,Xk—1 + 2€], € uma solugdo numérica de f(x) = 0 com
precisdo .
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Concluimos ent3o que no caso do algoritmo de Newton Raphson,
quando as hipéteses enunciadas anteriormente estiverem satisfeitas
e considerando uma precisio €, no caso em que a escolha de xp é o
valor a, definimos os valores de x, por:

Xk = O(Xk—1 + 2¢€)

e o processo deve ser iterado enquanto ¢(xx—1 + 2€) > xx_1 + 2€.
Quando for observada a desigualdade ¢(xx_1 + 2€) < xxk_1 + 2,
temos a indicacdo de que xx_1 < X < xx_1 + 2¢ indicando que

X € [kal,kal + 26]
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Um argumento equivalente pode ser feito quando xo = b. Neste
caso devemos definir

XK = (ﬁ(Xk,l - 26)
e o processo deve ser iterado enquanto ¢(xx_1 — 2¢€) < xx_1 — 2€.
Quando for observada a desigualdade ¢(xx—1 — 2€) > xx_1 — 2,
temos a indicacio de que xx_1 — 2¢ < X < xk_1 indicando que
X € [xk—1 — 2¢, xk—1] de onde podemos concluir que X = xx_1 — €
é uma solugdo nimérica de f(x) = 0 com precisio e.
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