Eletromagnetismo 1

+~ Expansao multipolar: exemplos e
exercicios
+~ Energia na expansao multipolar
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Expansao Multipolar

* Na aula passada vimos que, em problemas com simetria axial, podemos expandir o potencial
em termos dos polindbmios de Legendre e suas funcdes radiais associadas, de forma que:

$(r.0) = Y (Asr"+B,r™"") Py(cosO)
4

1 r
(*) = d>x' p(F' = _P.(cos®)P(cosb
4ﬂ€OJ p )2{‘,}{“ /(05 0') P,(cos 0) A

« Também mostramos, por um método “indireto’, que o potencial elétrico de um anel muito
fino, com carga dg, centrado num ponto qualquer 7" ao longo do eixo z:

¢

dg 1 v /

— — | P (cosO)P,(cos0)
drey 1 =~ \ ">

(%) de(r,0) =

/

—_ —_ / - . /
onde r_.=r',r,=rser<r e r.=r,r,=r ser<r

 Agora vamos resolver alguns exercicios usando essas duas expressées. Mas primeiro, vamos
conecta-las por meio de um calculo direto — ou seja, vamos re-derivar a expressao para o
potencial do anel (**) partindo da expressao geral (¥). s
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Expansao Multipolar

* Vamos aplicar a expressao geral:

¢(r,0) =

4

r
d>x'p(7' —=_P,(cos @) P,(cos®
47:6()[ P );r@ /(cos 0') P4(cos )

no caso de um anel fino com carga gq.

» Vamos assumir que o anel estd na posicao 7' — 7, comraio p’ = p,, e portanto num angulo @’ — G, e auma

distancia r’ — 1, da origem. A densidade de carga é entdo dada por:

o(r' —ry)
p(r',0") = g ————d(cos @' — cos O,)
27 1§

Vocé pode verificar diretamente que a integral no volume dessa densidade de cargas é ¢:

(0]

JdSX/,O(i", 8/) — J

1 2
dr’ r’ZJ d(cos 6’)J de' p(r,0) =q
0 1

0

rote cos Oy+¢, 2n
— J dr’ r’2[ d(cos 0") J do'p(r',0) =¢q
ro—€1

cos Op—¢, 0

* Substituindo a expressao para a densidade de carga no potencial acima temos:

0) = “arrr| acosen | dor |a 2T scoser - cosd <
¢(r,0) = e ), r'r y (cos )0 7 qTrg (cos @' — cos 6,) ;rfrl

P,(cos0") P,(cos 9)
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Expansao Multipolar

A expressao é longa, mas cada parte dela é muito simples:

¢(r,0) =

o0 1 2r 5(},/ _ ’”()) rz
[ dr’ r’z[ d(cos 0’) [ de' |q ———— 6(cos &' — cos O,) Z P,(cos0") P,(cos 0)
-1

2 £+1
mey Jg 0 21 rg =5

1 rod/ 2207~ 1) rﬂd o [1 d(cos 0)5(cos O — cos ) Y "< p(eost) Pyeost) B
= rr-— — COS COS U — COS COS COS
drey ) 13 4 < 2r ), 0 y ri+l ¢ ¢

4

. q < p
= (c08 )P ,(cos 0)
4rey < rét+l

ondeagora, claramente, r_ =71y, r, =1 se rg<r e Fr_=7r,I, =1y ser>r
* Entao, como esperado, recuperamos a expressao original.

* Em alguns problemas vai valer a pena escrever a densidade de cargas em termos de anéis; em outros, sera mais interessante
usar diretamente a expressdo de p(r’, @) e integrar no volume d>x’.

E em alguns problemas, de condi¢des de contorno, vamos retornar a expressao para o potencial em termos de:

o0

$(r.0) =Y (A;r" +B,r™1=7) Py(cos 0)
=0
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Exercicio 1: esfera com densidade “dipolar”

Considere uma esfera sélida de raio Ry, com densidade de carga p, cos @’. Calcule o potencial e o campo elétrico
dentro e fora da esfera.

Podemos resolver esse problema de dois modos, mas neste caso o mais direto deve ser a integral no volume:

f

1
d3
472'60" *P )Z fl

¢(r,0) =

|

R, 1 27
= [ dr’ r’2[ d(cos 0) J dgo Po COS 9 Z o Pf(cos 0’) P,(cos 0)
drey Jg ~1 0 >

A parte mais relevante dessa integral € a parte angular. Ela nos da:

1

1 1
2
[ dp’ p' Py(p') = [ dp' Py(u') P(p') = 5% : OndeusamOSJ dp P, () Pplp) =
-1 -1

5 4
» 2041 77

Portanto, na soma sobre todos os £ o Unico termo que sobrevive é o dipolo, Z = 1, e assim:

R
Po ’ <

¢ =——cosO | drr?
3€g 0 ”%
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Exercicio 1: esfera com densidade “dipolar”

* Finalmente, temos agora o potencial em termos de uma integral radial:

R
Po ° <
¢ =— cosH dr'r?> =
3eg 0 3

- Devemos prestar atencao nha expressao acima, pois temos trés situacdes possiveis:

(la) Dentrodaesfera r'<r<R, = r.=r,r,=r

< > T >
(Tb) Dentrodaesfera r<r'<Ry, = r.=r,r.=7r

(2) Foradaesfera Fr<Ry<r = r.=r,r, =

* Isso significa que a integral radial deve ser quebrada em duas partes:

r / R
p ! L r ’ ! L r
¢ =— cos0 [drr2—2+J dr'r* — se r <R,
r

3¢ 0 r r'2
R ’
Po " r
¢ =—cos@| dr'r?— se r> R,
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Exercicio 1: esfera com densidade “dipolar”

* No caso em que estamos dentro da esfera temos portanto:

[ r / RO
r r
c,13=ﬂ cosd J dr/r’2—+[ dr' r?> —
3ey 0 rr2 ), r'2

1 /1 2\
= cosf |— <—r/4> +r (r’)f()] = 5—0 cos 6

1
—r2+r(Ry—r

* No caso em que estamos fora da esfera temos apenas o primeiro termo, mas nos limites de integracao 0 < r’ < Ry:

R 4
b= coso | L (Loa) | = £ cosq LR0
3¢ r2 \ 4 4 r2

— — 0 ~10
E:—V¢=—f—¢—0——¢
or r 00
— 3 A1 ) 1
= E=f’ﬂ cosf |—=r — R, +9—& sind —r2+r(R0—r) se r <R,
3¢ | 2 r 3¢ 4
— LR .1 1 R
= E=¢20 cos |—— +9—& sinf | —— se >R,
€o 2 r r 3¢ 4 r2
+ Note que o campo elétrico também é continuo! Mas é claro — como ndo temos cargas de superficie, é necessario que AE, = o/¢y =0,e Afn =0
como consequéncia do fato que v XE=0 , portanto temos que AE = 0através da superficier = Ry.

* Note também que o campo elétrico cai como ~ 1/r° — o que também deveria ser evidente: esse sistema tem carga liquida nula! Portanto o primeiro

termo nao-trivial é o dipolo, que, como vimos anteriormente, tem um potencial que vai como ~ 1/r%, eum campo elétrico que decai com ~ 1/r3.
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Exercicio 2: disco fino

- Considere um disco muito fino, de raio Ry, com densidade superficial de carga constante ¢, . Calcule o potencial e o campo elétrico.

* Podemos resolver esse problema de dois modos, mas o mais direto seria uma superposicao de anéis — assim como fizemos no caso
do cone.

-+ Um anel de raio r’ e espessura dr’ temumadreadA’ = 2znr' dr’, e portanto uma cargadq = o, dA’.

* Além disso, o disco esta num angulo 8’ = /2, e portantocos 6§’ = 0.

* Juntando esses dois fatos, o potencial de um desses anéis é:

de(r,0) = dq Z o 1Pf(cos 0')P,(cos 0)

77:60 y

¢

Uod, ,2 F<
= —dr'r

2¢ > rgtl

* Primeiramente, note uma propriedade importante dos polinbmios de Legendre, que esta citada na lista de exercicios:

GV
P,(0) = 27 DR paraZ pares, e P,(0) =0 para £ impares.

- Agora s6 temos de integrar isso, desde v’ = 0 até r’ = R, . Temos entéo:

4

b = 2 P ,(0) P,(cos 0) [dr/ r r; :

2
€0 40,
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Exercicio 2: disco fino

* Vamos re-escrever o nosso resultado anterior aqui:

£
60 Ay r
¢ = S Z P,(0) P,(cos 0) Jdr r rf—il
0 r=02.4,... >

* Assim como no caso do cone e das calotas, a integral radial precisa ser quebrada em partes: r < r’ e r > r’.Vamos
considerar separadamente os casosr < Ry e r > R,.

» Vamos considerar primeiro o caso r < R,. Temos entao:

4 r 1l R 7
Y, l"< //r 0 ) r
dr'r — drr—1+ dr' r'——
0 r

rf"‘l pt+ e+
_ 1 1 (r,f+2)r 4 1 (rzl—f)Ro
retl 42 0 1-7¢ r

r 1 rt 20+ 1 £+2 1’
= + —r|=r I -
£+2 1-=-°¢ Rg—l Z+2)Z -1 21,”+1R6”

- Agora vamos considerar o caso r > R|;.Temos:

},.f R, r/z,” 1 Rf+2
’ o < ’ 0
dr’'r — dr'r =
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Exercicio 2: disco fino

* Temos, portanto os resultados:

20 + 1 £+2 1’
¢ = Z Pf(O) P,(cosO) r il 27 % r<R, e
260 5 Z+2)(¢-1) 2¢ + 1 R{
1 R§*?
¢ = P.(0) P (cos 9) r>R
260 Y, 0224 o +2r'+1 0

* Esse potencial estd mostrado na figura ao lado — os contornos (“curvas de nivel”) sao as linhas equipotenciais.

* Um limite interessante que deveriamos recuperar é o do plano infinito: na regiao muito préxima ao disco, e em particular perto

do centro do disco, devemos obter o potencial de um plano infinito com densidade de carga ;) ou seja, E = % 6/(2¢y)Z,
portanto ¢ = — 6,/ (2¢y) | 2| -

* De fato, também podemos chegar nesse limite tomando R, — co na expressdo acima no caso r < R,.Temos entao:

20+ 1
& +2)( - 1)

)
PRy — 0) = ——r Z P,(0) P,(cos 0)
2¢0 £=024,...

* Mas essa soma é uma expressao analoga a um resultado que obtivemos no caso do cone, de fato:

S PO PG — o
£ /M H
£=024,... @+2)¢ - 1)
e portanto chegamos em:
) )
PRy — ©0)=——r|cosf| =——|z|] M
260 260
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Exercicio 2: disco fino

- Vamos ver novamente esse potencial,
porqgue ele é bastante interessante.

« Olhando esse potencial, onde temos
as maiores diferencas de potencial —
e portanto os campos elétricos mais
fortes?

* Procure pelos locais onde as
derivadas do potencial sao mais
fortes
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Exercicio 3: calotas com cargas opostas

- Considere duas calotas semi-esféricas de raio Ry, com densidades superficiais de carga opostas : +o; na calota de
cima e —o ha calota de baixo. Calcule o potencial e 0 campo elétrico dentro e fora dessa casca esférica.

* Podemos resolver esse problema de dois modos, tanto em termos de uma superposi¢cao de anéis quanto da integral
da a densidade de carga.

* No caso, talvez seja mais direto usar a integral. Podemos expressar a densidade de carga dessas duas calotas como:
p(r',co80) =0o(cos@)o6(r—R;,)) , com o(cosf) = g, [HH(COS 0') — Oy (—cos 9’)]

onde a fun¢do-degrau 85 garante que obtemos 406, quando cos 8’ > 0 e —o; quando cos ' < 0.

* Agora basta substituir a expressao acima na integral:

b(r,0) = — [cﬂ p(F) Y " p,(cos ) Py(cos )
r,0) = x'p(r COS COS
4re P y rg+l ¢ ¢

- Evidentemente, a parte radial dessa integral vailevar ' — R, e dentro da esferatemos r_ = r,r, = Ry, equanto
fora da esferateremosr_ = Ry, r, = r.

* Mas a parte mais complicada dessa integral é a parte angular. Temos:

7 1
rj - P(cos Q)J d(cos @) |0 (cos 0") — O (—cos 0)| P(cosd)
-1

4
rs

$(r.0) = 20—0 RY

€O 7
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Exercicio 3: calotas com cargas opostas

* Vamos repetir essa Ultima expressao aqui:

4

0) = % R? ’< P 0 1 d 0) |0 0)—40 0| P 0’
o(r, )—2—60 3 Zr 7 (cos 0) 1 (cos )[H(cos ) — Oy(—cos )] (cos ')
> _

* Vamos nos concentrar nessa integral angular:

1 1 0
J d(cos ') [QH(COS 0’) — Oy(—cos 0/)] P,(cos@) = J du' P,(u') — [ du’' P,(u')
-1 0 -1

- Evidentemente, qualquer polinémio de Legendre que seja uma funcao par de 4 vai anular a integral acima. E de fato, para £ par, a
funcéo P,(u) = P,(—u). De um modo mais geral, temos que:

—_ 4
Py(—p) = (=1)" Py(p)
* Portanto, na integral acima sé teremos os termos impares contribuindo, para os quais:

1 0 1

d(—p") Py(—p') = 2[ du' P,(u')
0

1 0
[ dﬂ/Pf(ﬂ/)—[ du' Py(p') = J
-1

du' Py(p') — J
0 0

1

* Essaintegral tem o resultado:

1

1

‘l) dp' P,(p') = 7+ 1 [Pr_1(0) = Ppyy(O)]
(_1)//2 4

onde, como citado acima, P,(0) = 26 (I

para valores pares de £ .
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* Temos, portanto:

¢
¢(r,0) =——R P,(cos0) 2
2ep " f=1,;,5,... it 20

= [Pr1(0) = Pry(0)]

* Vamos escrever os primeiros termos dentro e fora da esfera. Dentro dela temos:

50 0) = 2 0 - L7 pcoso) + b
r,0) =— |r cos®@ — —— P;(cos -
€0 8 Rg 3

* Do lado de fora temos:

oy | RS 1 R}
¢(r,0) =— |— cosO — ——- P5(cos @) + ...
€ | r 8 r3

- Cada termo do potencial é claramente continuo através de r = R, — de fato, as diferentes
dependéncias angulares desses termos vinculam que as partes radiais sejam continuas!

- Na figura ao lado mostramos o resultado quando truncamos asomaem ¢, . = 3 (acima) e
quando vamos até £, . = 33 (abaixo).
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Exercicio 3: calotas com cargas opostas

* Também poderiamos ter resolvido esse problema em termos de uma superposicao de anéis.

- A diferenca principal é que desse modo somamos muitos anéis de raios diferentes, com cargas
diferentes. A carga de cada anel que esta num angulo 6’ é proporcional a area desse anel:

dq(cos0') = 6(cos ') (2nRysin ") X Ry dO’
* Ou seja, o potencial de cada anel é:

d
Ad(r.0) = —— 3

},.f
€y p I"§+1

<

P,(cos 0")P,(cos 0)

* Somando sobre todos 0s anéis (ou seja, integrando) temos:

P(r,0) =

r<
T€o Jo rgtl

T 4
J [a(cos 0') 2rnR,sin0’) X R, dﬁ’] Z P,(cos 0")P,(cos 0)
£

* Mas isso nos da de volta a integral que obtivemos anteriormente, e o resto do calculo é
idéntico. Portanto, desse modo apenas trocamos 6 por meia duzia, e o resultado é o mesmo.

ELETROMAGNETISMO I / IFUSP / AULA 7



EXxercicio 4: energia do campo eletrico

* A densidade de energia do campo elétrico é dada por:

! E?
= —€
PE 20

* Vamos agora calcular a energia total do campo elétrico, usando a expansao multipolar. Nosso ponto de partida é a expressao:

¢(I", 9) — Z lgb;in) rf + ¢b£0ut) r—f—l] Pbp(COS 0)
£=0

* O campo elétrico é dado por:

0 ~10
g0t pLod
or r 00

tijl

o , - . d
=r P =l — (£ + 1)) ‘5‘2] P,(cos@)+ 0 [ () =1 4 gpoun) _5‘2] —P_ (cos @
rfzzo [ ¢ r ( ), r A ) Lp:EO ¢, r ¢ 10 A )

A

« Usandoofatodeque 7 - 7 =0-0=1e#-0=0temos:

)

=

Mg

quﬁ;in) ’,.f—l _ (f + l)qﬁéout) r—f—Z] [Lﬂ/ ¢(ln) £'—1 (f/ + I)Qb;?ut) r—f'—zl Pf(COS Q) P?/w(COS Q)

o

7'

(o]
Z ¢;in) N ¢;0ut) r—f—] [¢(m) £1 4 plout) ¢ 2]

0

I MS

d d
%Pf(cos 0) %Pﬂ(cos 0)

* Calmal!l Tudo isso vai simplificar mais adiante
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EXxercicio 4: energia do campo eletrico

* A energia do campo elétrico é dada, portanto, pela integral no volume:

1 3. 2 1 ” 2 [ - 27[ T2
Ep=—¢€)|d’x E- =—¢, drr d0 sin 6 do E
2 2 7 Jg, 0 0

Substituindo a nossa expressao acima e integrando sobre o angulo azimutal, [d(p — 271, temos:

& = me Jdr r? J d@ sin 6
0

- Vamos comecar computando a integral angular sobre 6 — que também pode ser vista como uma integral em u = cos 6.Temos que:

i df sin@P,(cos@)P,(cosf) = O,y

(i) ), ,(cos 0) Py(cos 0) 71t

(. d d 200+ 1) . ) . .

(ii) d6 sin@ —P,(cos ) —P,(cos ) = ———05,, [ Demonstre! Dica: use integragdo por partes e a equagdo para os P,(cos 0) ]
Jo do do 20 + 1

- Devido a essas fun¢des delta de Kronecker, d, .., uma das somas sobre £ e £’ desaparecem, e ficamos com a expressdo muito mais simples:

o | 2 . 224(¢ + 1)
— 2 (in) .0—1 _ (out) —£-2 (in) ,.£—1 (out) ,.—£-2
2, = re, Jdrr ,,;:o:{lw’f Pl =+ DY ] Tt l(,bf =1 gl ] S }
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EXxercicio 4: energia do campo eletrico

Aqui esta essa ultima expressao, novamente:

2 2 f Lﬂ

= . . 20(¢ + 1)
o _ dr 12 [f @n) =1 _ (£ + 1)@ —5-2] + [ (in) =1 4 gy(oun -5—2]

£ JZ'GOJ rr Lﬂ:zo{ qﬁf r ( ")(,15{ r 71 ¢, ¢ r 27+ 1

Note que os termos cruzados dessa expressao, que misturao gb;’”) com qbéo ut) , cancelam — como deveria!! Temos portanto:

2 n [[¢;in) ,,f—lr_'_ [(p;out) r—f_zrl 20( + 1) }

%, = ne, [dr 2 i { “5 ¢;in) ,,f_lr + [(f + 1)¢;0ut) r—f—zlz

20+ 1 20+ 1

S
o

& . 2 202 20(6+1) 222+ 1)? 20(¢6+1)
— d 2 [ (in) f—l] + + [ (out) —f—2] +
]wo[ T Z:‘) br 26 +1  20+1 b 20 + 1 20 + 1

= 7€, Jdr 2 i { [gl)g”) r?’ﬂ_lr [21,”] + [gl);om) r"“ﬂ_zr [2(?/” + 1)] }
=0

Agora resta simplesmente fazer as integrais radiais, que sao triviais!
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EXxercicio 4: energia do campo eletrico

« Por simplicidade, vamos assumir que temos escalas R;,, e R, que separam as regido “interior" e “exterior", de modo que parar < R;, vale a

solucdo apenas com os termos (ﬁ;’”) ,eparar > R temos uma solucdo apenas com gb;m”) :

out

&y = 1€ Jdr 2y { & rb"—lr[zf] + g r-f—2]2[2f+ 1]}

=0

R

0 . 2 in 2 S
= 7€, Z {2f ld);m)] [ drr? r3—2 [ZL” ] + 2( + l)lqbéout)] J dr r?r=% ‘4}
£=0

0 R

out
* As integrais radiais nos dao:

R

n "2 262 1 et R _ 1 R, 20+
ly 20 + 1 o 2041 "
[ 2 274 1 21| 1 271
(ii) drror = ————7r — —Rout
I 20 + 1 k. 2041

out

* Substituindo essas expressdes obtemos finalmente:

— (in) 26+1 (out) —2¢-1 - (in) (out)
& =2mey Y T {f lg/)f ] R+ +(f+1)l¢f t] R>2 } =y [%f + & t]

* Ou seja, a energia total é a soma das energias de cada multipolo, e separadamente para as partes de dentro e de fora! Além disso, como esperado,
o termo de monopolo (£ = 0) da parte interna é nulo — afinal, uma densidade de carga homogénea gera um campo elétrico nulo na regiao interior!
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EXxercicio 4: energia do campo eletrico

- Agora vamos assumir que temos uma Unica escala R, que separa a regiao “interior" da “exterior”. Isso corresponde a uma esfera
raio R, na qual colocamos uma densidade de carga arbitraria, ou condi¢des de contorno arbitrarias. Nesse caso, por

continuidade do potencial, temos (pg") = qb}om)Ro_ 20=1

- Nesse caso, definindo por simplicidade 45;0””) = ¢, temos:

00 1 5 ,
E&p = 2me —{f [, Ry* '+ @+ D]g,] R—Zf—l}
% 20 + 1 0 0

= 2rne, Z [gl)f]zRO_M_l
£=0

* Esses resultados sao analogos ao caso da expansao em modos de Fourier e do teorema de Parseval.

2

$(k)

. — d’k
pE) o (k) = [d3x 63| = J o

* Usando esse resultado, podemos mostrar também que, no caso de condi¢cdes de contorno Cartesianas, em que decompomos o
potencial e o campo elétrico numa série de Fourier. Ao calcular a energia desse campo, em coordenadas Cartesianas, obtemos:

Ep = Z & [Exercicio: Demonstre esse resultado!]
*
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Proxima aula:

- Materiais dielétricos
- Cargas de polarizacao

« Meios lineares

 Leitura:
Griffiths, Cap. 4

Jackson, Caps.2 e 3
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