
Integrais superiores e inferiores
b

f :[çbjnp ltda S = } faseada EIR : ser) = f-te recai] }
F- escada

fltda implica que 1- = { fbatfesda c-R : tse) > fã a-Gps }
S e T são não -vazios F- escada

Def . sups é chamado integral inferior de fé é derrotada por E- (f)
Inft a integral superior derrotada por Í (f) .

g

""
FFGD çfge, Ted . Toda fwnão ltda f :[qbjnsp

possui integrais inferior e superior
satisfazendo XD

£"be "
SYSF inftç {+☒da

µ,µ,
Além disso

,
1- é "tom"I

I.(f) Ílf)

se só se I.(f) = Íf ) =Àk!



Exemplos : D fé uma função escada ,
1- éinteqável .

2) A timão de Diriohlet ftp.flsextqinq
não é inegável pois se set sao

° se [oi] - q

funções escadas satisfazendo spa < ffiktfe)

xeqyef.IQ
111€

④ é denso em IR
° 4 q - q.gr , |

R - Q é denso EMIR

temos que sako e ten > ± .

→ IH ) so e ÍG) 71 : f- naoéinteqável .



Funções monótonas teo . Seja f :[apitar monótona .

Então

f- é inegável .

If . f. Eqb ]↳R dizemos que f- é uma função crescente

se se > z então f-G)77Gt (se f-(a) > 7Gt dizemos que

f- é estritamente crescente .

Exemplos : I) 767 - se ,
se se > 1 ←os 7H > fbt .

é estritamente crescente .

2) 7cm = C
,
< c-R constante .

se > L ⇒ fã > flat



Det . fica ,b) ↳K é desmonte se a > q ⇒ f-G) E fbi .

se fã < fts , dizemos que f- é estritamente decrescente .

As funções acima são também chamadas de monótonas .

Etemplos 3) f- ta = só para pen é crescente moça^

estritamente

se f- 1-
→ fçe) = se que é estritamente crescente .

Htnducaoi Suponha afirma@ válida para f- k
.

Vamos verificar que vale para f- pai .
Para Isso seja se > 17,0 .

faz rt
"

= I. x É"ÂÊÃ zty = yt" = µ .

Por indução se prova a afirmação do exemplo .



4) falta ,
se } . também é estritamente crescente

.

De fato
,

se xsyzoentaorx -A > . pois

a- As = (a-E) NEFF - atacara + Ar

-EFE > o pois se >a

-

.

.
A > A → fã > fls) .

☒



Def Dizemos fi E ,BJ↳R é monótona por parte se éste

Uma partição de [qb] tal que em cada swbinterralo

desta parti iao temos f- monótona . fsç , pç) swbintervdos
P = } a=L , q , . . . , sendo } comerei . - < Rn .

Etemfhos 5) As funções escadas sao monótonas por partes já
que

são função constantes por partes .

Exercícios : D FG) = set
,
XER

, pe IN ímpar então 1- é crescente .

Se p é par ,
então f-G) em C- q o] é decrescente .

Logo f- é monótona por partes se p é par .



.

2) gth-T-EKK.ir é crescente se
- ranço

e amante se →" °



to . Seja f :[apitar monótona .

Então consideramos as funções escadas sn

f- é inegável ,

e tn :[qb ]↳R dadas por :

dim .

- • < as boas
. Suponha f- crescente .

Anton = FGÇ:D

{ "" ""
" """

f- (a) < f-G) EÇCD : f- ltda tn

e Ihe Ílf ) existem .

Temos
µ

que mostrar
que Iff ) - ÍIF) .

i í
Seja Pa seguinte partição de Eep] : I I I

a 4 E se
} b

P = { a-qq ,
- - - isesíb } com

Anx> EFE) < tnfe)
sei = % , -1%1 .



os ☒nlx-sntapdx-E.MG) - HEDGE - ser:D
n

= € (fcxi) - fk:D) Cbçç =
lb Ê (Kai) - ffç;D

= lb-njfk-fko-fa-HD-fk.tk/z)-#fKn-fGnD
= lb ( Han) - f-(a) = (bgl (e-(b) - Kai) = § .



b

- {Ainda É - If) É - Ênfase snakfkktr.CHd-
b

b

gastada < IHH fatiada snetn escadas

b

oç ÊH ) - II. (f) Ç {tnlrdx - facada = §
a

Como n é arbitraria ( isso funciona ne IN ) .

Note que
→ Íff= IE) -

C- (b-a) (kb) - FKD
independe de n !
-


