Eletromagnetismo 1

Coordenadas cilindricas e esféricas
Os polindmios de Legendre
A expansao multipolar
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Coordenadas esféricas

* Diversos problemas envolvem distribuicoes localizadas de cargas,
gue nods geralmente (por conveniéncia) colocamos na origem do nosso
sistema de coordenadas.

- A medida que nos afastamos dessas fontes, as caracteristicas delas
comec¢am a ficar cada vez menos evidentes, e elas ficam cada vez mais
parecidas com uma carga pontual.

* Mas o que isso significa? Que caracteristicas sao essas, como podemaos
descrevé-las matematicamente, e quao rapido elas desaparecem a
medida que nos afastamos?

* No6s veremos aqui que a expansao multipolar nos fornece um modo
natural e intuitivo para descrever essas caracteristicas das fontes,
como essas caracteristicas sao mapeadas em formas para os campos, e
como esses campos decaem com a distancia.
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Coordenadas esféricas !

* Vamos comecar lembrando os operadores diferencias em coordenadas esféricas. Por exemplo, o
divergente é dado por:

—

V.F =

+
00 oQp

10(r2Fr)+ 1 dsinfF, OJF,
r2  or rsin @

* O Laplaciano, quando aplicado numa funcao escalar, é dado por:

1 0 0 1 0 0 1 92
Vf = —— r2—f + — sin H—f + — /
r2 or or r2sin @ 06 06 r2sin? @ dp?

* Também é util lembrar dos versores, elementos de distancia, area e volume nessas coordenadas:

[ x =rsinfcosg }A,=XJAC+)’)A’+22
y = rsinfsin @ r - A n . R
7 =rcosd X% +y9 it dl =dr7+rd00+rsmbdy
) p= - -_—> A
Cr ey VXE+y: P dS = r’sin0d0de# + rsin 0 dodr 0 + rdrd §
~ Zp—p2
_Z o=L_"L= L dV = r?sin 0 drdfde
) cosf =— 7
; . —yX+xy
| tangp = = ¢ =
X P
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Coordenadas esféricas
+ simetria azimutal

*+ Sao muito frequentes situagdes nas quais o nosso problema nao depende do angulo azimutal ¢, e nesses casos de
simetria azimutal (ou simetria axial), o operador Laplaciano simplifica:

Jof 1 of
V2£(r, 6 + 60—
VIne) =3 ar< ar> r2s1n9 o0 M0

« Vamos tomar uma funcao que obedece a Equacao de Laplace sz = 0 .Vamos tentar uma solucdo através do método
da separacdo de varidveis:

f(r,0) =R(@)P@O) ,

o que leva a equacdo em:

1d<2dR> 11 d(. dP>
— | r— ) +— — | sinf0—— | = , portanto

R dr dr P sin@ do

1 d [ ,dR 1 1 d (. dP
——— | r"— )| =—————(sin@—— | = const.
R dr dr P sinf df do

- Se a constante de separacao for zero, as solu¢des nao-triviais sio R — 1/r e P — log(tan 6/2) . Porém, essas solucoes
matematicas tém divergéncias que as tornam irrelevantes para problemas fisicos.

* Antes de proceder as solucdes, vamos re-escrever as equacoes acima novamente, usando a mudanca de variavel:

p —1.1] | 1 d ,dR +1 d (1 2)dP 0
= Cosv , o el , quelevaa — r _ — — | =
g g ? R dr dr P du K du
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Coordenadas esféricas A
+ simetria azimutal

* Vamos agora especificar a constante de separacao — e, claro, eu vou fazer isso aqui ja sabendo da natureza das
solucdes. A periodicidade na direcdao @ implica que a constante de separacao deve ser a seguinte:

1 d dR 1 d dP
—— | P—) =+ =——— 1 = p>)—
R dr dr P du du

* As solu¢des da equacao radial sao muito simples — elas sao leis de poténcia.
Rf =Abai’f+Bfl’_1_f

« As solucdes para a fungao angular P(¢) = P(cos €) sao também bem conhecidas de nés: trata-se dos polinémios de

Legendre
P, = ! d—f[(,uz—l)f] onde £=0,1,2, ...
A 2{ Lﬂ' dﬂf ! 9 9 s

« O polindbmio de Legendre de ordem ¢ é de fato um polindmio de y, com termos até ,uf . Alguns exemplos: 1.00
PO =1 0.50 1
P1 =u 0.25 1
1 o) Pz’ﬂ(ﬂ = 1) = 1 d Pbﬂ 1 l/ﬂ f 1 0.00 1
P2 = 5(3/1 - 1) Pf(,u = — 1) = (—1)I’ﬂ d//t 1 _ E ( + ) —0.25
H= 050 4
1 —0.50
P3 = 5(5/43 - 3,[4) —0.75 1
—1.00

=100 —0.75 —0.50  —0.25  0.00 .25 (.50 (.75 1.00

ELETROMAGNETISMO I / IFUSP / AULA 5 5



Coordenadas esféricas R
+ simetria azimutal

Os polindbmios de Legendre formam uma base completa para funcoes no intervalo u € [—1,1], e constituem
um conjunto completo de funcbes de 6 quando ha simetria azimutal/axial.

Esses polinbmios sao ortonormais, ou seja:

—5 ,
26 +1 ¢

1
[ du P,(u) Py(p) =
~1

* Em suma, qualquer solucao da equacao de Laplace com simetria axial pode ser escrita como:

o0

fr.0) = (Ayr" + B,r™'=7) P(cos )
=0

* No&s vamos discutir trés tipos gerais de problemas:

—0.75 1 —P =P =P
— P — P — P
. —1.00 1= ! , : ; . ; ; ;
hm l’f — 0 = Tanto }’f —100 —0.75 —050 —025 000 025 050 075 100
r—0o0 r—0 .
— S ¢! = g6 1 quanto 1 = Vamos ao Mathematica

para visualizar isso melhor
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Coordenadas esféricas A
+ simetria azimutal

- Vamos comegar com um exemplo simples: uma esfera de raio R, com potencial p(r = R;)) = ¢ cos? 0.
Encontre o potencial em todo o espaco — dentro e fora da esfera. Hou

* Vamos comecar calculando o potencial médio na esfera (esse também é chamado de monopolo do potencial):

P ¢in

_ 1 1 T 2
= — |d?Q =—J sin@d&[ d 0,
v 47?[ 1y il O @ 90, p) X
1
1 : os [ bs bs
= —2 d = =2 | duu®* = == = =
y, EL no) = = L y > 3 3

* De fato, podemos escrever o potencial em termos da expansao acima, nos polindmios de Legendre. Antes de mais
nada, note que:

¢ 2¢ 1 ¢ 2¢
Do =Rp) = XT+=2X 0P = 1) = Py + = Pap)

> pr=Ru) = ) ¢;Plu) , onde
=0

$o = Ps/3 , ¢, =2¢s/3 e todos os outros coeficientes ¢, — 0

* Portanto, a condicdo de contorno desse exemplo envolve apenas os multipolos £ = 0 (monopolo)eZ = 2
(quadrupolo).
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Coordenadas esféricas R
+ simetria azimutal

* Agora podemos partir do fato que a nossa condicao de contorno nos diz que: 4—\
d)out

pr=Ru) = Y ¢ Pop) . comy=es/3 . d=2ps/3 e ;>0 #02)
=0 N ¢in
* Mas a nossa solucao geral, por separacao de variaveis, era: <
»
f(r,0) = Z (A,r” + B,r™ ') Py(cos 6)
£=0

* Nesse momento devemos separar o problema em duas partes: dentro e fora da esfera. Dentro da esfera s6

utilizamos os modos radiais 77, gue sdo bem comportados em r — 0 ; e fora, usamos os modos r1=7,

* Agora é simplesmente um problema de ajustar as constantes acima, levando em conta as C.C. Primeiro, fora da
esfera, temos:

~1 -3
oy = () Ps ) 2%
P (r, p) = < Ro> 3 Py(p) + ( Ro) 3 Py(p)

* Para o campo dentro da esfera, usando ao invés as funcoes radiais r”ﬂ, temos o resultado:

0 2
in _ L ﬁ r 24)5
d"(r,u) = < Ro> 3 Py(p) + < R()) 3 Py(p)
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Coordenadas esféricas R
+ simetria azimutal

* Eu vou deixar como um exercicio para que vocés mostrarem que o campo elétrico fora da esfera é dado por:
¢()I/t[

— R R RS R
Eo = ﬁ—°+2¢S—°1f>2(cos 0)| # + 2¢s— sinfcos OO
3 1”2 1’4 r4 ¢llfl

* Enquanto dentro dela temos:

En = |25 7 pcos)| # + 25— sin0cos 9
= TR_(% H(cosO) | 7 + gl)SR—(%sm Ccos

* Em particular, note que a diferen¢a entre o campo fora e o campo dentro é dada por:

_ 10
|AE || = 2 _ %o + ¢0P2(cos9)
€0 3R0 3RO

* Mas integrando essa densidade superficial de cargas na superficie da esfera nos da uma carga total nao nula,
¢¢R
510

Q, = 4zR} 6 = 47¢,

+ O que isso significa é que muito longe dessa esfera o campo enxergamos uma carga Q, e o campo elétrico é dado
aproximadamente por:

0 1

_)
Eout — _
drey r?
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Coordenadas esféricas
+ simetria azimutal

* Um outro problema interessante com simetria azimutal é o de uma esfera condutora sem carga que é colocada na
presenca de um campo externo uniforme. (Vocé pode imaginar um capacitor muito grande, e a esfera fica em A
algum lugar entre as placas do capacitor.)

* Nos devemos, é 6bvio, escolher um eixo z ao longo da direcao do campo, ou seja:

E“ = E,; < ¢ =—-E,z+const.

Claramente, a esfera condutora vai acabar mudando o campo na regiao proxima da esfera (devido as cargas do
condutor que vao se mover para fazer o campo se anular dentro do condutor). Porém, longe da esfera devemos
voltar a ter somente o campo externo.

* Como a esfera é um condutor, nao pode haver diferenca de potencial entre nenhum ponto dentro dessa esfera,
portanto:

¢(r =Ry) = const —» O

* Devido a simetria azimutal/axial, podemos tentar a solu¢ao geral encontrada anteriormente:

o0

$(r.0) = Y (A, 1"+ B,r7'=") Py(cos 0)
=0

* Porém, agora nao temos um problema “classico" de uma solucao “fora" do sistema: afinal, a condicao de contorno

) . 2 Tl Fnd T ext
muito longe da esfera ndo é tal que £ — 0, naverdade temos £ — E“'!

* Isso significa que precisamos ver com mais cuidado se de fato devemos desprezar todas as funcoes r’ da solucao
externa...

...............................
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Coordenadas esféricas
+ simetria azimutal

A —
Ec Xt Ee,\‘f
* Ou seja, nesse problema precisamos levar em conta as condi¢des de contorno para fixar os coeficientes das
funcdes de base. Em termos do potencial, a condicao muito longe da esfera é: A A
gb(r—> OO)—>¢eXt=—EOZ+COHSt. I '
{ Jeessnsnea e
* Agora, a expressao completa para a solugao via separagao de variaveis é: o
» K
¢(r,0) = Z (Af r’ + B, r‘l_f) P,(cos 0)
£=0

= (AOrO+BOr‘1‘0) X1+ (A1 r! + B, r‘l_l) X cosf + ...

* Mas olhe o que ocorre com o termo £ = 1 term (chamado de dipolo). Uma parte da solucdo tem exatamente a
forma:

r'P(cos@) =rcosf =z

Ou seja, se tomamos A; = — £, , isso satisfaz a condi¢ao de contorno no infinito espacial!

1

- Além disso, o termo B, corresponde a um potencial que vai como 7™, 0 que s6 ocorreria se a esfera tivesse uma

carga liquida ndo-nula. Mas como a esfera é neutra, entdo B, = 0.

- Portanto, n6s ja pudemos especificar que A; — — Ejy,e By = 0 — e além disso, o termo A, é irrelevante
porque um potencial constante nao afeta o campo.

- Efacil ver que todos os termos com £ > 2 se anulam nesse problema.
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Coordenadas esféricas
+ simetria azimutal

[ ext E’en
A A

* Nos resta, ao final, a tarefa de ajustar a condicao de contorno:

4)(’, — RO’ 0) — (Al R(% + Bl RO—Z) Pl(COS 9) — (_EO R(} + B1 R()_z) xcosf =0 T ’ ......................... )

0 que nos leva a:
_ 3
B, = EyR,

* Portanto, o potencial tem apenas o termo de dipolo (£ = 1):

RS
¢(r,0) = —E0r+E0—2 cos
r

* Um calculo muito simples leva a expressao para o campo elétrico:

— R; ) R3\ . .
E=FE|1+2— JcosO@r—Ey,| 1 — — |sin6 0
r r

- Eevidente que, se r = R, 0 campo é puramente L a esfera. Exercicio: calcule a densidade de carga
superficial que é induzida na esfera, e cheque que (1) essa densidade de carga tem apenas um

dipolo (s6 os coeficientes com £ = 1 sdo nao nulos), e (2) que se tivermos essa densidade de carga
sozinha, sem o0 campo externo, entao o campo dentro da esfera seria constante.
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Expansao Multipolar

- Aprendemos algumas licdes importantes da expansao em polinbmios de Legendre e
suas funcoes radiais associadas. Para as solucdes mais comuns, do tipo “out”, (e sem
considerar condicdes de contorno esquisitas), temos a seguinte estrutura para a
dependéncia angular e radial:

1 1

Monopolo (£ =0) : ¢ ~— , EN_2
r r

[ =1 : : E !

Dipolo (Z = 1) : Nﬁ , Nz

1 1

Quadrupolo (£ = 2) : ~—= EN_4
r r

etc.

* A principal “caracteristica” que permanece em grandes distancias € o monopolo; mas a
medida que nos aproximamos da fonte, o dipolo comeca a aparecer; depois, 0
quadrupolo; e assim por diante. t ..

* Portanto, os detalhes mais “finos”, inomogeneidades, anisotropias, pequenas
concentracdes de carga aqui e ali, se revelam para nés em termos desses multipolos!
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Proxima aula:

- Exemplos e exercicios: coordenadas esféricas
- Exemplos e exercicios: expansao multipolar

« Expansao multipolar sem simetria axial: os esféricos harmoénicos

 Leitura:
Griffiths, Cap. 3.3-3.4

Jackson, Caps.3 e 4
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