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Conteudo

@ Otimizacio Restrita

@ Otimizac3o Irrestrita
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Preliminares

Tipos de problema de otimizacao

Problema de otimizac3o irrestrita

(P1) miniXmize f(x)

s. t. xe&X.
onde x = [xj,--- ,xn] € R", f(x) : R" — R, e X é um conjunto fechado (usualmente
X=R")
v
(P2) minimize f(x)
subject to gi(x)<0,i=1,...,m.
hi(x) =0, i=1,...,1.
x € X,
onde gi(x), -, gm(x), h(x), -, hi(x) : R" =R
Seja g(x) = (g1(x), -+ ,gm(x)) : R" = R, h(x) = (h(x), -, hu(x)) : R" = R’ J
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Preliminares

Entdo (P.) pode ser escrito como

(P2) minimize f(x)
subject to g(x) <0,
h(x) = 0.
x € X,

Nés dissemos que x é uma solugdo factivel de (P2), se g(x) <0, h(x) =0,e x € X |
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Otimo local, global

A bola centrada em X com raio € € o conjunto:

B(x,¢€) := {x||x — x|| < ¢}

Considere o seguinte problema de otimizacao sobre o conjunto F

(P1) miniXmize f(x)

s.t. x €& F.

Nés temos a seguinte definicdo de minimo/maximo, local/global, estrito/n3o estrito. |

Definicao 1
x € F é um minimo local de P; se |3 existe € > 0 tal que f(x) < f(y) para
Vy € B(x,e) N F
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Otimo local, global

Definicao 2
x € F é um minimo global de P; se f(x) < f(y) para Vy € F

Definicao 3

x € F é um minimo local estrito de P; se 1a existe € > 0 tal que f(x) < f(y) para
Vy € B(x,e)NF,y # x

Definicao 4

x € F é um minimo global estrito de P; se f(x) < f(y) para Vy € F,y # x

Definicao 5

x € F é um maximo local de P; se |4 existe ¢ > 0 tal que f(x) > f(y) para
Vy € B(x,e) N F,y # x

Definicao 6

x € F é um maximo global de P; se f(x) > f(y) para Vy € F,y # x
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Otimo local, global

Definicao 7
x € F é um maximo local estrito de P; se |3 existe € > 0 tal que f(x) > f(y) para
Vy € B(x,e) N F,y # x

Definicao 8

x € F é um maximo global estrito de P; se 1 existe € > 0 tal que f(x) > f(y) para
Vy € F,y # x

minimo global

minmnmo local
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Gradiente e Hessiana

Seja f(x) : X = R, onde X C R" é fechado.

f(x) é diferencidvel em x € X se |3 existe um vetor Vf(x) (o gradiente de f(x) em X)
tal que para cada x € X

f(x) = f(x) + VF(X)" (x — %) + ||x — x||a(X, x — %),

e limy_oa(x,y) =0.
f(x) é diferenciavel Vx € X. O vetor gradiente é o vetor de derivadas parciais:

V() = [ag)(j),... | ag)(j)] '

Exemplo 1

Seja f(x) = 3xfx3 + x3x3. Entdo

.
Vif(x) = [6X1X§’, 0x; x5 + 2x03, 3X22X§}
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Gradiente e Hessiana

A derivada direcional de f(x) em X na direcao d é:

o FR ) = F()

L -\ T
A—0 A a Vf(X) d

A func3o f(x) é duas diferencidvel em x € X se existe um vetor Vf(X) e uma matriz
simétrica n X n H(x) (a hessiana de f(x) em x) tal que para cada x € X

f(x) = F(X) + VF(%)" (x — %) + %(x — %) "H(X)(x = %) + [|(x — %)|Pa(x, x — ),

e limy,_0a(x,y) =0.

f(x) é duas vezes diferencidvel sobre X se f(x) é duas vezes diferenciavel para todo
x € X. A Hessiana é a matriz de derivada segunda parcial.

O°f(x)

H(x); = Ixi0x
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Exemplo 2

Seja f(x) = 3x{x; + x3x;. Entdo

H(x)

3
6X]_ X2

Vf(x) = | 9xix5 + 2x0x;3

2 2
3X2 X3

6x> 18x1x5 0
= 18x1x22 18x12 Xo + 2x33 6X2X32

0 6x0X3 6x5 X3

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan

Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizac

17 de abril de 2014

9 /133



Matrizes Definida Positiva e Semidefinida Positiva

Um matriz M n X n é chamada

@ Definida positiva se x’ Mx > 0Vx € R", x # 0
@ Semidefinida positiva se x' Mx >0 Vx € R", x # 0

@ Definida negativa se x’ Mx < 0 Vx € R", x # 0

@ Semidefinida negativa se x"Mx<0VxeR" x %0

@ Indefinida se este x,y € R" paraoqual x' Mx >0ey My <0

Nés dissemos que M é SPD se M é simétrica e definida positiva. Similarmente, nds
dissemos que M é SPSD se M é simétrica e semidefinida positiva.

Y
Example 3

i

é definida positiva
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Exemplo 4

é definida positivo. Para ver isto, observe que para x # 0,

X1

X2

x Mx = 8xi — 2x1x0 + x5 = Txi + (x1 — X2)2 > 0
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Existéncia de solucoes 6timas

Muitos dos tépicos aqui estao concentrados com

@ existéncia de solucoes 6timas

@ caracterizacao de solucao étimas

@ algoritmos para computar a solugcao étima

Para ilustrar a questao surgida no primeiro tépico, considere o seguinte problema de
otimizacao:

1
(P2) miniXmize ;;X

subject to x>1,

Aqui nao ha solucao étima por que a regido factivel nao é limitada
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Existéncia de solucoes 6timas

. 1
(P2) minimize —
X X

subject to 1> x<2,

Aqui n3o ha solugdo 6tima por que a regido factivel ndo é fechada (x < 2)

(P2) minimize f(x)
subject to 1 < x <2,
F(x) = 1/x, if x<?2
- 1, if x=2
Y
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Teorema

Teorema para Sequéncia - Weierstrass

Seja xx, k — oo é uma sequencia infinita de pontos no conjunto compacto (fechado e
limitado) F. Entdo alguma subsequéncia de pontos xj converge para um ponto contido
em F

Teorema para funcoes - Weierstrass

Seja f(x) é uma fung¢3o de valor real sobre conjunto compacto ndo vazio F C R".
Entdo F contém um ponto que minimiza (maximiza) f(x) sobre o conjunto F
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Condicoes de otimalidade para problemas irrestritos

(P1) minimize f(x)
s. t. xeX.

onde x = [xj, -+ ,xn] E R", f(x): R" — R, e X é um conjunto fechado (usualmente
X=R")

y

A diregdo d é chamada uma direcdo descendente de f(x) em x = X se

f(x + ed) < f(X)

Ve > 0 e suficientemente pequeno
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Condicoes de otimalidade para problemas irrestritos

Teorema

Supondo que f(x) seja diferenciavel em X. Se ha um vetor d tal que V£ (X)'d < 0,
entdo VA > 0 e suficientemente pequeno, f(x 4+ \d) < f(x), e assim d é uma direcao
descente de f(x) em X.

f(x + A\d) = £(x) + A\VA(X)" d + \|d||a(x, Ad),

onde a(x, Ad) — 0 como A — 0. Rearranjando

f(% + \d) — £(X)

X = V(%) d + ||d||a(x, Ad),

Uma vez que VF(X)'d < 0 e a(X,Ad) — 0 quando A — 0, f(x + Ad) — f(x) <0
VA > 0 suficientemente pequeno.
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Condicoes de otimalidade para problemas irrestritos

Corolario

Supondo f(x) seja diferencidvel em x. Se x é um minimo local, entdo Vf(x) = 0.

Se fosse verdade que Vf(x) # 0, entdo d = —Vf(x) seria uma direcdo descendente, ao
passo que X nao serd um minimo local.

Importante

O corolario acima é a condicao necessdria de primeira ordem para um problema
minimizaco irrestrito. O teorema a seguir é uma condicdo de otimalidade de segunda

ordem
4
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Condicoes de otimalidade para problemas irrestritos

Teorema

Suponha que f(x) seja duas vezes diferencidvel em X € X. Se x é um minimo local,
entdo VF(x) = 0 e H(x) é semidefinida positiva.

Prova

Da condicao necessaria de primeira ordem, Vf(x) = 0. Suponha que H(x) nao é
definida positiva. Ent3o |3 existe d tal que d" Hd < 0. Nés temos

F(%+ Ad) = F(X) + AVF()Td + %AszH(i)d + 22||d|Pa(%, \d)

F(% + Ad) = F() + %AszH(i)d + 22(|d|Pa(®, Ad)
onde a(x, Ad) — 0, quando A — 0. Rearranjando,

F(x + A;fz) — f(x) _ %dTH(i)d + [|d|[Pa (%, Ad)

Uma vez que d' H(x)d < 0 e a(x,Ad) = 0, f(x+ Ad) — f(X) <OVA>0e
suficientemente pequeno, produzindo a contradicao desejada.
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X12 + x1x0 + 2><22 —4x1 — 4xp — XS

AT
Vf(x) = (xl +x0— 4, x1 + 4xo —4—3X2) :

=] 1 e |

Vf(x) = 0 tem exatamente duas solugbes: x = (4,0) e X = (3,1). Mas

H()?):“ —12]

é indefinita, portanto, a tnica solu¢do candidata para um minimo local é x = (4,0)
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Exemplo

Encontre os candidatos a minimos e maximos locais da funcao

f(x) = (2x1 — X2)2 + (83x1 — X3)2 + (Bx2 — 2X3)2
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Condicoes de otimalidade para problemas irrestritos

Teorema

Supondo que f(x) é duas vezes diferenciavel em x. Se Vf(x) = 0 e H(x) é definida
positiva, entdo x € um minimo local (estrito).

Exercicio para casa \

Observacao

@ Se Vf(x) =0 e H(x) é definida negativa, entdo x é um maximo local

@ Se Vf(x) =0 e H(x) é semidefinida positiva, nés ndo podemos dizer com certeza
que X € um minimo local
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Convexidade e Minimizacao

Seja x,y € R". Pontos formados por Ax + (1 — )y VA € [0,1] s3o chamados de
combinacao convexa de x e y J

Um conjunto S C R"” é chamada um conjunto convexo se Vx,y € S e para A € [0, 1],
MX+(1=-XANyesS J

a) Convexo b) Nio-Convexo
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Convexidade e Minimizacao

Uma fungdo f(x) : S — R, onde S é um conjunto convexo n3o vazio, é uma fung¢do

F(Ax + (1= A)y) < Af(x)+ (1= A)f(y)

Vx,y,€ S eVA€|[0,1]

Uma fun¢do f(x) como acima é chamada de uma func¢do estritamente céncava se a
desigualdade acima é estrita para Vx # y e A € (0,1)

I I I

convexa concava nem coéncava hem
convexa
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Convexidade e Minimizacao

(P1) miniXmize f(x)

s. t. xe X.

Teorema

Supondo S é um conjunto de convexo, f(x) : S — R é uma fun¢3o convexa, e X é um
minimo local de (P1). Entdo X é um minimo global de f(x) sobre S.

Teorema

Supondo S é conjunto convexo fechado n3o vazio, e f(x) : S — R é diferenciavel. Ent3o
f(x) é uma fungcdo convexa se e somente se f(x) satisfaz a seguinte desiqualidade:

fly) > f(x) + VF(x) (y — x)

Vx,y €S

y
Exercicio para casa \
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Convexidade e Minimizacao

Teorema

Supondo S é um conjunto convexo fechado n3o vazio, e f(x) : S — R é duas vezes
diferenciavel. Seja H(x) denota a hessiana de f(x). Entdo f(x) é convexa se e somente
se H(x) é semidefinida positiva Vx € S

Teorema

Supondo f(x) : X — R é convexa e diferenciavel sobre X. Entdo X € X é um minimo
global se e somente se Vf(x) = 0.
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Gradiente descendente

O problema que néds

(P1) minimize f(x)
s. t. x€eR"

onde f(x) é diferenciavel.

Se x = X é um dado ponto, f(x) pode ser aproximado por sua expansdo linear

f(x+d) ~ f(X)+ VF(x)'d

Se d é pequeno, isto é, ||d|| é pequeno. Observe que se a aproximagdo na equac¢ao
acima é boa, entao nds queremos escolher d tal que o produto interno Vf()?)Td é tao

pequena quanto possivel. Vamos normalizar d tal que ||d|| = 1. Ent3o entre todas as
direcbes d com norma ||d|| = 1, a direcao
g —VTf(x)
[IVE(X)]]

torna o produto interno menor com o gradiente V£ (x).
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Gradiente descendente

Este fato segue da seguinte desigualdade:

VF(x)'d > —||VF()|.|ld]| = V(%) (II_vai(':;])|

) = Vf(x)'d

Para esta razao a direcao nao normalizada:

d = —Vf(x)

é chamada a direcao de maior descida no ponto X

Observe que d = —Vf(x) é uma direcdo descendente enquanto V£(x) # 0.

Para ver isto, simplesmente observe que d’ Vf(x) = —(Vf(X))" Vf(x) < 0 enquanto

VF(X) # 0.
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Gradiente descendente

@ Passo 0 - Dado x°, faca k:=0
@ Passo 1- d* := —Vf(x¥). Se d* =0, entdo pare

@ Passo 2 - Solucione min,, f(x* + ad*) para o tamanho do passo a*, talvez
escolhida por uma busca linear exata ou inexata

@ Passo 3 - Faca x*™ < x* + a*d*, k < k + 1. V4 para o passo 1.
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Comportamento tipico

f(x1,x2) = 5X12 + X22 + 4x1x0 — 14x1 — 6x2 + 20

Esta fungdo tem sua solugdo 6tima em x* = (x{',x ) = (1,1) e f(1,1) = 10

5 x4 P43 x y+7 %420

1200
1000
80D ()
Q () %
R KK
600 NS UL N
e Y 5
N S XXX NN KKK,
N N S s e O 0 00, 0 o sy, v
O N s L I O 0, e s
R R RRISSISIIIASL
! S
= R RS
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Um algoritmo de bissecao para uma busca linear de uma

funcao convexa

Supondo que f(x) é uma fung¢do convexa continuamente diferencidvel e desejamos

solucionar: _
& = argmin f(x + ad),
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Gradiente Descendente

O problema

(P1) minimize f(x)
s. t. xeX.

onde X é nossa iteracao atual, d € a direcao atual gerada por um algoritmo que busca
minimizar f(x)

Suponha que d é uma direcio descendente de f(x) em x = X, isto é

f(x + ed) < f(X)

Ve > 0 e suficientemente pequena.
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Algoritmo de bissecao

Seja
h(a) == f(X + ad)

h(c) é uma fungdo convexa na variavel escala «, e nosso problema é solucionado por

a = arg minh(x)

7

E elementar mostrar que

h(a)=Vi(x+ad)d

Proposicao

h'(0) <0

Como h'(a)) é uma funcdo crescente monoténica de o, nds temos que: J

Proposicao

h'(a)) é uma funcio crescente monoténica de
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Algoritmo de bissecao

Como h'(a) é uma funcdo crescente monotdnica, nds podemos aproximadamente

computar @, o ponto que satisfaz h(@) = 0, por um método de bissecao adequado.

Supondo que nds sabemos um valor & tal que h’'(&) > 0. Desde que h'(0) <O e
0+&

h'(&) > 0, o valor do meio & = *5* é um ponto de teste adequado. Observe o seguinte:

@ se h'(&) = 0, podemos parar
@ se h'(&) > 0, nés podemos colocar & no intervalo (0, &)

@ se h'(&) < 0, nés podemos colocar & no intervalo (&, @)

Este conduz para o seguinte algoritmo de bissecao para minimizacao de
h(a) = f(X + ad) por solucionar a equacdo h'(a) ~ 0 }
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Algoritmo Bissecao

@ Passo0-Faca k=0, oy =0, ay .= &

@ Passo 1 - Faga & = 21 e compute h'(&)
Se h'(&) > 0, faca ay := &. Faca k + k+1
Se h'(&) < 0, faca ay := &. Faca k <+ k+1
Se h'(&) = 0, pare
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Algoritmo Bissecao
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Algoritmo Bissecao

Proposicao

Apés toda iteragdo do algoritmo bissecdo, o intervalo [ay, o] deve conter um ponto &
tal que h'(@) =0

Na k-ésima iteracdo do algoritmo bissecdo, o comprimento do intervalo atual [«ay, ] €

4

O valor « tal que |a — &| < € pode ser encontrado em no maximo

e ()

passos do algoritmo de bissecao.
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Computando & para o qual A (&) > 0

Suponde que nés n3o temos um valor conveniente de & para o qual h'(&) > 0.
Uma forma é pegar um candidato inicial de & e calcular h'(@).

Se h'(a) > 0, ent3o proceda para o algoritmo de bissecdo; se h'(a) < 0, entdo faca
alﬁha < 24 e repita o processo.
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Critério de parada para o algoritmo bissecao

Na pratica, nds necessitamos executar o algoritmo bissecao com um critério de parada.
Alguns critérios de parada relevante sao:
@ Pare apdés um numero fixo de iteracoes. Este é parado quando kK = K, onde K
especificado pelo usudrio
@ Pare quando o intervalo torna-se pequeno. Isto é, pare quando a, — a; < ¢, onde €
é especificado pelo usuario
@ Pare quando |h'(&)| torna-se pequeno. Isto, pare quando |h'(&)| < ¢, onde € é
especificado pelo usudrio
Este terceiro critério de parada tipicamente produz o melhor resultado na pratica.
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Método de Newton

Supondo que nds queremos resolver

(P1) miniXmize f(x)

s. t. xe X.

Em x = X, f(x) pode ser aproximado por:
f(x) ~ h(x) := f(x) + Vf()?)T(x — X) + %(X — X)H(x)(x — ),

a qual é uma expans3o quadratica de Taylor de f(x) em x = x. Aqui Vf(x) é o
gradiente de f(x) e H(x) é a hessiana de f(x)

Observe que h(x) é uma fung¢do quadratica, a qual é minimizada por solucionando
Vh(x) = 0.
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Método de Newton

Uma vez que o gradiente de h(x) é:
Vh(x) = Vf(x)+ H(x)(x — X)
Nos portanto estamos motivado a solucionar:
Vf(x)+ H(x)(x —Xx) =0

que produz
(x — X) = —H(x) ' VF(X)

A direcdo —H(xX) 'V f(x) é chamada de direcio de Newton, ou passo de Newton em

X — X
Este conduz para o seguinte algoritmo para solu¢do de (P;)

17 de abril de 2014
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Método de Newton

Passo 0 - Dado x°, faca k + 0O
Passo 1 - d* = —H(x*)"'Vf(x*). Se d* = 0, ent3o pare.

Passo 2 - Escolha o tamanho do passo of =1

Passo 3 - Faca x*"! «— x* + a*d*, k < k + 1. V4 para o passo 1.

y

Observe o seguinte

@ O método assume H(x*) é n3o singular a cada iterac3o

@ N3o ha garantia que f(x*™!) < f(x*)

@ O passo 2 pode ser aumentado por uma busca linear de f(xk + adk) para
encontrar um valor 6timo do tamanho do passo, parametro «
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Método de Newton

Proposicao
Se H(x) é simétrico e definido positivo e d := —H(x) 'V f(x) # 0, ent3o d é uma
direcdo descendente, isto é, f(x + ad) < f(x) para todos os valores de «
suficientemente pequeno.
y
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Método de Newton

@ A matriz hessiana nao precisa ser invertida explicitamente, em vez disso resolve-se
o sistema linear.

V(%) + H(Z)(x — %) = 0
MR — B) = — V()
H(R)S = —V£(R)
X X+ a6

@ Convergéncia quadratica mas necessita de uma boa estimativa inicial da solucao

@ Necessita da segunda derivada da funcao
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Usar o método de Newton para minimizar f(x) = 0.5x; + 2.5x3
Gradiente e matriz hessiana s3o dados por

5x5

Vf(x) = [ iy ] H(x) = [

o =
o1 O
[

Escolhendo x° = [ ? ] obtemos Vf(x) = [ 2 ]

-5

Resolvendo o sistema linear H(x°)do = —V £ (x°), obtemos a direcio §p = [ 1

assumindo o passo igual a 1, temos

1 0
X = x 4+ ag * d

esta é uma solucao exata do problema.

]e
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Método de Newton Modificado

Na forma como foi apresentado acima, o método de Newton ainda n3o apresenta
garantia de convergéncia, pois nada pode ser afirmado sobre o sinal da matriz hessiana,
que deve ser definida positiva por duas razoes:

@ para garantir que a aproximacao quadratica tenha um minimo; e

@ para garantir que a inversa da matriz hessiana exista, que € a condicao necessaria
para resolver a x'™' = x* — H(x*) "'V f(x*) ou x'™ = x* — ae H(x*) "1V F(x¥)

Portanto, é necessario testar a positividade de H(x) a cada iterag3o, e na eventualidade
de se obter H(x) < 0, deve-se aplicar um procedimento de positivacao dessa matriz.
Dada uma matriz H simétrica, conhecendo-se o menor autovalor A\, desta matriz, é
possivel obter uma matriz M definida positiva a partir de H na forma:

@ Se A\pin >0, entdio M = H
@ Se \pin <0, entdo M = H + (6 — )\m,'n)/, com € > Amin

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizag 17 de abril de 2014 45 / 133



Método de Newton Modificado

A lei de ajuste do método de Newton torna-se
x =k — oszk_IVf(xk)

onde

My = H(x) se A< >0
Mi = H(x*) + (e — Ajin)  s€ Afin <0

com A\<. o autovalor minimo de Hx. Ainda n3o existem resultados que conduzam 2
determinacao automatica de um valor étimo para ¢

7

@ E importante mencionar ainda que em lugar de positivar Hx poder-se-ia, em
principio, utilizar qualquer outra matriz definida positiva de dimensoes apropriadas.

@ A razao para optar pelo processo de positivacao da hessiana é a analogia com o
tradicional método de Levenberg-Marquardt (que serd visto a seguir) que pode ser
interpretado como uma combinacao entre a lei de ajuste do método do gradiente e
a lei de ajuste do método de Newton.

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizag 17 de abril de 2014 46 / 133



Método de Levenberg-Marquardt - LM

Definicao do Problema

O problema para o qual o algoritmo LM fornece uma solucao é chamado Minimizacao
dos Quadrados Minimos N3ao Linear.
Isto implica que a funcao a ser minimizada é da forma abaixo

) =3 > ()

yé

onde x = (x1,x2,- -+ ,Xp) € um vetor, e cada rj € uma funcdo R" — R. Os r; sdo
referidos como residuos e é assumido que m > n

f(x) pode ser reescrita como f(x) = 1||r(x)||*. J
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Método de Levenberg-Marquardt - LM

O gradiente de f(x) pode ser escrito como:

rn (X) 3r1( ) 4+ 1 (X) 3r2(X) 4t rm(X) 8rm(X) 7
rl(x) 8r2(x) arm(x)
Vf(x) = 1 (X) Ox2 T T rm(X) o
| A%+ ()2 4 () 2]
L () _
)= | 2™
| m(x)
_ vrl(X)T - - 8r1§1x) 8r1§2X)_|_ 8g)fx) -
T or X) or X) L 8r2(x)
VF(X) — VFQ(X) — S Ox COxp T Ox,
T 8.r,,;(.x) Orm(x) Orm(x)
L VeRC LS et B -
V(x)=Vr(x) r
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Método de Levenberg-Marquardt - LM

A hessiana f(x) pode ser escrito como (m = 2, n = 2):

ri(x ) 1(X) + 1 (X)arz(X) ]
Br (x) or (x)
n(x) g t 275"

Vf(x) = [

r(x) _ [ ri(x) ]

I’Q(X)

Vrl(x)T 8r1(x) 3g(X)
\Y — _ x
- | T - [
2 | hu h2
Virlx) = [ h21 h2 ]
— ori(x) Ori(x) i (x) on(x)* = On(x) 8r2(x)
ST 0 o Y 2x dx1  Ox

. 8r1(x) 8r1(x) 4
O Oxi

8!‘1 (X) 8r1 (X)
Ox>  0Ox1

r (X)

Ox>  0x1

arz(X) arz(X) _|_ I’Q(X)

0?%x1

5’r2 (X) 5’r2 (X)

Ox>  0x1
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Método de Levenberg-Marquardt - LM

O gradiente de f(x) pode ser escrito como (m = 2,n = 2):

Vf(x) = Vr(x)" r(x)

H(x) = Vr(x) Vr(x) + Z e (x) V2 ri(x)

k=1

Quando os erros residuais sao suficientemente pequenos, a matriz hessiana pode ser
aproximada pelo primeiro termo da equacao acim

H(x) = Vr(x)" Vr(x)

Esta aproximagdo geralmente é valida em um minimo de f(x) para a maioria dos

propositos, e é a base para o método de Gaus-Newton. A lei de atualizagcio torna-se
entao:

X =X — [Vr(x) V()] Vr(x)" r(x)
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Método de Levenberg-Marquardt - LM

A modificacao de Levenberg-Marquardt para o método de Gauss-Newton é:

X =X — [Vr(x)"Vr(x) + pl] 7 Vr(x) " r(x)

O efeito da matriz adicional u/ é adicionar ;1 a cada autovalor de J' J

Uma vez que a matriz J? é semi-definida positiva e portanto minimo possivel é zero,
qualquer valor positivo, pequeno, mas numericamente significativo, de p serd suficiente
para restaurar a matriz aumentada e produzir uma direcao descendente de busca.
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Algoritmo Levenberg-Marquardt

1: Entrada: Atribua um valor inicial para x € ‘R" para o vetor de parametros e um
valor arbitrariamente pequeno para uma constante ¢ > 0

2: Inicio

3: while condicao de parada do

4:  Construa a matriz Vr(x), f(x) = 3.7, ri,

5:  Calcule o ajuste &; = [Vr(x)Vr(x) + pl] *Vr(x)" r(x);

6: Utilize um procedimento de busca unidimensional para encontrar «;;
7 Atualize: x*™1 = x* — a;6;;

3:

end while

Algorithm 1: Pseudocédigo do Levenberg-Marquardt
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Método de Davidon-Fletcher-Powell - DFD

@ Este método, assim como o método BFGS, é classificado como método
quase-Newton

@ A idéia por tras dos métodos quase-Newton é fazer uma aproximacao iterativa da
inversa da matriz hessiana, de forma que:

lim M; = [V2F(x)] "
11— OO
@ S3o considerados os métodos teoricamente mais sofisticados na solucao de
problemas de otimizacao n3o-linear irrestrita e representam o dpice do
desenvolvimento de algoritmos através de uma analise detalhada de problemas
quadraticos.

@ Para problemas quadraticos, gera as direcoes do método do gradiente conjugado
(que serd visto posteriormente) ao mesmo tempo que constrdi a inversa da
Hessiana.

@ A cada passo a inversa da Hessiana é aproximada pela soma de duas matrizes
simétricas de posto 1, procedimento que é geralmente chamado de correcao de
posto 2 (rank 2 correction procedure).
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Método de Davidon-Fletcher-Powell - DFD

@ Construcao da inversa

.
pipi Miqiq] M;
plai g Mg ~

M1 = M; + i=0,1,---,n

onde pi = ajd;, e qi — 8i+1 — 8 — sz(x)p,'
Note que a avaliacao em dois pontos fornece informacoes sobre a matriz hessiana
sz(x)
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Algoritmo DFP

| —
=

11:
12:

Entrada: Atribua um valor inicial para x € R" para o vetor de parametros e um
valor arbitrariamente pequeno para uma constante ¢ > 0
Defina dy = go, Mo =1, faga i =0, go = —V£(x)
while condicao de parada do
Determine a direcao d; = Mg,
Se (i mod P =0), faga di = gi e M; = I;
Utilize um procedimento de busca unidimensional para encontrar «;;
Atualize: x*™1 = x* — a;d;;
Calcule pi — Oé,'d,‘, 8i+1;
Faca gi = gi+1 — &i
Calcule M,'+1
Facai=i+1
end while

Algorithm 2: Pseudocédigo do DFB
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Método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)

T T T T
Mia = M+ PP gy 0G0 BN PG gy,
P; di P; di P; di

onde pPi — Oé,'d,', €qgi— 8i+1 — 8 — V2f(X)p,'
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Algoritmo BFGS

| —
=

11:
12:

Entrada: Atribua um valor inicial para x € R" para o vetor de parametros e um
valor arbitrariamente pequeno para uma constante ¢ > 0
Defina dy = go, Mo =1, faga i =0, go = —V£(x)
while condicao de parada do
Determine a direcao d; = Mg,
Se (imodP = 0), faga di = gi e M; = I,
Utilize um procedimento de busca unidimensional para encontrar «;;
Atualize: x*™1 = x* — a;d;;
Calcule pi — Oé,'d,‘, 8i+1;
Faca gi = gi+1 — &i
Calcule M,'+1
Facai=i+1
end while

Algorithm 3: Pseudocédigo do BFGS
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Método das Secantes de um Passo (OSS - One Step

Secante)

@ O termo método de secante provém do fato de que as derivadas sao aproximadas
por secantes avaliadas em dois pontos da fungdo (neste caso a fungdo é o
gradiente).

@ Uma vantagem deste método é que sua complexidade é de ordem O(n), ou seja, é
linear em relacao ao nimero n de parametros, enquanto a complexidade dos

métodos DFP e BFGS é de ordem O(n®)

@ A principal razao da reducao do esforco computacional deste método em relacao
aos anteriores (DFP e BFGS), é que agora a direcao de atualizagdo é calculada
somente a partir de vetores determinados pelos gradientes, e ndao ha mais a
armazenagem da aproximag¢ao da inversa da hessiana
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@ A nova direcao dj;1 é obtida como segue:

diy1 = —gi + Aisi + Biqi

+1

onde s = x'tt — x' = p;, qi = git1 — gi, pi = aidi

T T T
qi qi | Si 8i aq; 8i

Ai=— |1+ +
SiTqi 5,'Tqi 5,'Tqi
SiTgi
Bi = —
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Algoritmo Método das Secantes

1: Entrada: Atribua um valor inicial para x € ‘R" para o vetor de parametros e um
valor arbitrariamente pequeno para uma constante ¢ > 0

Calcule pi = aid;, 8i+1,

Faca gi = giv1 — &

10: Facai=i+1

11: end while

Algorithm 4: Pseudocédigo do Método das Secantes

2: Defina do — £0,pP0 — Oéodo, fac,:a | = 0, 80 — —Vf(X)

3: while condicao de parada do

4: Determine a direcao di = —g; + Aisi + Biqi,

5: Se (i mod P =0), faga di = gi;

0: Utilize um procedimento de busca unidimensional para encontrar o;;
7:  Atualize: X' = x¥ — a;d;:

3:

0:
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Gradiente Conjugado: Polak-Ribiére (PR) e

Fletcher-Reeves (FR)

@ Existe um consenso geral da comunidade de analise numérica que a classe de
métodos de otimizacao chamados métodos do gradiente conjugado, tratam de
problemas de grande escala de maneira efetiva.

@ Os métodos do gradiente conjugado possuem sua estratégia baseada no modelo
geral de otimizacao apresentado no algoritmo padrao e do gradiente, mas
escolhem a direcdo de busca d;, o passo «; e o coeficiente de momento 5; mais
eficientemente utilizando informacoes de segunda ordem.

@ E projetado para exigir menos cdlculos que o método de Newton e apresentar
taxas de convergéncia maiores que as do método do gradiente.

@ E baseado no método das direcoes conjugadas proposto para tratar problemas

quadraticos:
1

f(x) = §XTQX —b'x
@ A lei de ajuste do método das direcdes conjugadas é dada por: x*™! = x* — audy,
_d] VF(x)dk
Ok = T4 Qd,
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Gradiente Conjugado: Polak-Ribiére (PR) e

Fletcher-Reeves (FR)

@ Antes de aplicarmos a lei de ajuste dada pela equacao acima, é necessario obter as
direcoes Q-conjugadas d; € R", i =0,--- ,n— 1. Uma maneira de determinar
estas direcoes é tomd-las na forma

do = —Vf(x°)
diy1=—VI(x™)+8d i>0

Vf(xi1) Qd;
d,'T le

com 3 =

@ Para problemas nao-quadraticos a matriz Q deve ser aproximada pela matriz
hessiana calculada no ponto x’
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Problemas nao quadraticos - Método de Polak-Ribiére

(PR)

@ A aplicacao destes algoritmos a problemas nao quadraticos envolve um
procedimento de busca unidimensional do passo de ajuste (taxa de aprendizagem)
e a aproximacao do parametro [ utilizando informacoes de primeira ordem
(gradientes).

Uma destas aproximagdes é dada pelo método de Polak-Ribiere (PR)

] gl 1(gi11—8)
Se (i mod n # 0), faga diy1 = g + Bid;, onde fB; = =+

g,'Tgi
Sendo, faca: di = g;

Outra aproximacao é dada pelo método de Fletcher-Reeves (FR)

Se (i mod n # 0), faga diy1 = g + Bid;, onde (i = ”ﬁr’;h”
Sendo, faca: di = g;
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Algoritmo Polak-Ribiere

1: Atribua um valor incial x° € R" para o vetor de pardmetros e um valor
arbitrariamente pequeno para a constante ¢ > 0
2: Calcule V£(x°), faca do = VF(x’) e i =0
3: while Condicao de parada nao for satisfeita do
4. Utilize um procedimento de busca unidimensional para encontrar um alpha; que
seja solucao dtima do problema
5:  Faca x'™!' = x' + «jd
6: Calcule gi = —Vf(x)
7 Se (i mod n # 0), faga diy1 = gi + Bidi, onde (; = g"il(;?;_g")
8: Sendo, faca: di = g; |
9: i=1i+1
10: end while
Algorithm 5: Algoritmo Polak-Ribiere
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Algoritmo Fletcher-Reeves - FR

1: Atribua um valor incial x° € R" para o vetor de pardmetros e um valor
arbitrariamente pequeno para a constante ¢ > 0

2: Calcule V£(x°), faca do = VF(x’) e i =0

3: while Condicao de parada nao for satisfeita do

4: Utilize um procedimento de busca unidimensional para encontrar um alpha; que

seja solucao dtima do problema

5: Faca X = x4+ ad;

6: Calcule gi = —Vf(x)

7 Se (i mod n # 0), faga dit1 = g + Bidi, onde §; = ||ﬁr;|1|!2

8: Sendo, faca: di = g; |

0: i=i+1

10: end while

Algorithm 6: Algoritmo Polak-Ribiere
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Usar o CG para minimizar f(x) = 0.5x? + 2.5x3

Gradiente ¢é igual a Vf(x) = [ 5)2 ]
2

Escolhendo x° = [ 2

] ] obtemos a direcdo de procura inicial (correspondente ao

gradiente negativo)

—5
do — —80 — —Vf(Xo) = [ _5 ]
O minimo exato ao longo da linha de procura é ap = 1/3, pelo que a préxima solugao

3.333 ]

aproximada é x; = [ 0666

—3.333

Calculando o novo gradiente g1 = —Vf(x1) = [ 3.333 ]
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Exemplo - continuacao

Neste ponto, em vez de procurar a direcao do gradiente negativo

-
P = nggl = 0.444
8o 80

que origina a nova direcao de procura

3.333

5 5.556
_3.333 +O'444[ 5 ] = [ 1.111 ]

O passo ao longo desta linha que minimiza a funcao é a; = 0.6, que origina a solucao

di = g1+ Bido = [

0 ] , tal como seria de esperar para um funcao quadratica.

exata xp = [
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Problema de Otimizacao Restrito

Relembre que um problema de otimizacao restrito é um problema da forma

(P2) minimize f(x)
subject to gi(x)<0,i=1,...,m.
hi(x) =0, i=1,...,1.
x e X,
onde X é um conjunto fechado e g(x) = (gi(x), - ,gm(x)) : R" — R",
h(x) = (hi(x), -+, hi(x)) : R" = R

Seja S a regido de factibilidade de (P.), isto é,

S:={xe€ X:g(x)<0,h(x) =0}

Ent3o o problema (P,) pode ser escrito como

(P1) minimize f(x)
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Problema de Otimizacao Restrito

Relembre que x é um minimo local de (P») se |3 existe € > 0 tal que f(x) < f(y)
Vy € SN B(x,e¢)

Minimo e maximo local/global, estrito/ndo estrito sdo definidos analogamente.
Noés frequentemente usamos a seguinte notacao

Vg (x)T ] [ Vi (x)"

Vg(x) = Vh(x) =

| Vem(x)" | | Vhi(x)"
isto é Vg(x) € R™" e Vh(x) € R'*" sdo matrizes jacobianas, cuja i-ésima linha é a
transposta do gradiente correspondente.
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Problemas irrestritos

Condicoes de otimalidade

Nos slides anteriores vimos as condicoes de otimalidade que nos permitem determinar se
um dado ponto no espaco representa um ponto de 6timo para um problema irrestrito:

@ VFf(x*)=0
@ H(x") é definida positiva

Agora examinaremos a definicao das condicoes de otimalidade para o caso restrito. )
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Condicoes Analiticas

Problemas com restricao de desigualdade

O problema sujeito somente a uma restricao de desigualdade apenas pode ser definido
como

minimize f(x) = (x1 — 3)° + 2(x2 — 3)°

X

subject to  gi(x) =3x1 +2x — 12 <0
x €R :
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Problemas com restricao de desigualdade

Solucao grafica

Solucao com a Restricdao de Desigualdade

%_____E“;\— - - /
regiao factwel M
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1t - o _
-\1-\'\\.\_\_\_‘-\- e — __.{\\___ /
ks g1\
- ~ ; Ofﬁ;f
0 ! _'”'129__ | | § P "gf
0 1 2 3 4 . :

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan

Aula 03 — Revisdo sobre métodos de otimizac

17 de abril de 2014

72 / 133



Condioes Analiticas

Problemas com restricao de desigualdade

Observa-se que no ponto solucdo, o vetor gradiente da funcao objetivo estd na mesma
direcao e no sentido oposto do vetor gradiente da funcao restricao

Existe, portanto, uma relagdo proporcional entre Vf(x) e Vgi(x) no ponto soluc3o.
Representando a constante de proporcionalidade por 81 > 0, pode-se expressar a relacao
entre os gradientes por:

Vf(x) = —51Vg1(x) — Vf(X) + 51Vg1(x) =0
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Condicoes Analiticas

minimize f(x) = (x1 — 3)° + 2(x2 — 3)°
subject to gi(x) =3x1 +2x — 12 <0
X € R 9
minimize f(x,8,21) = (x1 — 3)° + 2(x2 — 3)° + Bui[g1(x) + z]

subject to  gi(x)+ 2z =0
xR :

74 / 133

Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizac 17 de abril de 2014

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan



Condicoes Analiticas

Problemas com restricao de desigualdade

Considerando a fungdo modificada f(x, 81, zi) como uma funcdo irrestrita, as condicdes
de primeira ordem tem que ser satisfeitas no ponto de étimo:

Of(x,f1,28) _ 0f(x) | . 9gu(x)
8X1 - (’9x1 + 51 8x1 - O
Of(x,f1,28) _ 0f(x) | . 9gu(x)
aXQ - aXQ + 61 aXQ O
2
af(xaﬁlazl) _ 26121 —0

0z1

Of (x, B1,21)
051 -

gi(x) + 212 =0
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Problemas com restricao de desigualdade

Podemos eliminar a varidvel de folga z?

2,8121 =0— (21)2,8121 — (21)0 — 251212 =0
gi(x)+2zi =0— 2zt = —g(x)
Prgi(x) =0

o

O que fornece o sistema de equacoes

9f (x,B1,7) __ 9f(x) + 6 9a1(x) _ of(x) 8é’l(X) 0
af(xagll,zl) 8(2)&) 8§1X(1x) - 82)&) + b1 3g1€><) - 0
0x2 — 0x2 + B — Oxp ax2

Vf(x)+ B1Veg(x) =0
Pigi(x) =0

|
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Problemas com restricao de desigualdade

Assim, as condicoes de primeira ordem para um problema com uma restricao de
desigualdade podem ser resumidas da seguinte maneira:

Vf(x)+ piVg(x) =0
Bigi(x) =0

sendo que a segunda condicao garante a factibilidade da solucao.
A generalizacao para um numero arbitrario de restricoes de desigualdade serd
apresentada mais tarde.
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Problema com restricao de desigualdade

Lembrando a definicao do problema-exemplo:

minimize f(x) = (1 — 3)* + 2(x* — 3)°

X

subject to  gi(x) =3x1 +2x — 12 <0
x €R :

Os gradientes podem ser obtidos analiticamente:

VFi(x) =[2(xa — 3),4(x2 — 3)]"
Vg(X) — [37 2]T
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Problema com restricao de desigualdade

 2(a—3)+381 | [0
4(X2 — 3) + 26 = 0
] 51(3X1 + 2xp — 12) ] ] 0 ]

Observe que para que estas condicoes sejam satisfeitas é necessdrio que 81 = 0 ou
gi(x) =0

@ Caso a: (1 = 0[g1(x) < O]

@ Caso b: B1 # 0[g1(x) = 0]
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Problema com restricao de desigualdade

Resolvendo o sistema obtém-se
x* =[2.18,2.73]"

B1 = 0.55

O que resulta em g1(x") = 0. Nestes caso, diz-se que a restricdo de desigualdade est3

ativa no ponto solucao

@ Neste caso foi possivel resolver o problema simplesmente resolvendo o sistema
resultante das condicoes de otimalidade;

@ Entretanto, na maioria dos casos isto n3o é possivel - as condicoes sao comumente

utilizadas para verificacao de pontos obtidos por métodos iterativos.

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizac 17 de abril de 2014

80 / 133



Condicoes Analiticas

Problemas com restricao de igualdade

Um problema sujeito somente a uma restricao de igualdade pode ser definido como:

minimize f(x) = (1 — 3)° + 2(x> — 3)°

subject to hi(x) =x1+x —5=0
XER Y
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Problemas com restricao de igualdade

Solucao grafica

Solucao com a Restricdo de Igualdade

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizag 17 de abril de 2014 82 /133



Problemas com restricao de igualdade

minimize f(x, A1) = (x1 — 3)° +2(x* — 3)°

subject to  hi(x) = x1 +xx— <0
X € R )

Transformando o problema

minimize f(x, A1) = (1 — 3)° + 2(x* — 3)° + A [ (x)]

X

subjectto x € R ,

Obter condicoes de otimalidade a partir desta funcao
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Problemas com restricao de igualdade

As condi¢des necessarias de otimalidade sdo obtidas considerando f(x, A1) como uma
funcdo irrestrita das varidveis x3, xo € A1 , 0 que resulta nas seguintes caracteristicas para
o ponto de 6timo

8f?X1>\ ) 8f( ) oh (1) = a?f)(q)
X,A1) X 1 % X
Oxo o + )\ Oxy 0 Oxo

{ Of (x,A1) _ Bf(x) + A\ ahl(x) —0 [ Of (x)
+ A1

3h2(X)
8h16x) ] = [

Oxo

oOf (x, A
é,\ll) = hi(x) =0

{ VF(x) + MVhi(x) =0
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Problemas com restricao de igualdade

Em linhas gerais, as condicoes necessarias de otimalidade para um problema com uma
restricao de desigualdade podem ser resumidas em:

Of (x,A1) _ hl(X) —0

{ VF(x) + M Vhi(x) =0

A generalizacdo para um numero arbitrdrio de restricoes de igualdade serd apresentada
mais tarde.
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Problemas com restricao de igualdade

Resolver

minimize f(x, A1) = (x1 — 3)° +2(x2 — 3)°

X

subject to hi(x) =x1+x —5=0
X € R )
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Problemas Geral de Otimizacao

Problema original

minimize f(x) = (1 —3)° + 2(x* — 3)°

X

subject to  gi(x) =3x1 +2x — 12 <0
hl(X) =x1+x—5=0
X € R )

Problema Transformado

F(x, 81, A, 21) = (a = 3)" +2(x* = 3)* + Bi[g(x) + Z] + Aim(x)

minimize
subject to  gi(x)+ 2z =0
hi(x) =0

xXER

17 de abril de 2014 87 / 133

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizac



O problema geral de otimizacao

Considerando a fungdo transformada f(x, 51, A, zi) como uma funcio irrestrita, as

condicoes de primeira ordem para este caso podem ser obtidas por

0x1

Ox

2
af(X, 617>\1721) — 8f(X) _|_/818g1—(x) + )\1
8X1 8X1
2
8f(X7 617>\1721) — 8f(X) —+ 5188-1—()() + >\1
8X2 8X2
2
8f(X,617>\1721) — 26121 —0
0z
2
Of(x, Br, M, z1) hi(x) = 0

O

Oh1(x)
Ox1

Oh1(x)
O0x2

=0

=0
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O problema de geral de otimizacao

As equacoes anteriores podem ser reduzidas a quatro expressoes através da eliminacao
da varidvel de folga z?

J

Of (x, B1, \1,21)  OF(x) O0g1(x) Ohi(x)
8X1 - (’9x1 * 51 8x1 + )\1 aXl =0
Of (x, B1, \1,21)  OF(x) O0gi(x) Ohi(x)
8X2 - aXQ * 61 8X2 + >\1 (9X2 =0
Bigi(x) =0
hi(x) =0

@ Caso a: 1 = 0[g1(x) < O]
@ Caso b: 1 # 0[g1(x) = 0]
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O problema geral de otimizacao

Em linhas gerais, as condicoes de primeira ordem podem ser resumidas da seguinte J
maneira:
Vf(x)4+ 61Vgi(x) + \MVhi(x) =0
Prg(x) =0
hi(x) =0
com (1 > 0.
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Problemas Geral de Otimizacao

minimize f(x) = (x1 — 3)° + 2(x2 — 3)°

X

subject to  gi(x) =3x1 +2x — 12 <0
h1(X):X1 +x—-—5=0
X € R )
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Condicoes de otimalidade necessaria

Condicoes de Necessaria Geométrica

Um conjunto C C R" é um cone se Vx € C, ax € C para qualquer o > 0.
Um conjunto C é um cone convexo se C é um cone C € um conjunto convexo.

Supondo X € §. Ndés temos as seguintes definicoes:

@ Fo:={d:Vf(x)"d < 0} éo cone de direcdes de melhoria de f(x)
@ /:={i:gi(x) =0} é o conjunto de indices da restricdo de desigualdade que
satisfaz a desigualdade sem folga em X

@ Gy=4d: Vg,-(x)Td < OVi € I é o cone das direcoes apontando para dentro para
restricoes limitadas em X

@ Ho=4d:Vhi(x)"d < 0Vi € 1é o conjunto de direcdes tangente para a restricio de
igualdade em X

y
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Condicoes Algébricas Necessaria

Teorema - Condicoes necessarias John Fritz

Seja x ser uma solugdo factivel de (P2). Se x é um minimo local de (P.), entdo existe
(uo, u, v) tal que

uoVF(x)+ zm: uiVgi(x) + Z viVhi(x) =0,

i=1 i=1

bo, u > 07 (U(), u, V) # 07

uigi(x) =0,i=1,---, m.

Reescrevendo a equacao acima

wVF(x)+ Vgi(x) v+ Vhi(x) v =0,
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Condicoes Algébricas Necessaria

Teorema - Condi¢Bes necessarias Karush-Khun-Tucker (KKT)

Seja x ser uma solugdo factivel de (P,) e seja | = {i : gi(x) = 0}. Além disso, suponha
que Vhi(x) parai=1,---,/ e Vgi(x) para i € | s3o linearmente independente. Se x é
um minimo local, 13 existe (u, v) tal que

V#(x)+ Vgi(x) u+ Vhi(x) v=0,

Fig. a) Fig. b)

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizag 17 de abril de 2014 94 /133



Exemplo

minimize (x1 — 12)° + (x2 + 6)°

(x1,x2)

subject to x12 + 3x1 + x22 —4.5x < 6.5
(x1 — 9) + x5 < 64
8x1 + 4x, = 20

y

Neste problema, nds temos:

f(x) = (x1 — 12)2 + (x2 + 6)2

gl(X) — X12 + 3x1 + X22 —45x — 6.5
2(x) = (x1 — 9)° + x; — 64

hl(X) = 8x1 +4xo — 20

Vamos determinar se ou n3o os pontos x = (x1, %) = (2,1) é um candidato para ser
uma solucao étima para este problema.
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Exemplo

Vamos checar para factibilidade
gi(x)=0<0
gg()?) = —-14 <0

hi(x) =0
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Exemplo

Para verificar a otimalidade, nés calculando todos os gradientes em X

W(X)le(xl—lz)]:[m] Vgl(x):[ 2x1 + 3 :[_;5]

2(x2 — 16) 14 2xp — 4.5
e [50[+] e[

BRIttt

Observe que (&, v) = (ul, @2, 1) = (4,0, —1) soluciona este sistema e que i < 0 e }

up = 0 Portanto, x é um candidato a ser uma solugcao étima deste problema.
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Generalizaciao de convexidade

Supondo que X é um conjunto convexo em R". A func¢do f(x) : X — R é uma fun¢do
quase convexa se Vx,y € X e VA € [0,1],

f(Ax + (1= A)y) < max{f(x), f(y)}
f(x) é quase concava se Vx,y € X e VA € [0, 1]

f(Ax + (1 = A)y) > min{f(x), f(y)}

Se f(x) : X — R, entdo o conjunto de nivel de f(x) s3o os conjuntos

So ={x e X:f(x)<a}

para cada a € R
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Generalizaciao de convexidade

Proposicao

Se f(x) é convexa, entdo f(x) é quase convexa

Uma fungdo f(x) é quase convexa sobre X se e somente se S, é conjunto convexo para
todo a € R

Se f(x) € uma fungdo convexa, seus conjuntos de nivel sdo conjuntos convexos. J
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Condicoes KKT

Condicoes Necessarias

VF(x™) + Z uiVgi(x™) + zm: AiVhi(x*) =0

j=1 i=1

pj >0, X qualquer ,pigi(x) =0

v
Condicoes Suficientes

VA) 3 Vg () + 3 AVh(x) =0

j=1 i=1

pj >0, X qualquer ,puigi(x) =0

V2Lé semi-definida positiva sobre M
M={d:Vh(x*)'d=0,i=1,---,m, e Vgi(x*) d =0Vj € J}

Problema convexo

Condicoes necessdria de KKT minimo local — Condicoes suficientes para minimo global
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Métodos de Penalidade

Os métodos de penalidade transformam o problema restrito em um irrestrito
adicionando uma funcao de penalidade a funcao objetivo.

Assim, o problema de otimizacao definido anteriormente passa a ser expresso pela
minimizacao irrestrita de uma funcao pseudo-objetivo

(P1) minimize f(x) + p(x)

s. t. x € X.

onde p(x) é uma func3o de penalidade que incorpora as violagdes de igualdade e
desigualdade J
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Penalidade Exterior

Para as restricoes de igualdade, tem-se
m
pr(x) = r" | D hi(x)?
j=1

onde x € R" e r" > 0. Qualquer violacdo da restricio de igualdade h(x) implicard em
uma penalizacao no valor da funcao pseudo-objetiva

Para as restricoes de desigualdade, tem-se

pe(x) = rf (Z max [O,gf(X)]2>

com r® > 0. Se gi(x) <0, o ponto xx encontra-se na regido factivel e a restricdo de
desigualdade ¢é satisfeita; neste caso, max [0, gi(x)] = 0.
Caso contrario, se gi(x) > 0 tem-se a penalizagcdo da fungdo pseudo-objetiva.
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Penalidade Exterior

Em geral, a funcao de penalidade é definida como:

p(x) = pa(x) + p(x) = " | 3 (x)" | + r¥ (max[0, ()]

Os multiplicadores r, r"

h h ~h
rer1 <= e C

g g &

Com C" Cc& >1

sao usualmente atualizados usando-se um escalar, ou seja,
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Penalidade Exterior

O método da penalidade exterior apresenta as seguintes caracteristicas:

@ O processo de otimizacao pode se iniciar a partir de um ponto xx tanto na regiao
factivel quanto na regidao nao factivel.

@ No caso do processo se iniciar a partir de um ponto xx fora da regido factivel, a
funcdo de penalidade p(x) torna-se grande, fazendo com que os novos pontos
gerados aproximem-se da regiao factivel e minimizando a funcao-objetivo.

@ Portanto, a medida que o processo iterativo for realizado e r — o0, a solucao do
problema penalizado convergira para a solucao do problema original
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Entrada: f,ré,r/, C&,C" ¢, x°
lgnacio
k<0
Calcule a solugdo x;" do problema [f(x) 4+ g(x)] a partir de xo;
while p(x*™! > ¢ do
f/?+1 — r/:Ch;
re.q < re C5;
k +— k+ 1;
Calcule a solugdo é6tima x;; do problema [f(x) + p(x)] a partir de x;
end while

Algorithm 7: Pseudocddigo do Método da Penalidade

S

|
<

A solucao dos problemas irrestritos é realizada utilizando-se os métodos usuais
(gradiente, Newton) J
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Exemplo

Seja o problema definido por:

minimize f(x) = (x1—2)" + (x1 — 2x2)’
subject to hi(x) =xi —x2 =0

h(x)=(0a—2 "+ (x—2)°—-1=0
gi(x) =x +x —4<0

0<xx <14

0<x <4

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizac 17 de abril de 2014

106 / 133



Exemplo

Soluc3o obtida a partir do ponto inicial xp = (3,3)T; =1, ch=-5;

Clodoaldo A.

M. Lima, Norton Trevisan
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Método de Multiplicadores de Lagrange

Com o intuito de satisfazer as condicoes de Kuhn-Tucker no problema irrestrito, este
método associa os multiplicadores de Lagrande as restricoes de igualdade e desigualdade.
A funcdo de penalidade neste caso é dada por:

plx) =" i A [ () 7% Z max |g (). 5.2 | +Z N [hk(x)1+é max |g (). 512 |

onde A\, e B sdo os multiplicadores de Lagrande, e r" e ré s3o os multiplicadores de }

penalidade definidos de maneira similar ao metodo de penalidade.
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Método de Multiplicadores de Lagrange Aumentado

Os multiplicadores de Lagrande sao atualizados, em cada iteracao, com informacoes a
respeito das restricoes de acordo com:

Aks1 = Ak + 2r"h(x«)

Bry1 = Bk + 2r8 (max [g(xk), _—B]>

2r8
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Método de Multiplicadores de Lagrange Aumentado

Caracteristicas

@ O ponto incial xp pode ser factivel ou nao;
Insensivel 3 escolha inicial de r" e r&:

Q

@ Nao requer que r — 00;

@ As restricoes de igualdade podem ser satisfeitas com maior precisao;
Q

No ponto de convergéncia, os A e S encontram seus valores 6timos, possibilitando
a verificacao das condicoes de KKT;

@ Aumento no tempo de processamento.
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Exemplo

Soluc3o obtida a partir do ponto inicial xo = (3,3)"; rd =1, C" = 5;
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Método de Barreira

Similar para funcoes de penalidade, funcoes barreira sdo também usadas para transfomar
um problema restrito em problema irrestrito ou em uma sequencia de problemas
Irrestrito.

Estas funcoes define uma barreira contra o abandono da regiao factivel. Se a solucao

dtima ocorre na fronteira da regiao de factibilidade, o procedimento move do interior
para a fronteira.

O problema primal e barreira sao formulado abaixo.

Problema Primal _
Problema Barreira
minimize  f(x) o
X minimize  f(x) 4+ uB(x)
subject to  gi(x) <0, i=1,..., m. )

subjectto u >0
x e X :

Aqui B é uma funcdo barreira que é n3o negativa e continua sobre a regiao
{x : g(x) < 0} e aproxima para co quando a fronteira da regido {x: g(x) <0} é
aproximado do interior.

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizag 17 de abril de 2014 112 / 133



Funcao Barreira

Observe que restricoes de igualdade, se presente, sio acomodados dentro conjunto X.
Alternativamente, no caso de restricoes de igualdade, nos podemos possivelmente
elimina-las apés solucionar alguns varidveis em termos de outras, reduzindo a dimensao
do problema.

A razao por que este tratamento € necessdrio é que os métodos da funcao barreira
requerem que o conjunto {x : g(x) < 0} seja ndo vazio, o qual pode obviamente n3o ser
possivel se a restricdo de igualdade h(x) = fosse acomodada dentro o conjunto de
desigualdade como h(x) >0 e h(x) <0

O parametro i > 0 é chamado de parametro de barreira

Pode-se mostrar que os minimizadores desta funcao se aproximam dos minimizadores do
problema original quando i se aproxima de zero.

Mais uma vez, a estratégia usual é encontrar minimizadores aproximados para a funcao
barreira, usando uma sequencia de valores decrescentes de p
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Funcao Barreira

Mais especificamente, a funcao barreira B é definida por
B(x) =) ¢lai(x)]
i=1
onde ¢ é uma fun¢do univariavel que é continua {y :< 0} e satisfaz

p(y) >0 if y<O0

lim ¢(y) = oo
y—0

Por exemplo, um func3o barreira tipica pode ser da forma

59 =2 21

i—1 &

B(x) = — Z In [min{1, —gi(x)}]
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Funcao Barreira

Observe que a segunda fun¢do n3o é diferenciavel por causa do termo min{l, —gi(x)}.
Desde que as propriedades para ¢ é essencial na vizinhanca y = 0, pode ser mostrado

que a seguinte funcao funcao barreira popular, conhecida como funcao barreira
logarimtica de Frisch,

B(x) = = > In[-&i(x)]

também admite convergéncia.
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Meétodo Barreira

Seja € > 0 um escalar de termino
Escolha x1 € X com g(x1) < 0.
Seja 1 > 0,8 € (0,1)

k<1

Solucione o seguinte o problema

el R

minimize  f(x) + puB(x)

subject to ux >0

Seja xx+1 ser uma solucdo étima,
6: Se pukB(xk+1) < €, Pare. Caso contrario, px+1 = Bk, faga k < k+ 1 e va para o
passo b.
Algorithm 8: Pseudocédigo Funcao Barreira
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Métodos de Programacao Quadratica Sequencial

Problema Primal .
Funcao Lagrangeano

minimize  f(x)
X minimize  f(x) 4+ Ah(x)
subject to  hi(x) =0, i=1,...,m. "

subject to 0
e X | ] w7

A hessiana do Lagrangeano, em relagdo a x, no ponto (x, A) serd denotada por
W(x,\) = Vi.L(x, \)

Denotaremos a derivada, ou matriz de Jacobiana, de h(x) num ponto x € R" por A(x),
Isto €,

AT(X) — I_Vhl(X), th(X), Ty th(X)J
Observe que a aproximagao linear de h(x) no ponto z em fung¢do de x e d dada por

h(z) = h(x + d) = h(x) + Vh(x)d = h(x) + A(x)d

Queremos z = x + d mais perto do conjunto vidvel {x € R", h(x) = 0}. Para isto é
razodvel procurar d que satisfaca h(x) + A(x)d =0
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Métodos de Programacao Quadratica Sequencial

A ideia de métodos de programacao quadratica sequencial e, a cada iteracao, modelar o
problema como um subproblema quadratico.

Encontra-se, entdo, a solucao deste modelo, que é usada como direcao de busca.

Mais especificamente, para problemas com apenas restricoes de igualdade, definimos a
direcdo de busca na iteragdo (xx, Ax) como a solugdo do subproblema.

minimize %pTWkp—l—Vf(xk)Tp

subject to Axp+ck =0
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Métodos de Programacao Quadratica Sequencial

@ A funcao objetiva deste subproblema é uma aproximacao da funcao Lagrangiana e
as restricoes sao linearizacoes das restricoes originais.

@ A nova iteracao é calculado fazendo-se uma busca na direcao px até que uma
funcao objetiva apresente decréscimo.

@ Meétodos de programacao quadratica sequencial sao muito eficientes na pratica.

@ Eles tipicamente fazem um nimero menor de iteracao ao custo de resolver
subproblemas relativamente complicados a cada iteracao.

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizag 17 de abril de 2014 119 / 133



Funcao Lagrangeana

(P2) minimize f(x)
subject to gi(x)<0,i=1,...,m.
hi(x)=0,i=1,...,1.
x € X,

A func3o Lagrangeana L associada ao problema é dada por:

£l ) = F() + 3 migi() + 3 Ak

onde u; e \;j sao os multiplicadores de Lagrange.
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Funcao Lagrangeana

Utilizando esta definicao, é possivel escrever as condicoes necessarias de KKT de forma
mais compacta

ViL(x, 11, A) =0 = VF(x) + > 1;Vgi(x) + > AiVhi(x) =0

VuLl(x, 1, A) <0 —gi(x) <0,j=1,---,/

VaL(x,u,A\)=0— hi(x)=0,i=1,--- ' m

wi < 0, Aqualquer, ujgi =0

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizag 17 de abril de 2014 121 / 133



Dualidade

Primeiramente, vamos considerar, por simplificacdo, que o problema em questao possui
apenas restricoes de desigualdade, uma vez que h(x) = 0 pode ser substituido por
h(x) <0e —h(x) <0

Problema Primal (P) Problema Dual (D)

z" = minimize f(x
X () v’ = maximize L(u)
subject to gi(x)<0,i=1,...,m. _ g
subject to w >0
x e X :

Sendo a fungdo dual (Fung3o Lagrangeano Dual) dada por:
L(p) = min L(x, ) = min £(x) + > pigi(x)
i=1

Como o problema (D) consiste em maximizar o minimo do Lagrangeano, este problema
é muitas vezes referido como problema max-min.
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Dualidade

Teorema

A funcao dual L£(u) é sempre concova, mesmo que f(x) n3o seja convexa.

A funcao Lagrangeana incorpora as restricoes do problema Primal. O Problema com

restricbes (P1) pode ser resolvido pelo problema equivalente, o qual pode ser escrito
como:

L(p) = min L(x, p) = min £(x) + > pigi(x) + Y Aihi(x)

i=1 j=1
Onde os valores de X\ e i devem atender as condicoes de KKT:
Primal: gi(x) <0,i=1,--- ./, hi(x)=0,j=1,--- ., m
Restricoes do Dual: 4 > 0

Folga complementar: pjgi(x) =,i=1,---,p
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Dualidade

Para problemas convexos, a minimizacao de

£(1) = min £(x, 1) = min £(x) + > pigi(x) + > Aihy(x)

il j=1

é equivalente a Vf(x) + > 7, Vgi(x) + Zjl.zl Ajhi(x) =0
As equacoes abaixo sao referidas como condicoes de KKT

m /
L) = min £0x, 1) = min £(x) + > migi(x) + 3 Ahy(x)
i=1 j=1
Primal: gi(x) <0,i=1,--- ./, hi(x)=0,j=1,--- ., m
Restricoes do Dual: 4 > 0
Folga complementar: pjgi(x) =0,i=1,---,p

V() + 3 V) + 3 k() =0
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Ponto de Sela

Um ponto (x%, u°) com 1 > 0 € S é um ponto de sela £(x, 1) se:

L(x°, %) < L(x, 1°) ¥x € S (minimiza)

L(x°, 1°) > L(x°, ) Vi > 0S (maximiza)

Assim, o ponto de sela é sela é simultaneamente um minimo na direcao de x e um
maximo na direcdo u de L(x, u)

100
£(X, 1) &0
0

50

-100

125 / 133

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizac 17 de abril de 2014



Dualidade

0

Seja x° e u° solucdes factiveis quaisquer do problema primal e dual. Ent3o:

f(x") < L(1)

Isto significa que para um certo (x°, 1°) a funcdo primal serd sempre maior ou igual do
que a funcao dual.

Esta propriedade de dualidade fraca é sempre assegurada tanto para problemas convexos
como para problemas nao convexos.

Portanto, £(1°) pode fornecer um limite inferior para o valor étimo de f(x). Esta
propriedade é utilizada em problemas n3o convexos de dificil solucao

minimiza f{x)

GAP DE DUALIDADE =0

maximiza ()
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Dualidade Fraca

Teorema da Dualidade Fraca

Se X é factivel para Problema Primal e i1 é factivel para o Dual, entdo

f(x) > L (k)

Corolario

Se X é factivel para Problema Primal e i < 0 é factivel para o Dual, e f(x) = L™ (1),
entdo x e u sao solucoes 6timas do Primal e Dual, respectivalmente.

Corolario

Se a solucdo do Primal é z* = —o0, entdo o Dual ndo tem soluc3o factivel.

Corolario

Se a solucao do Dual é v* = +00, entao o Primal n3o tem soluc3o factivel.
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Dualidade Forte

Se xY e 11° solucBes factiveis do problema primal e dual tal que £(u) = f(x°), dizemos
que a dualidade é forte (gap = 0). O caso de dualiade forte n3o é assegurado para todos

minimiza f{x)

L g

GAP DE DUALIDADE =0

maximiza 6(u)

os problemas

Clodoaldo A. M. Lima, Norton Trevisan Aula 03 — Revisao sobre métodos de otimizag 17 de abril de 2014 128 / 133



Dualidade Forte

Teorema

Suponha que f(x), g(x) e h(x) fungdes convexas e diferencidveis (problema convexo).
Suponha que exista (x°, u°) que satisfaz KKT. Entdo (x°, 1°) sdo solucdes Stimas do
(P) e (D) com gap de dualidade nulo.

Teorema

Um ponto (x°, u°) é ponto de sela de £(x, 1) se e somente x° resolve (P), u° resolve
(D) para > 0 e L(1°) = f(x°) (gap nulo).
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L 2 | 2
minimize f(x) =xi +x
X

subject to —x1—x2+4<0,i=1,..

X1, X2 2 07

Solucdo étima: x; =2, x =2
Problema Dual (D)
minimize  L(u)
7!

subjectto >0

L(p) =min(x, 1) = xi + 5 + p(—x1 — x2 + 4)

min L(x, 1) = xi + 5 + p(—x1 — x + 4)
Para um dado u, fixar mu e minimizar em x :

BEEAEH

x1 = x2 = p/2(Problema convexo, a condicdo necessaria é suficiente)

., m.
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max L(p) = p* /44 p* /4 + p(—p/2 — p/2 +4) = —p° /2 + 4y

— =—u+4=0—->pu=4—->x31=xx=2—f(x) =38

minimiza f{x)

L

GAP DE DUALIDADE =0

maximiza 6(u)
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Decomposicao Dual

Alguns tipos de problemas sao separdveis

q
(P2) minimize Z Fie (k)
* k=1
q
subject to ng(xk) <0
k=1
q
Z he(xk) =0
k=1
x e X,

Nesta formulacdo, o vetor x é dividido em g grupos distintos. Ambas as restricoes e
funcao objetiva sdo decompostos em somatdério dos grupos individuais.

Este tipos de problema é muito atrativo para aplicacao de métodos duas, pois a
minimizagao irrestrita min £(x, A, 1) pode ser decomposta em subproblemas menores.
Este método é chamado de decomposicao dual.
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Decomposicao Dual

L06A 1) = > [feba) + A () + 1 gi(xe)]

k=1

q
LA p) =) Li(x, A, )
k=1
onde mathcalLy(x, A, ) depende apenas xk

Li(x, A, 1) = fica) + AT he(xi) 4 g ()

Assim, o problema primal é equivalente a

mathcalL,(\, 1) = min mathcalLc(x, \, i)

O qual pode ser decomposto miny,.... x, ».;_; mathcalLi(x, A, i1)
E cada subproblema k pode ser resolvido separadamente

min Li(x, A, 1)

Xl,... ,Xq

A solucao destes problemas pode ser usualmente obtida de modo eficiente, uma vez que
os subproblemas sao de dimensao menor do que o problema original.
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