Topico 2 — Descricao de Alteracao de Forma
2020

o FUNDAMENTOS DE MECANICA DO
CONTINUO APLICADA A SOLIDOS
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Forcas aplicadas a um corpo provocam movimentos e alteracoes de
forma do corpo sdlido

Caso a posicao relativa entre dois pontos do corpo seja alterada diz-se
que ocorreu uma deformacao

Caso a distancia entre todos os pares de pontos permaneca constante diz-
se que ocorreu um movimento de corpo rigido

O deslocamento consiste em translacao e rotacao

A analise de deformacoes estuda as deformacoes de um corpo continuo
independente do comportamento de seu material

Deformacoes elasticas e plasticas sao tratadas
igualmente
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(o INTRODUCAO <

* Cinematica é o estudo do movimento desconsiderando as forcas;
* Adote um sistema cartesiano com origem O e base e;;

* O tempo é medido a partir de t=0;

Configuracio de referéncia Configuracao atual
(ou nio deformada) (ou deformada)
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Abordagem Lagrangeana Abordagem Euleriana

(vetor posicao na configuracao de referéncia) (vetor posicao na configuracao atual)

X,=X(x,t), (i,R=12,3) x. =Xx(Xp,t), (LR=12,3)

Configuracio de referéncia Configuracao atual
(ou nio deformada) (ou deformada)

X, € denominda coordenadas do material

X; € denominada coordenadas espaciais




“’—’—\
INTRODUCAO s

4
-

Descricao de deformacoes em corpos continuos:

v" Abordagem Lagrangiana: a posicdo de uma particula antes da
deformacao é a variavel independente

v" Abordagem Euleriana: a posicdo de uma particula no instante de
atual (apos a deformacao) é a variavel independente

v Descricdo da relacdo entre deformacdo e deslocamento pode ser
feita de acordo com as duas abordagens

v' Para pequenas deformacées o resultado das duas abor
coincidem
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Deslocamento e Velocidade
O vetor deslocamento tipico de uma particula e:

Na abordagem Lagrangeana, o vetor deslocamento u é funcao do vetor

posicao X e do tempo decorrido ¢: u(X, 1) =x(X,t)—-X

Na abordagem Euleriana, o vetor deslocamento u é funcao do vetor

posicao x e do tempo decorrido f: u(x,t) =x—X(x,t)

Como a posicao X é constante, na abordagem Lagrangeana, o vetor
velocidade fica descrito como: ou(X,t) x(X,t)

ot ot

Na abordagem Euleriana, é necessario Ix. (X o, 0)
expressar v em termos de x. V(X ,,t) = T

v(X,t) =
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Seja @b um determinado campo escalar (por ex. Temperatura) que
varia no espaco e tempo. Pode-se considerar essa propriedade

como sendo funcao de t e X (abordagem Lagrangeana), ou t e x
(abordagem Euleriana)

Na abordagem Lagrangeana, X é constante, entao: 0 =G(Xg,t)=9g(x;,0)

Entretanto, na abordagem Euleriana:
¢ = g(Xi ( XR’t) ’t) = g(xl( XR’t) » Xy ( XR’t) ’XB(XR’t) ’t)

D¢ _ 9g(x;:t) 9% (Xpot)  9g(X,t) O (Xpt)  9g(x,t) 9% (Xpt)  9g(x,.)
Dt X, ot ox, ot ox, ot ot

D_¢:ag(xi’t) axj(XR’t)+ag(Xi’t) _v dg ( x,,t) +ag(Xi’t)
Dt X ot ot ' ox, ot ot

J

_yxVg(x,1) L%t
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DEFORMACOES <

Movimento de corpo rigido — nao ha alteracao da forma do corpo.

i
#

" Translacao

x =X, +c, () Onde o vetor ¢, é independente da posicao, e

somente depende do tempo t.

Configuracio de Referéncia

AB /I AB?

I=1

)

Conficuracao
Deformada
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Movimento de corpo rigido — nao ha alteracao da forma do corpo.

f
-

= Rotacdo em torno de x, RESRALICARP eIl
x, = X,sen(a)+ X, cos( &)

x3=X3

Conhecendo a posicao final X
x =MX

cos(a) —sen(a)
M, =|sen()
0

M; é ortogonal

Conhecendo a posicao inicial x

X=M'x
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Caso geral de rotacao em torno de um eixo arbitrario definido pelo versor n

X=cnty,
X=cn+y

Como y e y, possuem a mesma magnitude:

"
-

y=y,cos(a)+nxy,sen()

Utilizando as relacoes acima, obtém-se:
x =cn+(X—cn)cos( &) +nx(X—cn)sen( )

x = X cos(a) +(nxX)sen(e)+c(1-cos()]
x =X cos( )+

X, = X, cos( ) +€,, n X sen(a)+(1-cos(a)) X yngn,

J 1
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Em notacao indicial a equacao de rotacao fica:

M, =0, cos(a) +€,, n sen

No caso de rotacao e translacao:
X = M(1t)XX + ¢(t)
X =M% +c,©, ¢, =M O
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MOVIMENTO E
DEFORMACOES

Configuracio de Referéncia

Se [ # I ha deformacao

Configuracao
Deformada

Para [, infinitesimal = deformacao homogenea em AB
deslocamento [ - [, proporcional a I,

deformagdo linear = =k

Ly
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Para 3 pontos do corpo A, B e C formando um angulo 6,

Apos uma deformacao os pontos A’, B’ e C’
formam um angulo 6 Configuracio de Referéncia

A diferenca 6 - 6, é dita

deformacao angular ou distorcao Configuracio
Deformada

T—

May 4, 20
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ESTADO DE DEFORMACAO
h EM UM PONTO <

Define-se estado de deformacao em um ponto como o conjunto de todas
as alteracoes de comprimento das linhas (fibras de material) que passam
pelo ponto e de todas as alteracoes do angulo formado entre duas dessas
ILED

Considerando que ha continuidade no material (formacao de vazios), as
alteracoes em uma direcao qualquer pode ser calculada em funcao da
alteracao na direcao dos eixos cartesianos segundo qualquer orientacao

Para caracterizar alteracoes de forma em torno de um ponto sao
necessarios 6 componentes independentes




ESTADO DE DEFORMACAO
EM UM PONTO < |

Numa deformacao homogénea toda as
linhas retas no solido permanecem
retas apos deformacao, Entdao, na
vizinhanca infinitesimal de qualquer
ponto, pode-se considerar a hipotese
de deformacao homogénea

X, =A X, +A, X, + A X, +¢
X, =A, X, +A, X, +A X +c,

X; = A X, + AL X, + A X+ ¢y
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EM UM PONTO o X

O conceito de gradiente de deslocamento
e gradiente de deformacdo permite
quantificar a alteracao de forma de um
linha de comprimento infinitesimal

ou

. ~ au,
Considerando uma expansao defaylor de 1= ordeni:S GO au VG S bi-ral Ly

May 4, 20
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Configuracio de referéncia Configuracao atual
(ou nio deformada) (ou deformada)

y , . du,
Se nao ha movimento aX =
J
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- EM UM PONTO .

Tensor gradiente de deformacao

F=I1+u®V

Se nao hda movimento
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EM UM PONTO <

Tensor gradiente de deformacao Inverso do tensor gradiente

4
g

X, X,

ox, Ox,
| 9X, X,
ox, Ox,
X, JdX, JX,
ox, ox,




ESTADO DE DEFORMACAO
EM UM PONTO o X

Suponha-se duas deformacoes sucessivas

il
-

El Configuracao Configuracio apos Configuracao apos
de referencia primeira deformacao segunda deformacao
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EM UM PONTO <

du, )
Jacobiano [y det(F) =det| 0, + —= BT EEICIR RZI TS

ij
aX Jll apos uma deformacao

REFERENCIA DEFORMADO

T @7
ay| dv,

g dz dr dw O volume original
dV, =dzX dx xdy) =s, dz,dxdy,

O volume final

dV =€, dwdrdv,




e —,__
ESTADO DE DEFORMACAO

EM UM PONTO o X

4
-

Jacobiano (continuacao)

dV =€, F,dxF, dy, F, dz,
=€, F,F,,F.,dxdy,dz,

e, det(F)dx,dy dz =det(F)dV,

ijk

entao

Entao

Obtém-se
v =det(F)=J

dv,
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Jacobiano (continuacao)

> Para a deformacao) ser fisicamente admissivel

» Para um material ser incompressivel  NiEH]

> Para um solido deformado) a densidade’do’material num

_Fo

determinado ponto é dado por

P=7

May 4, 20
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Tensor de Deformacao de Lagrange

0wy du du,)
oX, " 3X, X3




ESTADO DE DEFORMACAO
EM UM PONTO o X

Tensor de Deformacao de Lagrange (continuacao)

Quantifica a variacdao de comprimento de uma fibra e dos angulos entre
um par de fibras relativa a configuracao original (ou de referencia)

4
-

vetor unitario m. Configuracio de Referéncia

Deformada

Se 0 I pequeno Sl
£=—
M esendo
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EM UM PONTO <

i
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Tensor de Deformacao de Lagrange (continuacao)
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Tensor de Deformacao de Euler

|
E=§(1—FT><F‘1) ou

Ou ainda em termos dos componentes do gradiente'de deslocamento:
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ESTADO DE DEFORMACAO
EM UM PONTO <

Tensor de Deformacao de Euler

Quantifica a variacdao de comprimento de uma fibra e dos angulos entre
um par de fibras relativa a configuracao deformada (ou atual)

Configuracio de Referéncia

z P

vetor unitario n;

Configuracao
Deformada
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EM UM PONTO <

Tensor de Deformacao de Euler (continuacao)

i
#
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EM UM PONTO <

Os tensores de Lagrange (E;) e de Euler (E";) sao simétricos
A condigao de deslocamento puro (sem deformacao) é satisfeita se E; e

i
o

E"; forem nulos
Para derivadas dos deslocamentos pequenas u;. e u,. os seus produtos

podem ser desprezados, entao: | 1
‘ Eij_Eij_E(uj,i+uj,i)_§(uj/i+uj/i)

du, 1(au1 +M 1(aul+%)]

oxX, 2| 0x, " ax,] 2(0X, 0X,]

Ei.=l(u.i+u.i+u”ur.)zl(u.i+u.i): l du, +8L11 ou, l auz_l_ausl
o2k o S I o 2| dX, 8X2) X, 2| dX, 8X2)

1, du, N 8_&2; du,

_|

l au3 +M (
2| oX, BXJ g ox, oX; oX, |
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- EM UM PONTO

Tensor de Deformacao Infinitesimal

6=%(u®V+(u®V)T) ouou e

l(@u | ou,)

ox, 20X, 0X)] 2 aX)

(au Bu\ du, 1( du, au\
aX aX ) X, 2| 0X, BX )

(au Bu\ il du, 8&2 du,

 9X, "X ) @ax a)gj 0X,
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@ ESTADODE DEFORMACAO
;) EM UM PONTO <

Tensor de Deformacao Infinitesimal (continuacao)

O tensor de deformacao infinitesimal é a medida aproximada da
deformacao e so é valida para pequenas deformacoes.

Supondo que os componentes do gradiente de deslocamento sao
pequenos, tem-se:




#-_

@ ESTADODE DEFORMACAO
;) EM UM PONTO <

Tensor de Deformacao Infinitesimal (continuacao)

O tensor de deformacao infinitesimal é a medida aproximada da
deformacao e so é valida para pequenas deformacoes.

Supondo que os componentes do gradiente de deslocamento sao
pequenos, tem-se:
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Tensor de Deformacao Infinitesimal - Propriedades

du, du, du, dV-dV,
=—1l+ 24+ _3=— 20
0X, 0X, dX, dv,

zgkk =

Deformacao
linear

Distorcao
angular
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n

Deformacao linear mede a variacao linear de
comprimento

dv ZN
dx) ~0

Considerando giro muito pequeno (

Distorcio angular mede a variacao do angulo entre as
retas AB e AC. Considerando pequenos giros
sinf@ = tan @ = 0, logo:
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ESTADO DE DEFORMACAO
EM UM PONTO < |

Decomposicao do Tensor de Deformacao Infinitesimal em Tensor
Esférico (ou Volumétrico) e Tensor Anti-esférico (ou Desviador)

Tensor Volumetrico — provoca alteracao de volume mas mantém a forma

Tensor Desviador — provoca alteracao da forma mas mantém o volume

Alteraciio do volume Alteracio da forma Alteracio da forma e volume

+
mantendo a forma mantendo o volume Movimento do corpo rigid
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Tensor Esférico (ou Volumétrico) de deformacao infinitesimal




—==55
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EM UM PONTO <

4
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Tensor Anti-esférico (ou Desviador) de deformacao infinitesimal

1 1
e=cg-e=e——1Itr(e) e =¢ - =¢ —=5.¢,
ij ij ij ij 3 i

3
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Tensor rotacional de deformacao infinitesimal w,




,ﬁ ESTADO DE DEFORMACAO = I
4 EM UM PONTO <

Tensor rotacional de deformacao infinitesimal w,

(ou, ~ ou, )

 9X, axzj
(8u3 B 8“1) (1| du, Baz_
\BXl 8X3) \2 X, Bzy?:
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EM UM PONTO ‘
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Valores e vetores proprios do tensor de deformacao infinitesimal

Existem 3 vetores ortogonais 11, que correspondem 3
escalares reais e, que satisfazem a equacao: PAIIETIN A

I O

Este podem ser determinados resolvendo: ( 4 — €4 S, nl(i) -0
1

As solucoes nao triviais para x quando:

‘( € — e(i)5k1 )‘ =0
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EM UM PONTO <

-

Valores e vetores proprios do tensor de deformacao infinitesimal

Existem 3 raizes ¢, , ¢, e e reais que satisfazem a

@ * ~@)
equacao de terceiro grau: [P [132 + 1231 —-1,=0

Os invariantes do tensor de deformacao:

_|F2 B (B Eis| | |Eu | T, = €)€0) T €€ F €y

€y Ex3| [E31 G| €1 Ep [
3 "M@ B)
eus

I,, I, e I, sao os invariantes do tensor de deformacoes s
valores nao dependem do sistema de coordenadas 13
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Para um cubo unitario alinhado com os eixos principais as direcoes
mantém-se ortogonais apos a deformacao

Mudanca de volume
AV

&

Vv

=(1+¢&)(1+¢&,)(1+ &) -1

Para deformacoes infinitesimais

=g, +&,+e,=tr(e)=¢, =€, +€,+&,=1 =T -1

dilatacao ou alteracao de volume
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EM UM PONTO <l

i
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O tensor de deformacao infinitesimal orientado segundo os 3
vetores proprios (ortogonais) 11, ocorre apenas deformacao linear,

sendo a distorcao angular nula:

Segundo estas direcoes, pode-se decompor o gradiente de
deslocamento numa expansao volumetrica seguida de uma rotacao

Configuragio
de Referéncia

Configuracio
Deformada
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Invariantes do tensor desviador de deformacao

Este conjunto
alternativo de
invariantes € muito
usado em modelos
para materiais
incompressiveis 1

(ou quase) J,=—(2I}-9L1,+27L,)

27
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O tensor de deformacao O tensor de deformacao
Cauchy-Green Esquerdo Cauchy-Green Direito

C é simétrica

Bl é simétrica
B=BT

Permitem quantificar o
comprimento infinitesimal de uma
fibra na configuracao deformada,

representada pelo vetor dX=/,.m
€a

F
C i Configuracio
J > Configuragio
e El de Referéncia Deformada

3

depois de esticar e rodar para ser
representada pelo vetor dx=IL.n
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O tensor de estiramentos O tensor de estiramentos
Esquerdo Direito

T h
"

V=B =(F¥"]"

V é simeétrica O tensor de YOLAG 30 U é simetrica

V=V1 U=e
R=FU'=V'F
R=FU'©@F=RU}l R=V'FeF=VR

A decomposicao polar de F significa que uma deformacao homogénea pode ser

decomposta de um estiramento seguido de uma rotacao rigida, ou vice-versa




e —,__
ESTADO DE DEFORMACAO

EM UM PONTO o X

4
-

R é ortogonal

RxR" =R” R 1 det(R) =1

Demonstracao

det(R) = det(F) det( U™
=1




4 “
ESTADO DE DEFORMACAO

EM UM PONTO <

Para determinar U e V e preciso determinar a raiz quadrada
de uma matriz quadrada:

-

Calcular os valores proprios de C (ou de B) A  (n=1, 2, 3).
Como C e B sao matrizes reais e simeétricas, os valores
Proprios sao reais positivos

*Calcular os vetores proprios normalizados ™. e =1

*Calcular _ . (n) (n) L)L _ . (n) .(n)
% —Z{Ane e CU.% —Z{}tnei e

1
e

n
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EM UM PONTO < |

O tensor de estiramentos U (ou V') pode ser expresso
pelos vetores u® (i=1,2,3) mutuamente ortogonais :

U=Au" ®u" + Lu? ®u"” + Lu” @ u™




ESTADO DE DEFORMACAO =
EM UM PONTO <

5 &
€
€3 Configuragio Configuragio

Deformada

de Referéncia

A decomposicao polar de F significa que uma deformacao homogénea pode ser
decomposta de um estiramento seguido de uma rotacao rigida, ou vice-versa
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Os estiramentos principais A, podem ser determinados calculando os
valores proprios de U ou V, ou a raiz dos valores proprios de C ou B

Descricao Lagrangeana Descricao Euleriana

As direcoes principais associadas As direcoes principais associadas
ao solido nao deformado sao os ao solido deformado sao os
vetores proprios de U, Cou E vetores proprios de V, B ou E*




ESTADO DE DEFORMACAO
EM UM PONTO < |

No caso de uma deformacao uniaxial

_l_lo

a deformacao principal
€

E o estiramento principal

Entiio: o

Por isso
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TAXA DE ALTERACAO

DE FORMA <

Campo de Velocidades — Descreve 0 movimento de um ponto

4
-

Gradiente de Velocidade — Quantifica a velocidade relativa entre de
dois pontos nas posicoes x; e (x;+dx;)

dv, =v.(x+dx)—v.(x) =%

X;
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O Gradiente de velocidade pode ser expresso em termos do gradiente de
deformacao e da sua derivada em ordem ao tempo

vV =PBF"

Demonstracao

d d :
dv, =—dx, =E(Fijdxj) =F, dX

LU ELGDNITE dx = F dX, = dX  =F, dx,

F. F.'dx,

ij — jk

dv, =




TAXA DE ALTERACAO
DE FORMA S

Taxa de Estiramento — Quantifica a taxa com que uma fibra de
comprimento / é estirada orientada na posicao deformada segundo n,

T
-

ou

Taxa de Giro - Quantifica a taxa com que uma fibra é rotacionada ou a
media da velocidade angular

F
,: C Configuracio
Configuragio
e E]- de Referéncia Deformada

3
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DE FORMA <

Taxa de Estiramento — Quantifica a taxa com que uma fibra de
comprimento / é estirada orientada na posicao nao deformada segundo n,

i
o

Por definicao: : :
or deiinicao idxzﬂn+l@=i(F>dX) =+ dX F (>F—1dX)
dt dt dt dt

—FF'dx =L dx £D+ W) ln:%n HZ—?

Multiplicando ambos os lados por n:

Como W é anti-simetrico:
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TAXA DE ALTERACAO

DE FORMA <

Taxa de Deformacao Infinitesimal

4
-

Para pequenas deformacoes o tensor da taxa de deformacao pode ser
aproximado por:

Taxa de Rotacao Infinitesimal

Para pequenas deformacoes o tensor da taxa de rotacao pode ser
aproximado por:

d1
— W=——

dt dt 2




EQUACOES DE COMPATIBILIDADE |
DE DEFORMACOES o X
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Analise de deformacées = equacoes de compatibilidade

Dado um campo de deslocamentos u; (u,, u, e u,ouu, vew)
as deformacoes sao determinadas unicamente

Um campo deformacoes &; (€, €5, €33, €5 €3 €,3) (6 equacoes) escolhido
arbitrariamente pode nao corresponder a um campo de deslocamentos u; (u,,
u, e u,) (3 incognitas). Para obter um unico campo de deslocamentos possivel

aplicam-se condicoes de compatibilidade, que garantem que o deslocamento
é uma acumulacao continua de deformacoes (sem variacao brusca do
deslocamento de um ponto relativamente ao deslocamento do pon
Para tal, o campo_de i




EQUACOES DE COMPATIBILIDADE |
DE DEFORMACOES o X

il
#

Expandindo-se {3 i T €kt T EjLik T
Resulta nas 6 equacoes de compatibilidade

a ’ az 2 azgxy
ay ax dxdy
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