Eletromagnetismo 1

< Exemplos e problemas em
Eletrostatica
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Problema do fio finito

Considere um fio muito fino mas finito, reto, alinhado com a direcao z e centrado na origem, no intervalo —z, < z < + 7, (veja figura ao lado).
Assuma que uma carga () esta uniformemente distribuida sobre esse fio — ou seja, o fio tem uma densidade linear de cargaA = Q/(2 z) .

(a) Usando apenas a Lei de Gauss, vamos calcular o campo elétrico numa regidgo muito préxima a origem — ou seja, para | z|,p < zg. S
Tanto no caso do fio infinito quanto neste caso, de um fio finito, temos simetria azimutal/axial exata — ou seja, nada depende do angulo ¢ . o "Z =P
Porém, se o observador esta muito préximo do fio, e suficientemente longe das terminacgdes, os efeitos das pontas do fio podem ser @

desprezados. Isso significa que, para esse observador, o fio é efetivamente infinito, tanto para cima quanto para baixo, o que resulta numa s
simetria por translacées em 7.

Vamos entdo aplicar a Lei de Gauss num volume cilindrico, como indicado na figura:
J d3xV-E=<Jg ds.E=j L=t
14 S(V) % €  ©o
Devido as simetrias ao longo do eixo z e por rotacdes em torno de ¢ , 0 campo elétrico nao tem nenhuma componente nessas dire¢oes, apenas

na direcao do raio (em coordenadas cilindricas). Nesse caso, apenas os lados do cilindro contribuem com:

Ah A
(h2ns)E,=— = E =——
€0 2r ey s

que é o resultado usual para um fio infinito. Note ainda que isso leva ao potencial elétrico:

A

2r €0

¢ =— Ins , deformaquef=—v¢=—§ds¢=§Es

Porém, note que esse potencial s6 vale na regiao muito préxima da origem, portanto um modo melhor de escrever esse resultado seria:

A S
P~ — 2 In > + const. , onde 2z, é o comprimento total do fio, e aqui tomamos o limite s < z,.
T €y 20
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Problema do fio finito

(b) Agora vamos calcular o potencial elétrico exato desse fio finito.

Para isso vamos utilizar nao a Lei de Gauss, mas a nossa expressao para o potencial como solucao da Eq. de Poisson:

— p(x)

P(x) = JdSX’ e ——
4re | x — x|

sujeito a condicdgo de que p — Oparaz,s — . ‘."
Mas nés de fato sabemos que essa é a condicdao de contorno no infinito?...
...Sim!

: . : N . Q
Afinal, um observador muito longe da origem vai ver simplesmente uma carga Q, com potencial ¢ ~ 1 !

€Y

Vamos entao calcular esse potencial — em coordenadas cilindricas, claro. Primeiro, vamos estabelecer que a densidade de cargas é dada
por:

1
p(s', 7)) = 1 —/5(s’) 0y(zo— |z|)  ondeafuncao theta de Heaviside (ou funcdo degrau) é tal que
Ky

Y24
Oy(x) =0 sex<0 e Oygx)=1 sex>0
Com essa expressao, e lembrando que o elemento de volume em coordenadas cilindricas é dV’ = s'ds’ d¢’ dz’, temos:

00 00 2 0o 00 2w

1

JdV/p = J s’ds’J dz’j do' p(s',z) = J S’dS’J dZ'J do’ 2 — 6(s") Oy(zg — | 2])
0 —% 0 0 —o0 0 4nzgy s

00 20 2r
-2 [ sfdsfl,a(sf)J dz/j dg' = 4Q (1) (229) @m) = Q

drzg Jo s . 0 )
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Problema do fio finito

(b) Contin.

OK, entao agora podemos substituir essa densidade de cargas na integral do potencial:

. 1 X' 1 o) o) 2r 1 S(s’
p(X) = [d%_?(—)_,, B [ dS/S/J dZIJ 4 2 (,)QH(ZO‘V')
4re | X =X 4rey Jg —o  Jo V(' =82+ (@ =22 4m%9 S
I Q 1 K

/

<0
= P Z
471'60 2Z0 J—Zo \/SZ + (ZI _ Z)Z

Agora, essa integral tem uma primitiva analitica, relativamente simples — trata-se da funcdo sinh ! (arco do seno hiperbélico):

1
[dt’ = sinh~!(#' — ) =— sinh™!(z = ¢)
V1+ @ —1)?
Portanto, o nosso resultado para o potencial do fio finito é:
1 ZO/S dZ/ 1
#(s,2) = A J
dmeg )5 S A1+ (s —z/s)?
1 . -1 . -1 : :
= A [sinh™(zy/s — z/5) — sinh™!(=zy/s — z/5)) : :
dre / :
1 Z+72 2—12
= A | sinh™! %) - sinh™! 0 s
4me s s e N
Esse potencial esta mostrado na figura ao lado. i 00 05 10 15 20 75 30i§
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Problema do fio finito

(c) Contin.

Agora vamos conectar o resultado exato do item (b) aos resultados aproximados, ou seja:

A s 0

s
In| — ) +const. =————In{ — | +const. , para |z|,s <z ,
2 €o 2Z() A €0 <0 ZZ()

b~ -

0 que nos retorna o limite em que o fio parece ser infinito a um observador muito préximo da origem; e

Q 1 Q 1

g , para |z|lous>z, ,

¢ =~
Arey r drey /52 + 72

0 que nos retorna o limite em que o fio finito é tdo pequeno que parece uma carga pontual (Q).

Vamos precisar de alguns limites assintéticos do arco-seno hiperbdlico, por exemplo:

3

t
limsinh™'(7) = t — — + 6(2°)
t—0 3 '

lim sinh~!(¢) = In(2¢) + ( : + Ot~

>0 2Z)2

Vamos entao aplicar esses dois limites no nosso potencial:

1 + -
b = A [sinh‘l <ﬂ> — sinh™! (ﬂ”
4re, s s
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(c) Contin.

Problema do fio finito

No primeiro caso (limite do fio infinito), tomamos | z|, s < z;na nossa solugao:

¢:

1
A

471'60

1
A

471'60

Agora, usando que:

lim sinh~!(¢) = In(2¢) +

f— o0

obtemos:

¢:

ny
a4

1
A [ln(
471'60
A In <
2

1

271'60

sinh~! (
sinh~! (

2
ZO> 1 <
S

\)

20

Z/Z0+ 1
S/ZO

1 +‘Z/Z0

S/ZO

(21)?

_ sinh~! M
S/Zo

+ sinh™! 1-27% ,
S/ZO

onde observe que |z|/zp < 1 e s/zy < 1,logo o argumento do sin™

2Z0

A)

I ¢ muito grande.

+ 0@t

)+

, que é precisamente o resultado para um fio infinito!
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Problema do fio finito

(c) Contin.

Agora vamos tomar o limite em que estamos muito longe do fio infinito, ou seja, tomamos | z|, s >> z,na nossa solugao:

1 + —
b = p [sinh—1<Z ZO)—sinh‘1<Z ZO)]
4re, s s
1 1 + 2o/ 1 —zy/
= L [sinn <_)h (_ ,
4re slz s/z

Por simplicidade, vamos primeiro tomar s/z > 1, logo o argumento do sin™

' & muito pequeno.

Agora, usando que:

t3
lim sinh™!(7) = t — ot O(z°)

t—0
obtemos:
1 1 +z4/z 1 —z4/z
¢ =~ A — ) =)+
dre s/z s/z
1 Z
~ £ 2224
Arey 275 S
1 0 . :
~ 1 —+ ... , que é precisamente o resultado que obtemos muito longe da carga Q'!
€y S
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Problema do fio finito

A
(©Contin. e

OK, mas nesse Ultimo caso n6s ndo obtivemos realmente o limite mais geral, em que ¢ — (1/4ney) Q/r, pois acabamos nos o \
limitando a regiao préoxima do plano z, apesar de tomarmos s — o ...

. | ."I.,..: ............. .>
Porém, n6s podemos obter o limite correto se observarmos que a expansao em série de Taylor da funcao sinh™" é na verdade RN <
dada por: P

K
- -1 -1 At 2

lim sinh™'(# + Af) = sinh™ t + ——— + O(Ar”)
Ar—0 A/ 1+ t2

Vocé pode agora usar essa série no caso geral, com quaisquer | z|, s > z,, para obter que:

1 + —
¢ = 2 [sinh‘l <—Z ZO) — sinh™! <—Z ZO)]
4re s s
1 I +zy/ 1 —zy/
= A [sinh™! UL sinh~! __ o
4re s/z s/z

1 0
~ 471'6'0 ‘/S2+Z2

O que novamente é a resposta corretal!

+ ...
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Plano com densidade de carga periodica

Considere que o plano z = 0 possui uma densidade superficial de carga dada por:
o(x,y) = o, sin(3x) cos(4y)
Vamos encontrar o potencial e o campo elétrico em todo o espaco.

(a) Escreva todas as condicoes de contorno relevantes para esse problema fisico.

Deve estar claro que temos dois volumes desconexos:

(a) o volume z > 0, delimitado pelo plano z = 0 e pelo comportamento do campo em z — + oo

(b) o volume z < 0, delimitado pelo plano z = 0 e pelo comportamento do campoemz —» — o0 A | ]
Do ponto de vista do campo elétrico, o Teorema de Helmholtz nos diz que é necessario especificar % W . »

o divergente (V - f) e o rotacional (V X F) nas duas superficies que delimitam esses volumes. ..O'P
, N it B R

E claro que estamos tratando de um problema de eletrostatica, portanto V. X E =0 emtodoo s e

espaco.

N
Além disso, como a carga total no plano z = 0 se anula, o campo E(z > = o0) — 0.

Resta entdo especificar o divergente do campo na superficie z = 0.
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Plano com densidade de carga periodica

(a) Contin.

Vamos entdo aplicar a Lei de Gauss num bloquinhodeladosx = x+d.ey — y + 5y ,ealtura oz

muito pequena (muito menor do que 6, ou 5y). Vamos assumir também que os lados sao tao pequenos
que a densidade de carga é aproximadamente constante dentro do bloquinho. Temos entao:

[ PV E = ﬂE dS-E = [ P L = J s L =25 5 5
14 S(V) 14 €0 14 €0 €0

A integral de superficie nos da o campo elétrico nas tampas de cima e de baixo que, por simetria, sao

iguais e de sentido contrario. Portanto: - A |
_ _—,es
[E(x,y,2 = 07) = E(x,y,2 > 07)]| 6,6, = 2E(x,y,2 > 076,65, = (6/€))6,6, ., ou, . e i
dito de uma forma mais elegante:  AE, = — .“'..
€0 | o
JwiE -
Também podemos escrever essa condi¢cdo como: 7 - Vd) = —o0/2¢, R H B

Note que nds estamos assumimos implicitamente que o potencial é continuo nas direcdes do campo

que sdo paralelasao plano: AE = 0. De fato, vocé pode chegar nesse resultado aplicando o

Teorema de Stokes nesse mesmo bloquinho, e usandoofatodeque V X E = 0!
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Plano com densidade de carga periodica

(b) Levando em conta essas condi¢des de contorno, encontre o potencial em z > 0 — e depois calcule o campo elétrico.

Claramente, estamos buscando uma solucado para a equacao de Laplace, V2¢ = 0, sujeita a certas cond. de contorno.

Ja sabemos que a condicao de contorno mais relevante para o potencial elétrico é:

A-V¢=—0/2¢, onde o(x,y) =0, sin(3x) cos(4y)
Neste problema podemos (devemos!) tentar uma solugao via separacao de varidveis. Em geral, teriamos:

0= Y X0, 2,0 1 62Xn+162Yn+1022n
X, Y, Z) = n\X) 1, n com — — —
»e - Y Enl X, ox2 Y, oy? Z, 072

Vimos na aula passada que a solucao geral é dada por combinac¢des de senos e cossenos, algo como:

¢ = ZRe [Anei(k;,‘x+k,y,y+k,§z)] — ZRe [Aneifn.y]

onde os modos s&o ?n = {k) .k, k}} com ?n : ?n =0

ik)

. ~ . 7 . / 'x .
Impondo as condicdes de contorno podemos encontrar as constantes acima, mas ¢ evidente que ¢! * — sin(3x) e e'%Y — cos(4y):

$(x,y,0) = Z Re [An etk XKy y+ ke 0)] ~ sin(3x) cos(4y)

comk, =3 e k,, = 4.Pelacondicao de que ?n : ?n = 0 temos quek, . = 5 i.Ou seja:

P, y.2) = —2 sin(3x) cos(dy) =
106'0

[Para ver quais sdo os modos em termos dos A, , use cosa = (€ +e7)/2 , sina = (e*— e )/2i = k"=*x3, kM =*4e¢e
k* = =x5i]
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Plano com densidade de carga periodica

(b) Cont.

Agora, é claro que para o volume z > 0 a condicao de que o campo decai com a distancia até se tornar nulo no infinito implica que a
Unica solucao que pode satisfazer essa cond. de contorno é a que decai com e, e portanto temos:

P, 3,22 0) = —2 sin(3x) cos(dy) e~
1060

No volume z < 0 é o exato oposto: 0 campo decai a zero para 7 — — 00, portanto temos:

0y . +5
Px,y,z<0) = sin(3x) cos(4y) e™*
1060

(c) Vamos agora calcular o campo elétrico. Na parte de cima temos:

E=-V¢=-— (fcax+yay+2az) &

- A |
Aplicando no potencial acima temos: -» . . .
— (o 1 g
E(x,y,z>0) =—— {fc [3 cos(3x)] cos(4y) e™? +$ sin(3x) [—4 sin(4y)] e > + £ sin(3x) cos(4y) [—Se‘sz]} - - - -
10€q R
Por outro lado, o campo no volume de baixo é idéntico ao encontrado acima, s6 temos que mudarz — — 7 : ‘ . . »
— O, é
E(x,y,z<0) =— 100 {213 cos(3x)] cos(dy) e + § sin(3x) [~4 sin(dy)] e*> + £ sin(3x) cos(4y) [Se+™]) - .,s»
€0 1 : 1 ;

Note que esse campo satisfaz exatamente as condi¢des de contorno:

E,(x,y,2 > 0%) = E(x,y,z > 07)] = ?sin(3x)cos(4y) - "(Z’y )
0 0

Ou seja, tudo se encaixa direitinho, como deveria ser!
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Proxima aula:

- A Equacao de Laplace em coordenadas esféricas
 Separacao de variaveis em coordenadas esféricas

A expansao multipolar

 Leitura:
Griffiths, Cap. 3.3-3.4

Jackson, Cap. 2
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