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Introducao

@ Demonstraremos aqui o teorema do ponto fixo relacionado ao
problema de raizes de fungdes reais de uma vardvel;

'Veja por exemplo: Chaim Samuel Honig, AplicacSes da Topologia & Andlise, IMPA
(Projeto Euclides), 1976
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Introducao

@ Demonstraremos aqui o teorema do ponto fixo relacionado ao
problema de raizes de fungdes reais de uma vardvel;

@ este teorema é um caso particular do Teorema do Ponto Fixo de
Banach, formulado em situa¢Ses mais gerais, que tem aplicacdes em
existéncia de solucdes para problemas mais abstratos!;

@ a demonstracdo apresentada é idéntica, com as devidas modificacGes
de notacdes e definicbes, a demonstracdo do caso abstrato;

@ no final destas notas, apresentamos também uma demonstracdo mais
simples, especifica para funcdes reais de uma varidvel real. Porém,
esta demonstracdo ndo pode ser generalizada para casos mais
abstratos.

Veja por exemplo: Chaim Samuel Honig, Aplicac8es da Topologia & Andlise, IMPA
(Projeto Euclides), 1976
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Definicdo 1
Dizemos que uma fungdo ¢ : [a, b] — [a, b] é uma contragdo se existir
uma constante K, com 0 < K < 1, tal que

[6(x) — ¢(y)l < Klx —y|, V¥x,y € [a, b].
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Dizemos que uma fungdo ¢ : [a, b] — [a, b] é uma contragdo se existir
uma constante K, com 0 < K < 1, tal que

[6(x) — ¢(y)l < Klx —y|, V¥x,y € [a, b].

Observacoes:

e Estamos assumindo que a imagem do intervalo [a, b] por ¢ estd
contida nele;
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uma constante K, com 0 < K < 1, tal que

[6(x) — ¢(y)l < Klx —y|, V¥x,y € [a, b].

Observacoes:
e Estamos assumindo que a imagem do intervalo [a, b] por ¢ estd
contida nele;
@ note que uma contragdo é continua (na verdade, uniformemente
continua);
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Definicdo 1
Dizemos que uma fungdo ¢ : [a, b] — [a, b] é uma contragdo se existir
uma constante K, com 0 < K < 1, tal que

[6(x) — ¢(y)l < Klx —y|, V¥x,y € [a, b].

Observacoes:

e Estamos assumindo que a imagem do intervalo [a, b] por ¢ estd
contida nele;

@ note que uma contragdo é continua (na verdade, uniformemente
continua);

@ suponha que ¢ : [a, b] — [a, b] é continuamente diferencidvel e defina
M = maxa<x<p |¢'(x)|. Se M < 1, entdo ¢ é uma contra¢do (com
K=M).
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Teorema do ponto fixo

Teorema 1

Seja ¢ : [a, b] — [a, b] uma contragdo. Entdo ¢ tem um dnico ponto fixo
a € [a, b] (i.e., p(a) = @) e a sequéncia de aproximagdes sucessivas

xk = ¢(xk—1), k > 1, converge para « qualquer que seja a aproximagdo
inicial xo € [a, b].
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Teorema do ponto fixo

Teorema 1

Seja ¢ : [a, b] — [a, b] uma contragdo. Entdo ¢ tem um dnico ponto fixo
a € [a, b] (i.e., p(a) = @) e a sequéncia de aproximagdes sucessivas

xk = ¢(xk—1), k > 1, converge para « qualquer que seja a aproximagdo
inicial xo € [a, b].

Demonstracao
Primeiramente, provemos a unicidade. Suponha que « e 3 sejam pontos
fixos de ¢ em [a, b]. Entdo,

o = B| = [p() — o(B)] < Kla = ] = (1 = K)|a = 5[ <0.

Como 0 < K < 1, n3o podemos ter o # (.
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Teorema do ponto fixo

Para as outras afirmagdes, considere a sequéncia {x}«>0 de aproximagdes

sucessivas definida a partir de um xg € [a, b]. Esta sequéncia estd bem
definida pois ¢([a, b]) C [a, b]. Como

IXn41 — Xa| = |¢(xn) — d(xn—1)| < K|xn — Xp-1], Vn2>1,

podemos provar por indug¢do que |xpt+1 — Xa| < K"|x1 — x|, Vn > 0.
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Teorema do ponto fixo

Para as outras afirmagdes, considere a sequéncia {x}«>0 de aproximagdes
sucessivas definida a partir de um xg € [a, b]. Esta sequéncia estd bem
definida pois ¢([a, b]) C [a, b]. Como

’Xn+1 - Xn’ = |¢(Xn) - qb(xn—l)’ < K|Xn - Xn—l’a Vn > 1,

podemos provar por indug¢do que |xpt+1 — Xa| < K"|x1 — x|, Vn > 0.
Logo, para m > n temos

m—n—1 m—n—1 )
i = xal < D X — Xl < | Y0 KT a— o
j=0 j=0
1 _ Kmfn Kn
== KM — 1
1-K < 1-K (1)
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Teorema do ponto fixo

Como 0 < K < 1, concluimos de (1) que {xx}«>0 é uma sequéncia de
Cauchy contida no intervalo [a, b]. . E como [a, b] C R é fechado, a
sequéncia é convergente para um nimero « € [a, b].
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Teorema do ponto fixo

Como 0 < K < 1, concluimos de (1) que {xx}«>0 é uma sequéncia de
Cauchy contida no intervalo [a, b]. . E como [a, b] C R é fechado, a
sequéncia é convergente para um nimero « € [a, b]. Sendo ¢ continua,
temos

P(a) =¢ (k“_>moo Xk> = k|i_>moo P(xk) = kli_>moo Xk41 = @

e portanto « € ponto fixo de ¢ e qualquer sequéncia de aproximacoes
sucessivas converge para «.
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Outra demonstracao

o Existéncia: Defina g(x) = x — ¢(x). Como ¢(a) > a e ¢(b) < b,
concluimos que g(a) < 0 e g(b) > 0. Sendo ¢ continua em [a, b], g
também o é. Do teorema do valor intermedidrio segue que existe
a € [a, b] tal que g(a) =0, ou seja a = ¢(av).
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Outra demonstracao

e Existéncia: Defina g(x) = x — ¢(x). Como ¢(a) > a e ¢(b) < b,
concluimos que g(a) < 0 e g(b) > 0. Sendo ¢ continua em [a, b], g
também o é. Do teorema do valor intermediario segue que existe
a € [a, b] tal que g(a) =0, ou seja a = ¢(«).

@ Unicidade: Mesma demonstrac3o.

o Considere a sequéncia de aproximagdes sucessivas xx+1 = P(xk),
k > 0, definida a partir de um xg.
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k > 0, definida a partir de um xg. Como

Xnt1 — af = |o(xn) — ()| < Klxp —al, ¥n >0,
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Outra demonstracao

e Existéncia: Defina g(x) = x — ¢(x). Como ¢(a) > a e ¢(b) < b,
concluimos que g(a) < 0 e g(b) > 0. Sendo ¢ continua em [a, b], g
também o é. Do teorema do valor intermediario segue que existe
a € [a, b] tal que g(a) =0, ou seja a = ¢(«).

@ Unicidade: Mesma demonstrac3o.

o Considere a sequéncia de aproximagdes sucessivas xx+1 = P(xk),
k > 0, definida a partir de um xg. Como

Xnt1 — al = [¢(xn) — ¢(a)] < K|xn —a, Vn=0,
podemos provar por inducdo que

Ixn —a| < K"|xo —a|, Vn>0.
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Outra demonstracao

e Existéncia: Defina g(x) = x — ¢(x). Como ¢(a) > a e ¢(b) < b,
concluimos que g(a) < 0 e g(b) > 0. Sendo ¢ continua em [a, b], g
também o é. Do teorema do valor intermediario segue que existe
a € [a, b] tal que g(a) =0, ou seja a = ¢(«).

@ Unicidade: Mesma demonstrac3o.

o Considere a sequéncia de aproximagdes sucessivas xx+1 = P(xk),
k > 0, definida a partir de um xg. Como

Xnt1 — al = [¢(xn) — ¢(a)] < K|xn —a, Vn=0,
podemos provar por inducdo que
Ixn —a| < K"|xo —a|, Vn>0.

Portanto a sequéncia converge para «, pois 0 < K < 1.
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