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Visão Geral

Apresentar uma introdução ao Cálculo Numérico, exempli�cando a
resolução de problemas numéricos em computadores. Apresentar
aplicações à Atuária.

Programa Resumido

1. Zeros de funções.

2. Sistemas de equações algébricas lineares.

3. Aproximação de funções.

4. Interpolação.

5. Integração numérica.
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Zero de funções

Introdução

Zero de Funções

O objetivo desta seção é apresentar e discutir alguns algoritmos

utilizados para obter a solução numérica de uma equação do tipo:

f (x) = 0 (1)

O destaque nos termos: algoritmos; solução numérica e f (x) = 0
foram introduzidos porque, para um melhor entendimento do
objetivo proposto, estes termos requerem de�nição e
contextualização.
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Algoritmo de Euclides para o cálculo do maior divisor
comum (MDC) de dois números A e B .

O algoritmo consiste em um procedimento iterativo que, a cada
iteração rede�ne os valores de variáveis a e b.

Inicialmente os valores atribuidos para a e b são a = A e b = B

SE o teste b ≥ a resultar em verdadeiro, ENTÃO, o algoritmo
altera o valor de b para b − a. Por outro lado, SE o teste b ≥ a
resultar em falso, ENTÃO, o algoritmo altera o valor de a para
a− b. O procedimento termina quando b = 0. O valor �nal de a é
o Máximo Divisor Comum de A e B .
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A de�nição de solução numérica de uma equação da forma
f (x) = 0 requer a consideração de um parâmetro que de�ne a
precisão da solução.

Mesmo em uma situação simples como:

f (x) = 3x − 2 = 0

�ca evidente a necessidade de ter uma precisão especi�cada para a
solução numérica. Neste exemplo temos

3x − 2 = 0 =⇒ x̄ = 2÷ 3 = 0, 66666666...

Assim o registro da solução exata, x̄ , na memória de uma maquina
é impossível porque requer uma quantidade in�nita de digitos.
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De�nição

Dados

f : D ⊆ R → R | ∃!x̄ ∈ D ⊆ R satisfazendo f (x̄) = 0

e ϵ ∈ R; ϵ > 0 , uma solução numérica com precisão ϵ para a
equação f (x) = 0, é um número real, x̃ , para o qual a a�rmação:

x̄ ∈ [~x − ϵ,~x + ϵ]

é verdadeira.
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É importante observar que com esta de�nição, a solução numérica

não é única no sentido de que existe uma in�nidade de valores x̃
para os quais a a�rmação

x̄ ∈ [~x − ϵ,~x + ϵ]

verdadeira.

No exemplo considerado, f (x) = 3x − 2 = 0 temos:
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▶ f (x) é contínua no intervalo [0.664, 0.668]

▶ O fato de que

f (0.664) · f (0.668) = −3.2 · 10−5

é negativo implica em que f (x) muda de sinal no intervalo
[0.664, 0.668]. Como f (x) é contínua neste intervalo podemos
concluir que

∃x̄ ∈ [0.664, 0.668] ⊆ R | f (x̄) = 0

▶ Porque

df

dx
(x) = 3 > 0;∀x ∈ [0.664, 0.668]

podemos a�rmar que pode existir no máximo uma solução
para f (x) = 0 no intervalo [0.664, 0.668] ( dfdx (x) > 0 implica
em que f (x) é monótona crescente neste intervalo).
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As duas primeiras observações permitem concluir que existe solução
para f (x) = 0 no intervalo [0.664, 0.668]. A terceira observação
assegura a unicidade da solução. Assim podemos concluir que:

∃!x̄ ∈ [0.664, 0.668] ⊆ R | f (x̄) = 0

Portanto para ϵ = 0.002; x̃ = 0.666 é um solução numérica da
equação f (x) = 3x − 2 = 0, com precisão ϵ = 0.002 pois

x̄ ∈ [0.664, 0.668] = [x̃ − ϵ, x̃ + ϵ]
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Observe que se considerarmos o intervalo [0.663, 0.667] podemos
também concluir que

∃!x̄ ∈ [0.663, 0.667] ⊆ R | f (x̄) = 0

e portanto para ϵ = 0.002; x̃ = 0.665 também é um solução
numérica da equação f (x) = 3x − 2 = 0, com precisão ϵ = 0.002
pois

x̄ ∈ [0.663, 0.667] = [x̃ − ϵ, x̃ + ϵ]
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Em nossa apresentação iremos considerar funções de�nidas em
subconjuntos dos números reais que assumem valores reais:

f : D ⊆ R → R

Com relação à equação f (x) = 0, é necessário uma análise
preliminar no sentido de determinar D ′ ⊆ D tal que:

▶ ∃x̄ ∈ D ′ ⊆ R tal que f (x̄) = 0
E em caso a�rmativo, devemos assegurar que:

▶ ∃!x̄ ∈ D ′ ⊆ R tal que f (x̄) = 0

Assim, como regra geral, antes da implementação dos algoritmos
que iremos discutir, devemos determinar um subconjunto D ′ ⊆ D
para o qual nós temos:

∃!x̄ ∈ D ′ ⊆ D tal que f (x̄) = 0



MAP2122

Zero de funções

Introdução

Em nossa apresentação iremos considerar funções de�nidas em
subconjuntos dos números reais que assumem valores reais:

f : D ⊆ R → R

Com relação à equação f (x) = 0, é necessário uma análise
preliminar no sentido de determinar D ′ ⊆ D tal que:

▶ ∃x̄ ∈ D ′ ⊆ R tal que f (x̄) = 0

E em caso a�rmativo, devemos assegurar que:
▶ ∃!x̄ ∈ D ′ ⊆ R tal que f (x̄) = 0

Assim, como regra geral, antes da implementação dos algoritmos
que iremos discutir, devemos determinar um subconjunto D ′ ⊆ D
para o qual nós temos:

∃!x̄ ∈ D ′ ⊆ D tal que f (x̄) = 0



MAP2122

Zero de funções

Introdução

Em nossa apresentação iremos considerar funções de�nidas em
subconjuntos dos números reais que assumem valores reais:

f : D ⊆ R → R

Com relação à equação f (x) = 0, é necessário uma análise
preliminar no sentido de determinar D ′ ⊆ D tal que:

▶ ∃x̄ ∈ D ′ ⊆ R tal que f (x̄) = 0
E em caso a�rmativo, devemos assegurar que:

▶ ∃!x̄ ∈ D ′ ⊆ R tal que f (x̄) = 0

Assim, como regra geral, antes da implementação dos algoritmos
que iremos discutir, devemos determinar um subconjunto D ′ ⊆ D
para o qual nós temos:

∃!x̄ ∈ D ′ ⊆ D tal que f (x̄) = 0



MAP2122

Zero de funções

Introdução

Em nossa apresentação iremos considerar funções de�nidas em
subconjuntos dos números reais que assumem valores reais:

f : D ⊆ R → R

Com relação à equação f (x) = 0, é necessário uma análise
preliminar no sentido de determinar D ′ ⊆ D tal que:

▶ ∃x̄ ∈ D ′ ⊆ R tal que f (x̄) = 0
E em caso a�rmativo, devemos assegurar que:

▶ ∃!x̄ ∈ D ′ ⊆ R tal que f (x̄) = 0

Assim, como regra geral, antes da implementação dos algoritmos
que iremos discutir, devemos determinar um subconjunto D ′ ⊆ D
para o qual nós temos:

∃!x̄ ∈ D ′ ⊆ D tal que f (x̄) = 0



MAP2122

Zero de funções

Introdução

Exemplo

f (x) = e−x − x

▶ Isolar a solução desejada

Como
f (x) = e−x − x = 0 ⇐⇒ x = e−x

e e−x ≥ 0, ∀x ∈ R, temos que se existir solução, x̄ , para
f (x̄) = 0, necessáriamente x̄ > 0.
Temos também que:

f (0)ḟ (1) = −0.63212 < 0

e porque f (x) é uma função contínua em [0, 1], podemos
então a�rmar que ∃x̄ ∈ [0, 1] tal que f (x̄) = 0.
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O fato de que:

df

dx
(x) = −e−x − 1 < 0; ∀x ∈ R

implica em que f (x) é monótona decrescente para x ∈ R e portanto
a equação f (x) = 0 pode ter no máximo uma solução real.
Podemos então concluir que:

∃!x̄ ∈ [0.000, 1.000] | f (x̄) = 0


