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1 Introducao

Dada uma fungdo continua f : [a,b] — R tal que f(a) x f(b) < 0, o método
da dicotomia calcula uma raiz aproximada Z de f no intervalo (a,b). Porém a
convergéncia é lenta e por essa razao buscam-se métodos de convergéncia mais
rapida para aproximar raizes. Entre eles, o método da secante é muito popular
e, apds a sua inicializacao, envolve apenas uma avaliacao de f por iteragao.

O método da secante é descrito da seguinte forma. Tendo-se calculado as
aproximagoes Tp_1 € Tk, a nova aproximagao ry41 ¢ obtida pela intersegao da
reta que une os pontos (zp_1, f(zx_1)) e (x, f(xr)) com o eixo x. Ou seja, a
intersecao com eixo x da secante ao grafico de f que passa por esses dois pontos.
Matematicamente, obtemos a expressao (exercicio)

Tk — Tk—1

f(@r) = f(ar—1)

convenientemente expressa como a aproximagao anterior mais uma corregao.
Pode-se mostrar que sob algumas hipoteses, para xg suficientemente proximo
da raiz T, as iteragoes convergem para T de acordo com

f(xk:)a (1)

Th41 = Tk —

1T — 21| < ClT — 241 |7,

onde p = 0.5(1 + /5) ~ 1.618 (razdo durea!). Temos convergéncia superlinear
mas, como enfatizado acima, somente quando estamos préoximos da raiz. Esta
é uma dificuldade de métodos que convergem rapidamente: pode-se garantir
apenas convergéncia local. Uma maneira de lidar com esta dificuldade é usar um
método hibrido, combinando-se um método robusto e lento, como a dicotomia,
com um método rapido e local.

2 O método de Dekker

Descreveremos aqui um método hibrido que combina o método da dicotomia com
o método da secante, inspirado em ideias de T.J. Dekker!. Como no método
da dicotomia, iniciamos com um intervalo [ag, by] tal que f(ag) * f(bg) < 0. Em
cada passo:

e b é a iteracao atual, i.e., a aproximacao atual para a raiz T de f.

IVeja o link https://en.wikipedia.org/wiki/Brent’s_method#Dekker’s_method e o livro
L.F. Shampine, R.C. Allen, Jr., S. Pruess, Fundamentals of Numerical Computing, John Wiley
& Sons, Inc., 1997, para mais detalhes.
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e a; é o ponto antipoda, i.e., um ponto tal que f(ar) e f(br) tém sinais
opostos. Além disso, | f(by)| deve ser menor ou igual a |f(ax)|, esperando-
se com isso que by seja uma aproximacao melhor do que ag.

e b1 é a iteragdo anterior (quando k = 1, faga by = ag).

Para a proxima iteragao, dois valores provisérios sao calculados. O primeiro
é obtido pelo método da secante (1):

a+b

o {bk—mﬂbk):bk—m, se f(br) # f(br-1);
2

caso contrério,

e o segundo é obtido do método da dicotomia:

a-+b
5

Supondo-se que by é uma aproximagao melhor para a raiz do que aj e que
o método da secante esteja funcionando adequadamente, espera-se que s esteja
mais préximo de by do que ar. Logo, se s estiver contido estritamente entre
b e m, entdo ele serd a nova iteracao (byr1 = s). Caso contrdrio, o ponto
médio é usado (bg+1 = m). Entdo, o novo ponto antipoda é calculado. Se f(ax)
e f(bk+1) tiverem sinais sinais opostos, entdo o antipoda permanece: apt1 =
ai. Caso contrério, a raiz estd entre bypi1 e by (POR QUE?) e escolhemos
ap+1 = bg. Finalmente, se |f(ar+1)| < |f(br+1)|, entdo ags1 é provavelmente
uma aproximacao melhor para a solug¢ao do que by 1, e entao estes dois valores
sao permutados.

O paragrafo anterior descreve um passo do método de Dekker. As iteragoes
sao calculadas até que
by — ag

5 < TOL, (2)

aceitando-se by, como a aproximagao para a solucao. A tolerancia TOL é definida
por dois parametros ERROABS e ERROREL, que especificam erros absoluto e
relativo, respectivamente:

TOL = max {ERROABS, |b;| * ERROREL} (pense!) (3)

A prética sugere algumas precaugoes adicionais para a melhoria do algo-
ritmo. Se s estiver muito préximo de by, i.e., |Ag] < TOL, é conveniente
deslocar um pouco a aproximacéo e usar b1 = by +sinal(by — ax) * TOL. Esta
escolha resulta em um valor entre a; e by. Se a raiz T estiver a uma distancia
de b, maior do que TOL, entao esta escolha estara mais préxima da raiz do que
s. E caso T diste menos do que TOL de by, esta aproximacao e by irao isolar a
raiz e o algoritmo ird convergir no préximo teste de erro.

Pode haver situacoes onde as iteragoes by sao calculadas pelo método da
secante e estao convergindo para a raiz, mas o ponto antipoda permanece fixo.
Nestes casos, os tamanhos dos intervalos isolando a raiz podem diminuir a uma
razao lenta. Para nos precavermos, podemos adotar a seguinte estratégia: se
apés quatro ieragoes nao houver uma redugao do tamanho do intervalo por um
fator de 1/8, entdo o algoritmo usard o método da dicotomia por trés vezes
consecutivas, antes de retomar as comparagoes com o método da secante.



Note que nao é necessario armazenar todos os extremos dos intervalos. O
algoritmo pode usar duas varidveis a e b onde f(a) * f(b) < 0, [f(b)] < |f(a)]
e b é a aproximagao atual. Uma outra variavel ¢ é usada para armazenar a
aproximagcao anterior.

O método pode entao ser resumido assim: se o valor s do método da se-
cante nao estiver entre b e m ou se a redugao do tamanho do intervalo nao
for satisfatéria, use o método da dicotomia. Se s estiver muito préximo de b,
um deslocamento minimo por TOL é usado. Caso contrério, s é usado. Apds
decidir como calcular a proxima iteracao, ela é obtida explicitamente e substitui
b, com a antiga aproximagcao substituindo ¢. Se f(b) = 0, o algoritmo termina.
Caso contrario, as varidveis sao atualizadas para a préxima iteracao: o antigo a
é mantido ou substituido por ¢, de acordo com a troca de sinal e a e b podem
ser permutados, se necessario.

Em uma situagao normal, com a e b especifcados na entrada satisfazendo
fla) = f(b) < 0, apds a execugao do algoritmo teremos f(b) = 0, ou os valores
f(a) e f(b) satisfazendo f(a) % f(b) < 0, |f(b)| < |f(a)| e os valores de saida a
e b satisfazendo (2), com (3) calculado usando-se b no lugar de by.

3 Tarefa

Implemente o método de Dekker conforme descrito na se¢ao anterior, usando a
linguagem Python (especificamente, Python 3). Documente bem o programa e
pense cuidadosamente em quais informacoes relevantes fornecer a um usuério,
tanto para a entrada como para a saida do programa. No relatério, discuta
decisoes relevantes para a elaboragao do programa, as escolhas dos parametros
ERROABS e ERROREL, bem como a anélise dos resultados dos testes abaixo.

3.1 Queda de um corpo sob a acao da resisténcia do ar

A equacao diferencial para a velocidade de um corpo de massa M em queda sob
a acao de uma forga de resisténcia do ar proporcional & velocidade é

Mo(t) — Mg+ ku(t) =0.
A solugao com velocidade inicial v(0) = vy é dada por (verifique!)

Ma — —kt/JVIM _
’U(t): g € k( g UOk).

Supondo as constantes g = 10 e M = 1, determine o valor de k sabendo-se que
com vg = 3 temos v(2) = 20.

3.2 Altura de fios de transmissao de eletricidade

Usando principios da Fisica pode-se mostrar que quando um cabo flexivel for
pendurado entre dois postes, ele tomard a forma de uma curva y = f(z) que
satisfaz a equacao diferencial

2 2
7@/ = % 1 + @
dx? T dx



onde p é a densidade linear do cabo, g ¢ a aceleracao da gravidade e T' € a tensao
do cabo em sua parte mais baixa. Uma solugao para a equagao acima é dada
por (verifique!)

flz)= ngcosh (%x) .

Um cabo pendurado sempre toma a forma de uma catendria

y = f(z) = a+ B cosh <x>

5
onde « e 8 sao constantes. Suponha que tenhamos um cabo pendurado entre
z = —10 e x = 10. Determine o valor de § tal que a diferenga de altura

f(10) — f(0) seja igual a 0.5.

3.3 Intersecao de curvas em coordenadas polares

Queremos saber quais os pontos de intersecao duas a duas das curvas dadas em
coordenadas polares abaixo. Para todas as curvas considere 0 < 6 < 27. E
conveniente gerar figuras.

1. Curva da borboleta: r = e5"? — 2 cos(46).
2. Cardidide: r =1 — sin 6.
3. r = sin?(46) + cos(46).
4. r =14 2sin(6/2).
Observagoes:
e Veja que pedimos 6 conjuntos de intersecoes.

e Na curva da borboleta podemos ter r < 0. Assim, convém lembrar que
um ponto com coordenadas polares (7, 8) é o mesmo que com coordenadas
(=7, 0+ 7).

e Como o método descrito necessita de um intervalo onde a funcao troca de
sinal, é possivel que algumas intersegoes escapem.

e Um ponto de partida para aprocura automatica dos zeros seria particionar
o intervalo [0, 27] em, digamos, 100 subintervalos e depois testar cada um
deles.
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