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A Equacao de Laplace

A versao homogénea da Lei de Gauss (ou Equacgao de Poisson para o potential) é a Equacdo de Laplace:

V.E=-Vp=£L o v¢p=0
€0

 Além do interesse proprio, as solu¢cdes da Equacao de Laplace podem ser somadas as solucées da Equacao de Poisson, de
modo a encontrar uma solucao particular que satisfaca as condicoes de contorno:

V2¢=—£ - P
€0

Vi =0 - ¢
— (gbl + (/)2)S = @, , onde D, expressa o potencial numa superficie s .

Aqui entra também um fato basico, fundamental, do Eletromagnetismo: o fato de que essa teoria é linear. Ou seja,
qualquer combinacdo linear de duas solu¢ées das equacdes do EM também é uma solucao!

 Mais adiante veremos como essa linearidade pode ser usada para construir uma técnica extremamente poderosa — o
método da Func¢do de Green, que permite calcular uma solu¢do geral para a equacao de Poisson (inhomogénea) !

 Vamos agora revisar alguns dos métodos basicos que nos permitem encontrar solu¢des para a Equacao de Laplace.
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A Equacao de Laplace

* A equacao de Laplace admite dois tipos de C.C.:

Py C.C. de Dirichlet; e S
<ﬁ ~ ng) C.C. de Neumann.
S

- Einteressante pensar no significado fisico da Eq. de Laplace: mesmo quando nao temos fontes
(cargas) explicitamente identificadas, a equacao de Laplace propaga as condic¢ées de contorno da
superficie (onde as C.C. sao definidas) para o volume.

« Em uma dimensao, com simetria planar (isto €, com simetria no plano x — y), a solucao geral da Eq.
de Laplace é dada por:
0*¢ "
—=0 = ¢=c+az (verifique)
0z°

* Em uma dimensao, com simetria axial, a Eq. de Laplace em coordenadas cilindricas tem a seguinte
solucao geral:

1 o 0¢ .
p— = ¢—-o>c+alogp (verifique!)
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Equacoes de Poisson, Laplace e do Calor

* As equacdes de Poisson e Laplace sao, respectivamente:
Vi = f(X)
VZgp =0

* Essas equagdes tém uma conexao interessante com a equacao que descreve a difusdo do calor. Digamos

que a temperatura num meio é dada pela funcao 7'(¢; x) . A equacio que nos diz como a temperatura
se difunde por esse meio é:

oT
> =gV?T , ondeqéo coeficiente de difusio térmica desse meio

- No estado estacionario, dT/0t =0 = V2T =0

- Um problema tipico é encontrar T(x") dada a temperatura numa superficie — o que pode ser resolvido
no estado estacionario, ou mesmo como funcao do tempo, a partir de certas condicdes iniciais. Esse € um
problema de condicées de contorno de Dirichlet.

— —
- Outro problema tipico é encontrar T(x) quando damos o fluxo de calor, Q = V T, numa superficie.
Nesse caso, temos condi¢oes de contorno de Neumann.

* Mas a interpretacao aqui é interessante: as equagdes de Poisson e de Laplace descrevem como as

condicbes de contorno se “difundem" pelo espaco. Em outras palavras, o operador Laplaciano (V2 fazo
papel de propagar os campos desde essas superficies para todo o volume.
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Tecnicas variacionais

* Da Mecénica Classica e da Otica sabemos que o Principio de Fermat, ou de um modo mais geral as Lagrangeanas, s&o principios
fundamentais da Fisica. Na Mecanica, a idéia é que, dada uma particula qualquer que se move no espaco, existe uma fungao:

L(g.g)=K-U
tal que a energia cinética da particula é K — Eq e a energia potencial é U — U(q).

* A acdo é entao definida como a integral dessa Lagrangeana no tempo:

B
S=[ dt L
A

* As equagdOes dinamicas, que determinam o movimento da particula entre dois pontos (A e B), sdao entao encontradas por meio da
minimiza¢ao da acao, mantendo os dois pontos fixos. O resultado dessa minimizacao chama-se Equagoes de Euler-Lagrange, ou seja:

d oL oL d _
—— =0 = —(mq)+

- U du
dt o oq di

—=0 > mg=——=F

dq dg ° A

* Aidéia do Principio Variacional é que, de algum modo, o potencial elétrico também vai encontrar uma configuracao de “minima energia”
Vamos tentar associar uma "energia cinética" e uma “energia potencial”ao campo do potencial elétrico:

1 /= \2 x)
K- ) ( Vv d)) e U-— p(x) ¢(x) (aquio g, foi introduzido de modo que K e U tenham as mesmas unidades.)
€0

* Portanto, o0 nosso “chute" nesse momento é que existe algum tipo de funcdo (um funcional) do potencial elétrico que é dado por:

216.91=5 (Vo) -L4
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Tecnicas variacionais

* Vamos agora minimizar essa “acao" com a "Lagrangeana" que tentamos adivinhar acima:

S = Jd3x$ = Jd% E (W)z - eﬁ d)]
0

- Avariagdo dessa acdo com respeito ao campo, — ¢ + ¢, S — & + 68, é:

€0

1 — — — —
58 = Jd3x [5 X2V -5V ) —ﬁ(sgb] — Jd3x [w- V(5¢)—ﬁ5¢]
€0
* Agora integramos por partes o primeiro termo, obtendo:

58 = stx [WW) 5] — (V2 6¢p — eﬁ 5¢]
0
A

« Porém, se supormos que vale a Equacao de Poisson, entao V2¢ = — ple,, e os dois Ultimos termos se cancelam, resultando em:

58 = ﬂgdi’- [6¢ V ]

* Mas, assim como em Lagrangeanas, a variagao nos extremos é zero! Ou seja, devemos fixar a variagao do campo nas “bordas" — em
outras palavras, devemos ter condicdes de contorno bem definidas — e entdo temos que 6¢p — 0 na superficie S, e assim 68 = 0.

* Ou seja, a0 minimizar a acao acima somos levados a Equacao de Poisson!
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Tecnicas variacionais

* OK, re-derivamos a Eq. de Poisson. Porém, ao fazer isso, encontramos uma“acao" e uma “Lagrangeana" que nos permitem ir muito além de
calcular solugdes analiticas, e permitindo um poderoso método de aproximacao. Considere entao a acao:

S = [cﬁng — [cﬁx E (W)Z _ eﬁ ¢]
0

- Aidéia agora é que, dada uma funcio p = p(x’), nés comecamos “adivinhando" uma forma funcional tal como

P(x) = Z c; f(x|a, P, ...), comparametros 6, = {c;, a;, f;, ...} , e funcdes f; que podem ser "facilmente" integradas no dominio:

1

3 — .
dXVﬁ'Vf]"—Fij(ai,ﬁi,...,aj,ﬂj,...) , €

n

d’xpf.= Gla, B, ...)

J

* Entao, minimizando a acao com respeito aos parametros nos permite reduzir as equacdes a um conjunto de equacdes algébricas:

o |1
0_9,{ Eggchﬂj—;q@ =0

* Para mais detalhes, veja o livro do Jackson (Secao de “Variational Principle”)
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Tecnicas variacionais

- A"acao" acima é muito préoxima de algo que podemos chamar da“acao do
campo eletromagnético”

 De fato, a Lagrangeana do campo elétrico é basicamente essa que derivamos
— a Unica diferenca é que temos de “consertar" as dimensdes:

€ [—= 2 €O—>2
Lo — 3=7<v¢) —ph=—E*=p

- Na verdade, talvez a gente tenha tempo de ver nesta disciplina que a

Lagrangeana completa do Eletromagnetismo é dada por:

€ — — > >
$=70<E2—c282>—<p¢—1-A>
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O método do relaxamento

* Vamos agora discutir uma técnica muito simples de resolver a Eq. de Laplace, que segue do principio variacional.

* O Laplaciano nos diz que, em um ponto qualquer do espaco, a soma das seqgundas derivadas se cancela:

o0’ 0’ 0% j+1
+ + =0 ;
ox2  ody? 072 J
j-1
* Vamos agora pensar nisso em 2D, em termos de um “grid" de pontos, espacados por “células”de lado 7 :
b (X, Y;) = @i
« A derivada num ponto x; ao longo da direcao x pode ser aproximada por: i-1 ] i+l
B 1
¢i,j — g <¢i+1,j - ¢i—1,j>
« Aderivada nos pontos x; ; e x;_; ao longo de x ¢, portanto:
X 1 X 1
=5z (Bers= ) e By = (d= b))

» De modo analogo, as derivadas ao longo de y nos pontos y;, | e y;_; sao:

1 1
¢Zj+1 =57 <¢i,j+2 - ¢i,j> , and ¢ | = bV <¢i,j - ¢i,j—2>
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O método do relaxamento

- Ou seja, a segunda derivada ao longo de x no ponto {x;, yite dada por:

1 1

- Ja a segunda derivada ao longo de y nesse mesmo ponto i, j é:

I I
=2 ( il ,-,j_1) e <¢"’f+2 t 2 2¢"’f)

- Portanto, a Eq. de Laplace na célula { x;, i} corresponde a equacao:

XX 4 VY
it

(2{)2 <¢i+2,j + ¢i—2,j + ¢i,j_|_2 + ¢i,j—2 — 4¢l,]> =0

 Agora, note que essa equacao pode ser escrita como uma média:

1

¢; ;= n (¢i+2,j + @it Gt ¢i,j—2> = (¢)
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O método do relaxamento

* Ou seja, a Eq. de Laplace expressa que o campo é igual a sua média no espaco:

Vng =0 = ¢(?) - <¢>pertode?

* Isso nos sugere um método muito interessante para resolver a Eq. de Laplace. Digamos que o potencial
elétrico é dado numa superficie — por simplicidade, pense num volume fechado envolto por uma
borda onde especificamos o campo (ou suas derivadas).

* Podemos comecar supondo qualquer valor para o campo dentro desse volume — por exemplo,
podemos tomar ¢ — gbi((J),) =0.

O primeiro passo é“propagar” a informacao das bordas para as células adjacentes, ao lado das bordas:
0 1 0

 Agora basta iterar esse processo: a cada iteracao, o valor do campo é atualizado, e o valor na borda se
propaga para mais uma camada de células dentro do volume. Da iteracao n para a iteracao n+1 temos:

|
PO = G = (g,

* Depois de muitas iteracdes o potencial converge para o “valor médio", e portanto ele satisfaz a Eq. de
Laplace — g, claro, as condicdes de contorno! Vamos dar uma olhada em um exemplo numérico, em
“tempo real”. [—> Mathematica & Python]
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Separacao de variaveis

* Vamos agora introduzir um método bastante geral para resolver equacdes tais como a Eq. de Laplace: a
separacdo de varidveis.

- Suponha que no plano z = 0 temos uma densidade de carga tal que o campo elétrico normal a essa
superficie é dado por:

E L =EyZ cosky  [Exercicio: verifique que a densidade superficial de carga é ¢ = €yEycosky ]

- Esse é um problema de condi¢ées de contorno, com um dos “contornos” sendo o plano z = 0, e os <
outros “contornos” os “planos" 7 — = 00 . E note que em todo o volume (exceto z = 0) ndo hd
densidade de cargas, p = 0, e assim temos que o potencial obedece a Eq. de Laplace.

- No plano z = 0 temos, portanto,com 7 — Z:

—=ﬁ-Vc/)=—EO cos ky

- Evidentemente, nada neste problema depende da direcao x, portanto a Equacao de Laplace fica:

02 02 02 02 02
¢+ ¢+ ¢ . ¢+ ¢
ox2  o0y? 072 0y? 072

=0
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Separacao de variaveis

* Vamos entdo resolver a equagao:

02 02
¢ N 7
0y2 072

=0 usando a técnica de separacgao de variaveis.

* Suponha que o potencial pode ser escrito como:

$(3.2) =D Y, (MZ),

onde {Y,(y),Z,(z)} sdo pares de solugoes, e a soma sobre n expressa o fato de que a Eq. de Laplace é linear.

* Temos entao, tentando a solug¢ao acima:

0’y 0% 0%Y (y) 0*Z (7)
+ = V4 ——+Y - =0
02 oz Z A5 T,

- Note que cada par é uma solugao, e portanto cada um desses termos é zero. Agora, divida por Y, Z, para obter:

1 () 1 0°Z) 1 Y, 1 0°Z,(2) )
+ =0 , portanto = =

L) 02 Z) 0 o) o2  Z a2 "

onde k, podem até mesmo serem complexos: basta, ao final, tomar os campos como reais!
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Separacao de variaveis

» Ou seja, aplicando a técnica da separagao de variaveis resulta em equagdes muito mais simples — no caso de Y, temos:

Y,
+KY, =0 ,
oy?

cuja solugao é meio bvia: Y, — exp [ii (k,y + o, )] , onde @, sao fases — ou seja, senos e cossenos!
* Para a outra funcdo-base temos uma equacao parecida, mas nao idéntica: o sinal da constante muda,

i’Z,
—k2Z,=0 ,
072

e agora asolucdo é Z, — exp(xk,z + a,) ,onde a; também sao "fases".

* Nao é dificil ver o que esta acontecendo. A grandes distancias do plano z = 0, um observador enxerga uma carga que, na
média, é nula: as cargas positivas e negativas se cancelam e como resultado o campo elétrico é acaba sendo nulo.

» A solucdo que satisfaz todas as C.C. é proporcional a exp(—kz) paraz — o0, e exp(+kz) paraz — — 0o, ou seja:

E
d(y,2) = 70 e Ml cos(ky) [Exercicio: verifique que isso satisfaz a condicgoemz = 0]

* Esse tipo de solucao funciona tanto para C.C. de Dirichlet quanto Neumann. De fato, se tivéssemos especificado, por
exemplo, @(z = 0) = ¢p, cos(ky) , entdo é facil de ver que a solucéo ficaria:

P(y,2) = Pye ™ cos(ky)
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S ~No Y 4 ]
eparacao de variaveis __.
estritamente necessario:
caso tenhamos uma
densidade média de carga nao-
nula, terilamos, além das solucdes

A solucao acima nos permite pensar em problemas mais “ambiciosos”. Digamos que temos condicées = Ui solucio tipo
de contorno: E. =% 0y/€y2,quedefatoéo
. ] N limite k — 0 das solugdes
$p(z=0)=f() , talqueamédiaespacial dessafuncdoseanula (f),.o — O il

Digamos que essa funcao é uma superposicao de modos de funcdes oscilatorias, uma série de Fourier:

fO) = ) frcostk,y + @)

A linearidade das equacdes nos permite pensar em cada uma das “fontes" acima como tendo a sua
solucao; e a solucao para soma dessas fontes é a soma das solucées!

* Ou seja, se cada modo for uma solucao da Equacao de Laplace,

" T s gm0 = e costhy +,)
ayZ 022

0*p ¢

dy? T2 T 0= Y= zn:qbn(y, !

E, claro, por construcao essa solucao obedece a condicdo de contorno ¢p(y,z = 0) = f(y)!
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Exemplo: planos paralelos

 Agora vamos tornar o problema ainda mais interessante: suponha que damos o potencial nao
apenas em z = 0, como feito logo antes, mas em duas superficies de 7 constante:

Pz=+h/2)=f"(y) ., e
Pz =—hl2)=f"(y)

 Vamos supor que ambas essas funcoes sejam dadas por somas (séries de Fourier):

[T = an* costk,y+¢,) ., e

= Z f, cos(k,y+¢,) ., ondeasérie ésobre os mesmos valoresdek, .
n

A pergunta é: qual o potencial em todo espaco — em particular, dentro da regiao

—hl2 <z <h/2?

- Em primeiro lugar, acima do plano superior (z > h/2) e abaixo do inferior (z < — h/2) a
solucao é obtida exatamente do jeito que vimos anteriormente: a Unica condicao de contorno

relevante paraaregidgoz > h/2é@(z = + h/2),eidem paraaregidoz < — h/2!

ELECTROMAGNETISMO I / IFUSP / AULA 2

16



Exemplo: planos paralelos

- Mas, e naregiao entre os dois planos? Como podemos encontrar
uma solucao que satisfaca ao mesmo tempo as duas condicdes de
contorno acima e abaixo, ou seja:

pz=—-hi2)=f"() ., e P=+h)=f"() 7

- Claramente, a solucao tem que ser do tipo:

02 0?
b, N b, _ 0
0y?2 072

P2 =) $,(0.2)

- A dependéncia em y ainda deve ser como antes, e usando a
separacao de variaveis temos:

¢,(v,2) = Z,(2) cos(k,y + ¢,)) + Z,(2) cos(k,y + ¢,)
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Exemplo: planos paralelos

« Nosso “ansatz" para cada modo n da solucao é, portanto:

¢,(v,2) = Z,(2) cos(k,y + @) + Z,(2) cos(k,y + ¢;)

« Vamos agora nos concentrar na dependéncia com a coordenada z. Temos:

0°Z ™
072

—k2ZH =0

+ Vamos supor que cada um desses termos pode ser ajustado de forma que:
Z (z==—hl2)y=1 e Z (z=+h/2)=0
Zfz==-h/2)=0 e Z'(z=+h/2)=1

* Isso garantiria que as condicdes de contorno seriam satisfeitas nos dois
planos!
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Exemplo: planos paralelos

* Vamos tentar entdo, para a solucgdgoemz = — h/2:
Z7(z) = Aef*+ Be™* | onde
Z(z=—-h/2)=1 = Ae 2y Bethh2 =]

Z(z=4+h/2)=0 = AeM?2 4 Be k2=

Da segunda equagao temos B = — Aeth! e dai substituindo isso na primeira temos :
o —kah/2 ek hl2
Ae~*nhi2 4 (_Aek,,h) ethnhl2 — 1 = A= . B=-—
eknh — o=k, h eknh — o=k, h

+ De modo analogo,em z = + /2 temos:
Z¥(z) = Ce**+ De™™* | onde
ZHz=-h/2)=0 = Ce "2 4 Dethkl’2 = ()
Ztz=+h/2)=1 = Ce""? 4 De M2 =1

Agora basta olhar para a solucao acima e perceber que as equacdes sao idénticas, trocando {A, B} — {C,D} e
h— —h:

ok 112 o—ka 12

C: . D=_
o—knht _ ko h o—knh _ ko
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Exemplo: planos paralelos

* Coletando as duas partes acima, temos a solucdo naregiago —h/2 <z < h/2: <

cos(k,y + @,)

B N sinh[k,(z + h/2)] o sinh[k,(z — h/2)]
= Z [f P simhe ] O ) S

* Vocés podem (devem!) verificar que essa solucao satisfaz todas as condicdes de contorno, no sentido que:

Pz =+n12)=fr() = ) ficostky+ o)) . e

p(z=—h12)=f(y) =) frcos(k,y+ ;)

* Por sinal, da solugao acima, na regiao entre os planos, vocés ja podem “adivinhar" as solu¢ées acima do
plano superior e abaixo do plano inferior:

/
POy, z>+h/2) = Z fre @2 cos(k,y + @f) e /
¢/=0
n A
\&Q ‘&Q
2 4 4
$(y,z < —hl2) = an_ e TREHh2) cos(k y + ) a iy N
) A =0
* Ha muitos outros exemplos que podemos fazer — veja também, por exemplo, o Ex. 3.4 do Griffiths b—»
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Exemplo: planos paralelos

! ¥4

- Exemplo:

+ni2 k

_hi2 |

| |
w N BN o B N w
TrrTTTTTTTTTTTTY T T rTrTTTTTTTTTTY
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Separacao de variaveis e série de Fourier

* Num problema mais geral formulado em coordenadas Cartesianas temos algo como:

2 2 2
a¢+a¢+a¢

Vi =
% ox2  ody? 072

=0 = $xy) = ) X002

* Substituindo na equacao de Laplace temos:

1 0°Z,

1 0°X, 1 0*Y

n

+ +
X, ox2 Y oy* Z,6 07>

- Como cada termo é fungdo de uma variavel diferente, os trés tém que ser constantes — vamos chama-las de —k,fx , —k,fy e

—k,fz — mas nao se engane: os k's podem ser reais, imaginarios ou até mesmo complexos!
* Com isso, chegamos a uma equacao algébrica que expressa a Eq. de Laplace:
2 2 2
k2, + k2, +k2, =0

* Eisso nos leva imediatamente a solug¢ao geral.

— —_ —

b = ZAnei(kn,kan,ywkn,zz) _ ZAnei?n.y’ . com k,={k .k k. e k, k,=0

n,x°“n,y°™n,z
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Separacao de variaveis e série de Fourier

* Vimos nos exemplos acima como podemos expressar as condicdes de contorno em termos de séries de Fourier.
Em 1D temos algo como:

f&) = Y frcostk,x + o) =Y [a,cos(k,x) + b, sin(k,x)|

n

* Agora queremos fazer uma afirmacao mais rigorosa. Digamos que temos uma func¢ao perioédica, de periodicidade
L . Entdo temos que:

f@ =) |a,cos(k,x) + b,sin(k,x)] , com k,=n2z/L
n=0

Notequen 2zn(x + L)/L = n2x +n2ax/L , portanto cos[k,(x + L)] = cos[k,x] e
sin[k,(x + L)] = sin[k,x] , o que garante a periodicidade.

- Podemos encontrar quem séo esses coeficientes (a,, e b,) usando as condicées de ortogonalidade:

L ) n2nzx , m2xx L
dx sin sin =—0,,
0 L L 2
L nlrx m2nx L
dx cos COS =—95,, ., €
Jo L L 2

L , <n27rx> <m27rx>
dx sin COS =
Jo L L
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Separacao de variaveis e série de Fourier

* Usando as ortogonalidades acima, podemos integrar a nossa funcao:

fx) = i [Cln cos(k,x) + b, sin(k, x)] /
- \

- L
J dx f(x) cos(m2zxx/L) = a,, >

s

L L
J dx f(x) sin(m2zx/L) = b, 5
0

* Mas e para funcbes continuas em R, porém nao necessariamente peridédicas? Nesse caso podemos
usar o conceito da transformada de Fourier:

[ - fl= de e™fx)

: k.
o - )= Jz—e B, com

T

[ ? e~ka=X) = §(x —x) e de e =k = 27 5k — k')
T
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Proxima aula:

- Mais sobre separacao de variaveis
* Solucao formal pelo método da Funcao de Green

- O método das imagens

* Leitura:
Griffiths, Cap. 3
Jackson, Cap. 1.10,2.1e 2.2
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