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Equacoes de Maxwell
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Lei de Gauss & Eletrostatica

A equacao mais basica do Eletromagnetismo € a Lei de Gauss:

_ —> 1 — —_—
V- E=-V’p=—p(xX) , com E==V¢
€0

NGs vimos, na aula passada (e vocés ja viram isso nas disciplinas de Fisica basica) que a solucao é:

HF) = — Jd3x’ Px)

472'60 |7—?/|

Além disso, podemos expressar a densidade de carga (uma distribui¢cago) como uma soma de cargas
pontuais:

p(X) = 2 4, O(X — 71')

Para uma carga pontual o campo elétrico é dado por:

=g e —_— — 1 q q 7—7
E;==-Vo,(x) =~ ( = _— >= — _>q3
X — X,

* Porém, antes de comecar a dar exemplos disso, como podemos saber se a solucao acima é unica?
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O Teorema de Helmholtz

* Dito de outro modo, dada apenas a equacao:

- — 1
€0

é possivel encontrar uma solu¢ao que seja Unica?

— —
* Aresposta é... nao!! Na verdade, nés podemos adicionar a qualquer campo E que seja solucao, um outro campo H que resolve
—_— —

a equacao homogénea, V - H = 0, ou seja,
— — — 1 N
V-<E+H> =—p(x)+0.

€0

* Entretanto, se especificarmos nao apenas o divergente do campo, mas também o seu rotacional, dai as equacgdes tém
(basicamente...) uma solugao unica!

ANV T 7 1] R
— - e 51”:\\,;&\ Q{: el W i s ey
* Em outras palavras, para qualquer campo I, uma vez que especificamos: eyt et B A T S IR AR SR
NN LA B R RN AN R R
ARSI AN A i)
V-F=5 S RN T B PP ===
1N = AR B LMY )
o F T AR B == A AT
VX F = Srot' of R AR TN B Ity G St

—
entao, ai sim, ha uma solucao unica para /' . Quem dizisso é o Teorema de Helmholtz.
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O Teorema de Helmholtz

* N6s vamos mostrar que, dado o par de equacédes:

V' F= SdiV and V) X F;= S;I'Ot ’

—
entdo a solugao unica para o campo vetorial F' é dada por:

F=-V¥Y+VXxT , onde /_\

1 Sh (X 1 F(x’
\Pz_" d3x/ | le(x) ?l; dsg; |_)(X_)) e
v s(v)

A X —=X' 4z — X 4 AN /

‘ E-Sdiv ¢S rot €MV -

— N % .\":*-._\ e R

T 1 3,7 5 rot(yl) 1 =/ r (?,) NS VR s
T =— | d’x = =, ds’ X Ere—
4 ), | x = X' 4= S) | X — x|

\/

- Portanto, é necessario especificar nao s6 as fontes do divergente e do rotacional no volume v,

_)
mas também o comportamento do proprio campo ( ') na borda (a superficie s que engloba
o volume)! Isso pode parecer esquisito, mas as razdes para isso ficarao claras mais adiante.
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O Teorema de Helmholtz

* Para demonstrar esse teorema vamos comecar recordando um dos resultados da aula passada:

— —

— 1 X — X

Vee——=—— , deforma que
| x — X | X — x|

— — 1
V-(V —— >=—4ﬂ5(?—?’)
| X =X

X

* Isso permite que nds possamos utilizar as propriedades da funcdo 6 de Dirac e re-escrever o campo na seguinte forma:

— 1 — —
F(X) = J P F(X)6(x - =— 4—J d’x' F(X") V?

— —
v TJ, - /l
—
L[ p FG
- 4 X I—) —
V1 , x — x|

2 A, portanto essa equacao fica:

=
_ 1 — (= F(x' 1 — - F(x'
(7):——Vx<Vx-‘Ad3x’ l_,(x) +—V X<Vxxjd3x’ () )
A% X 1%

— —
| x|

x_

@ ®
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O Teorema de Helmholtz

O primeiro termo pode ser “trabalhado" até ficar numa forma mais graciosa:

— _>_)/ e — 1 - g 1
@:J d*x' V. - _,( _), Jd3x’F(7’)- V,—— =[ &Bx F(X) - <— Vx,> —
X — X X — X
A% | ,| vV | /| 1% | /|
iV | L0 e [T, F)| =
_ X x' |? . 7/| X x’ (X ) |7 _ 7/| Integral por partes
>, _)(_)) RIW,
=—¢ dy- + | dx Sy (X)) = 4z% m
—_ —)/ div g
s(v) | | v | X — |

* De forma inteiramente analoga, vocé pode mostrar (mostre!) que:
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O Teorema de Helmholtz

* Portanto, chegamos ao resultado que:

. 1 — 1 —
(7)=——Vx®+—Vx><@
A A

—
- O caso mais familiar é a eletrostatica, com condicées de contorno tais que £ — 0 quando x — o0. Temos entdo que

Siv = Pley: St = 0,e¥Y = ¢, comoresultado:

E(?) :—V¢ :—V [ : Jd3x’ | L) |]

X
A€, X -

X — X

- Na magnetostatica, também sob as condi¢ées de contorno B — 0 quando x — oo ,temos que Sy, — 0,

— —

St = HoJ e T — A (opotencial-vetor), com o resultado:

— — — — T_)/
B(X)=V.xA = V._x [@[cﬁx' I () l]

¥ x =X’
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Condicoes de contorno

* OTeorema de Helmholtz ressalta o fato de que sempre, sempre, SEMPRE precisamos especificar as condi¢oes de
contorno dos campos:

=—V‘P+VX? . com

1 S. (% 1 F(X
P = [CP IdW( ) _ <JE g5 —L 0
s(v)

dr X =Xx' 4n | X — X

R

1 1 F -
T=—J d’x’ _f‘“(_,? - ﬂE ds’ X _,( _), = F|
dr . | X | dr s(v) | |

—

- Note que nés podemos adicionar quaisquer constantes aos “potenciais”: ¥ - WY +c¢, T - T + d

—
- Portanto, além da fonte (S ;) € necessario também conhecer a componente perpendicular a superficie (e paralela a

d ?) do campo para especificar a componente relacionada ao divergente ¥ ( — ¢);

— —

- Similarmente, além da fonte (S ,,,) , @a componente paralela a superficie (perpendiculara d S ) precisa ser especificada

para determinar a componente rotacional 7' ( —> A ).
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Condicoes de contorno

A situacao mais simples é aquela na qual devemos
encontrar os campos electromagnéticos numa vizinhanca
de fontes (cargas e correntes) que estejam
completamente isoladas. Nesse caso temos que o volume

y — IR3, e a“borda" é empurrada "para o infinito", entao

— —

—
naturalmente tomamos ¥ - 0 em | X — X'| - .

+ Uma outra situacao comum é quando colocamos as fontes
na vizinhanca de condutores, isolantes ou meios
magnéticos, que limitam de alguma forma o valor dos
campos electromagnéticos nas superficies (internas ou
externas) desses materiais.
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O potencial elétrico

* Quando temos cargas elétricas estaticas, as Equacdes de Maxwell se reduzem a:

V.E=L | VxE=0
€0

—
* Na auséncia de condi¢cdes de contorno nao-triviais (ou seja, se £ — 0 comx — 00), a solucao é
simplesmente:

B
Ex)=-V¢ 4
Linhas de ¢
_ 1 ,0(?/) constante .
(%)= | L
¢ 4r € | x — x| r.
» Nesse caso, o campo eletrostatico é o gradiente de uma funcgdo escalar (¢). /

+ Uma das propriedades do gradiente é que, se integramos um gradiente ao longo de um caminho

B
J dl -V ¢ = p(B) — pA)

A

/]
dl , podemos pensar no gradiente como VvV > [ d/dl, e entio: '
y'

ou seja, a integral do gradiente retorna a diferenca da funcao entre os pontos final e inicial! A

ELECTROMAGNETISMO I / IFUSP / AULA 1 1



O potencial elétrico

- Essa propriedade esta ligada a nocao de trabalho feito pelo campo elétrico. Para ver isso, vamos
tomar a Forg¢a de Lorentz:

FL=Q<§+7X§)

* No caso em que temos apenas um campo elétrico, o trabalho feito pelo campo sobre uma carga

pontual g é dado por: B
B _ . B _ _
WAB:J dl-(q E) =—C][ dl - V¢ =—qAdyg
A A Q
= Wip=g¢q (CbA—CbB) ™
N
* Em particular, o trabalho necessario para mover essa carga até o infinito é dada por: q
WA—>oo — Q¢A ~
* Isso significa que podemos associar uma energia potential a qualquer ponto: ™~
T~
Wi = UX,) = F(Ty)=- [V U] = —g [ng] = E(T,) L
7)A 7)A \
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Unidades

* Neste momento nds temos que discutir a questao de unidades.

* Lei de Coulomb:

! ’ 8.85x 10712 c 1C =6.2x%x10!8
= _— , En = . —_— , = . e
Nt 4pe, N5 0 Nm?

* Campo Elétrico:

—gE = [E]—N

gl

q

* Potencial Elétrico:
— — Nm
E=—V¢ = [¢]=[E]m=T=V (Volt)

Nm Nmls W \Y%
= = —  (Watts/Ampére) , com [E]=—

C Cls A m

1 V=

- Exemplo: uma faisca produz campos de magnitudes 10° — 10* V/m
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Coordenadas esféricas:

Alguns exemplos T
or r 060 rsin@ 0@

—

V. E=—

1 0r°E,

rz  or
* Vamos esquentar os motores lidando com algumas situacées bem simples.

* #1: Primeiro, vamos calcular o campo elétrico de uma configuracao esfericamente simétrica de

cargas, p(r) .

0.6+

04l

= = p(r) P

V- E=—-Vp="o, p(r) - .

€0

* Usando a simetria esférica, tomamos a forma integral da Lei de Gauss numa esfera de raio r:
- =_ 00 | | ¢

dS - E = , 0 que nos permite determinar:

r €0 o

Q(r) '

47 r? E(r) = , onde QO(r) = 4%[ dr' r'? p(r')

* Podemos também calcular o potencial, usando o fato que, com a simetria esférica, temos:

[r g 20

2
0 r

0
SN =E() = )=

+

1 dsindE, OE,
00 o0

rsin @

o

|
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Coordenadas cilindricas:

Alguns exemplos &

— — 10sE, 10E, OE,
V. E=— +——
s 0s s 0@ 0z
* #2:Vamos agora lidar com um exemplo com simetria axial (cilindrica) [ notagao:s — p1]: 4
—_ — (S)
V.-E=- V2¢ = A ,  ouseja, adensidade de carga nao depende nem de z nem de ¢ -l
R B S
* Usando a simetria axial no volume de um cilindro de raio s, escrevemos a Lei de Gauss como: ----- -
Q( ) — ,._... .......... EZ ........... >
—_ — S — L e S B -
#dS-Ez , com E =3E, ‘ N
s €0 C)
* Note que neste caso tanto o volume quanto a carga dentro desse volume podem divergir!
* Mesmo assim, 0 campo nao se torna infinito. Vamos tomar o caso de um cilindro muito longo, de altura A
Z, para o qual desprezamos a contribuicao do topo e da base do cilindro:
Z o Zn 1 A(s)
QrsZ)E,=—2rx| ds's'p(s’), = —AUs) —> E =———
€ Jo €0 € 2§

O potencial pode ser calculado da mesma forma que antes:

—aiqs(s) —E(s) = $s)= —i[ ds' 25
5 2€0 J s

Note que, a menos que a densidade linear de cargas A — Ofors — oo, temos || — oo !! Por que??...

~..
.~
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Coordenadas Cartesianas:

Alguns exemplos -

#3: simetria planar/Cartesiana
- Neste caso assumimos que a densidade de carga depende apenas de uma das dimensdes (digamos, ), p = p(2) T

+ Usando a simetria simetria no plano x — y, a Lei de Gauss no volume de um “tijolo” de lados x — y — z temos:

%l;d?-f=Q(Z) , com fzﬁEZ
€0

N

Novamente, o volume (e as cargas) podem divergir, ja que a area total do plano x-y diverge. Entretanto, o campo nao
deve explodir em nenhum ponto (desde que p seja finito).

* Agora temos de especificar cuidadosamente qual é o volume fechado que estamos considerando.

+ Aqui vamos assumir que o volume vai de 7 = — 0o até uma posicao z . Vamos expressar a area no plano x — y como
sendo A, o que torna a integral acima:

A [* A
ATE() — Efz — — 00)] = —J 7 p@) =2 o)
€ J_» €0

onde definimos a densidade de carga por unidade de drea - .

* Usando essa definicao, obtemos que:

0(z) -
E, + EZ,oo = —— , onde definimos o campo em 7 — — 00 em termos do campoemz — + o0 :

€0
E(z > — o) =- Ez,oo *
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Coordenadas Cartesianas:

Alguns exemplos -

Agora, vamos assumir que a carga esta limitada a uma certa regido acima e abaixo do plano z = 0,
de tal forma que metade da carga esta acima, e metade da carga estda abaixo do plano, e a T

densidade superficial total é o, = J dz p(z)

Nesse caso nao ha diferenca entre “acima" e “abaixo’, podemos tomar o limite z = + co e escrever:

0
EZ’oo — EZ,_OO = 2EZ,OO = —
€0

o(z)

ﬁEZ:

1 < 1 (%
= — I dz'p(z’) — —J dz'p(Z)
€o 260 €0 o 2

—0

* Agora, note que podemos escrever essa expressao na forma:

E =2 lr d'<'>+1r dzp(2) 1rod'(’)

=— |- < P\Z - I P\Z ) —— < P\Z

T |2) T eIy P
1 ¢ *©

:Ezzz— [ dz'p(z’)—[ dz' p(z)) ,  que é a nossa expressao mais geral
€0 o z
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Alguns exemplos

* A aplicacao mais simples da férmula acima é um par de planos com cargas iguais e opostas
— Ou seja, um capacitor . Nesse caso temos, na regiao entre as placas:

O potencial elétrico é, portanto: A
Capacitancia:

o o
¢ = ——2z+c , eadiferencade potencial é A¢=—d=id q _Ag

€0 €0 A€O C—A¢— d
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Potencial e energia potencial

* Aforca de um campo elétrico E numa carga ¢g € dada por:

—

F=qE = F=-VU=q(-V¢) U=qq

* Portanto, a energia potencial de uma carga dentro desse capacitor é:
q
dU =dqgA¢ = dg c

A medida que adicionamos mais cargas ao capacitor (trazendo as cargas desde =+ 0o até as placas), a
energia aumenta como:

q 2
g lg
Ug)=| dg— =——
(@) [O 1-=37C d

* Mas E = q/(Ag,) , portanto g = E Ag, entdo escrevemos:

1 E*A%; 1 , 1 )
U(Q) —5? —EGO(A d)E —EGOVE
d
* Isso significa que a densidade de energia do campo elétrico é: Capacitance:
1
= —¢, E? -
PE 5 0 C A
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Condicoes de contorno

Condutor
. 7 . . . . ~ _)
* Nos exemplos tratados acima nos consideramos apenas distribuicées de cargas que eram de alguma E, =0 perfeito
forma limitadas em uma ou mais dimensdes, de forma que o0 o campo vai a zero no infinito. l
* Nas préximas aulas vamos explorar problemas nos quais introduzimos condic¢oes de contorno nao-
triviais, que vinculam os campos sobre alguma superficie.

* Existem dois tipos de condicdes de contorno (C.C.) para um campo escalar numa dada superficie:

C.C.de Dirichlet: especificar ¢

C.C.Neumann: especificar <VL¢)
S

* Arazao pela qual necessitamos dessas C.C. remontam a nossa demonstracao do Teorema de
Helmholtz, e estao encapsuladas no fato de que, dada a Equacao de Poisson:

Vng(?) — _ p(?) ’ ¢
€0

I
-

as solucdes ¢ desta equacao sao degeneradas — ou seja, podemos sempre adicionar a elas uma
solucao da equacao homogénea (a Equacao de Laplace):
p

p—>¢p =¢p+¢, , com Vi (X)=0 , que V=V =-——
€0
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Condicoes de contorno e fungoes
harmonicas

* As solucbes homogéneas da Eq. de Poisson (ou seja, solucdes da Eq. de
Laplace) nao sao unicas. De fato, podemos construir um espaco funcional *
dessas funcdes, chamadas fung¢ées harménicas.

« Aqui um exemplo de solucao com simetria planar, além de outras em R3:

ax . ia ax
e y

ee ' — e senay

¢, — e

* Existe um numero infinito de solu¢des como essal

ad W N F o = N w S

* Qualquer combinacao de funcdes harmonicas pode ser adicionada ao
potencial, e elas tém o papel de“ajustar” as C.C.

* Se tudo isso parece muito complicado, nao se preocupe: nés vamos
prestar a devida atencao e toma cuidado com as C.C. de modo natural e
intuitivo, sem que vocé precise calcular explicitamente essas funcoes
harmonicas!

y
IS w N - o - N w IS
E O N ~ o = N w b

ELECTROMAGNETISMO I / IFUSP / AULA 1 21



Proxima aula:

- Equacdes de Laplace e de Poisson
- Separacao de variaveis

* Problemas em coordenadas Cartesianas

 Leitura:
Griffiths, Cap.2e 3

Jackson, Cap.1e2
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