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Aula 04 — Mecanica estatistica classica

1. Estimativa dos do calor especifico molar a volume constante em
gases mono e poliatomicos e nos sdlidos cristalinos com uso do
“principio” da equiparticao da energia de Maxwell.

2. A mecanica estatistica de Boltzmann: a descricao de qualquer
sistema de muitas particulas em equilibrio termodinamico.

i. Hipotese basicas da mecanica estatistica de Boltzmann.
ii. Conceito matematico de distribuicoes.

lii. Consequéncia das hipoteses basicas: a distribuicao do espaco
de fase dos constituintes da matéria (grandezas fisicas
continuas) no equilibrio termodinamico na teoria de
Boltzmann — a independéncia das distribuicoes espacial e de
velocidades e o determinismo na estatistica classica.

iv. A distribuicao normalizada de velocidades (Gaussiana) no
equilibrio termodinamico a partir do teorema de Boltzmann — o
significado da area sob a curva, conceito e calculo de velocidade mais
provavel e da velocidade média.
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A energia interna nos modelos
mecanicos dos constituintes e da
mateéria no estado gasoso

A soma da energia de N moléculas = energia interna
(termodinamica):
o Monoatdomicas (energia cinética de translagdo no espaco
tridimensional):

N N N N
U=>s :Z%mviz = N{%Z%m\/f}: N{%Z%m(vxiz +V,; 4V, ) p=N<e>
=1 i=1 i=1 =1

o Diatémicas (energia cinética de translagdo do cm +
rotacao em torno de dois eixos + oscilagcdo em uma dire¢cao):

N N ’
U=>¢ =Zlmvi2 +[E I W + 2 IX'W§']+{EILI[d£]2 +1CAZ'2}= N<e>
4 e 272 2 dt " 2
« m é a massa do constituinte (dtomo ou molécula), v, é a
velocidade do atomo e do centro de massa no caso de
molécula, | - € o momento de inércia em relagdo ao eixo x’, p

e a massa reduzida da molécula. o
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A EQUIPARTICAO DA ENERGIA

Demonstrado na teoria estatistica de Maxwell-Boltzmann, depois de ter
sido considerado um principio

Cada grau de liberdade, entendido como uma coordenada de
posicdo (x,y,z,0,0)ou sua derivada (,7,20,0), que apareca
QUADRATICAMENTE na expressao da energia de uma molecula
de um sistema de N particulas, contribui para a energia media

: _ 1
do sistema com a mesma quantidade > kT.
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VALORES NUMERAICOS DE CONSTANTES
RELEVANTES - ordens de grandeza sao
essenciais!

« constante k de Boltzmann:

« k=R/N_=1,381 x10-23J/K=8,617x10°eV/K

« Constante R dos gases perfeitos:

« R=8,315J/mol.K=1,987cal/mol.K

- Constante de Avogadro N_:

* N_=6,023x10%3 part/mol
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- AS energias medias aos constituintes (segunao a
eqiiiparticao de energia) e os calores especificos
molares a volume constante (c,) — Fisica também
é continha!

«  Gases monoatomicos (irés graus de liberdade de translagao):.
<g>=3kT/2 —» c, =3R/2

- Gases diatomicos s6 com rotacoes: (frés graus de liberdade de
translagcao e dois de rotagao): <e>=5kT/2 - c,, = 5R/2

- Gases diatomicos com rotagoes e vibragdo unidimensional na linha
entre atomos (trés graus de liberdade de translagdo, dois de rotagao
e dois de vibragao) : <e>=7kT/2 - c,, = 7R/2

« Gases poliatomicos (pode ter mais do que 7 graus de liberdade):
<e>>7kT/2 > ¢, > 7R/2

- Solidos (irés graus de liberdade da energia cinética de translagdo e

trés da energia potencial de vibragao): <e>=6kT/2 - c,, = 3R
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Valores experimentais do cy para gases

A Teoria Cinética da Matéria

Tabela 2.1 Capacidades calorificas molares

de alguns gases a 15°C e 1atm

Gas C.(cal/mol-grau) C./R
Ar 2,98 1,50
He 2,98 1,50
CO 4,94 2,49
H, 4,87 2,45
HCI 5,11 2,57
N, 4,93 2,49
NO 5,00 2,51
0, 5,04 2,54
Cl, 5,93 2,98
CO, 6,75 3,40
CS, 9,77 4,92
H,S 6,08 3,06
N,O 6,81 3,42
SO, 7,49 3,76

R=1,987 cal/mol-grau

Extraido de 1. R. Partington e W. G. Shilling, The specific Heats of Gases: Ernest Benn. Ltd. 1924

Sao.0s resultados experimentais que validam os modelos e teorias!
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Moléculas de H, - resultado experimental
Ops! Depende da temperatura! Nao previsto na teoria
classica(*)!

1 1 1 1 i) 1 i

25 50 100 250 500 1.000 2.500 5.000
T,K

(*) Teoria Classica = modelo cinético simples + mecanica estatistica classica

°
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Resultado experimental (tipico) de um sdlido
ops! depende da temperatura! Nao previsto na teoria classica(*)!

(*) Teoria Classica = modelo cinético simples + mecanica estatistica classica
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Ainda que nem tudo esteja perfeito...como seriam
as velocidades e as posicoes dos diferentes
constitvintes no interior da matéria gasosa, sdlida e
liquida?

Seria possivel obter alguma informagdo sobre isto?

Seria relevante obter tais informagoes?

'Y
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Ludwig Eduard Boltzmann
(1844 - 1906)- fisico austriaco

Um dos criadores da
Mecanica Estatistica
Classica

—
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http://pt.wikipedia.org/wiki/1844
http://pt.wikipedia.org/wiki/1906

O tumulo do Boltzmann

LVDWIG
BOLTZMANN
1844 - 1906
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Mecanica Estatistica: uma ideia
nova na comunidade cientifica...

"Nao evitei aqui as questoes filosoficas na firme esperanca que
uma corajosa parceria entre a Filosofia e as Ciéncias Naturais
rendera novos frutos a cada uma delas, e que so por meio
deste caminho é que chagaremos a uma verdadeira e
canseguente expressao de ideias. Quando Schiller, dlrlglndo-se
aos filosofos e cientistas de seu tempo disse: ...Que ha]a
animosidade entre vocés! Ainda é cedo para uma alianca”, nao
penso estar o contradizendo quando afirmo que acredito
realmente que a hora da alianca e chegada”

L. Boltzmann (1844-1906)

Artigo “Acerca da mecanica estatistica” publicado originalmente em Populare
Schriften, Leipzig, 1905.

Traducao de Silvio R. Dahmen do Instituto de Fisica da Universidade Federal
do Rio Grande do Sul.

Publicado na Secao Especial: Centenario da morte de Ludwig Boltzmann
833461)1906) da Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 28. n.3, p.25266,

Copia disponivel na pagina da disciplina e na pasta de Fisica V da
Xerox do IFUSP
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r Hipoteses da teoria: Mecanica Estatistica
Classica de Maxwell e Boltzmann

1. Um sistema de muitas (N) particulas (ou conjunto de
particulas) com energias mecanicas € tem uma distribuicao no
espaco das configuracoes(*) muito mais provavel do que as
demais no equilibrio termodinamico (T) (hipotese ergodica).
Essa distribuicao mais provavel define o estado de
equilibrio termodinamico.

2. Cada constituinte do sistema esta em um estado fisico
permitido pelas leis de Newton no espaco das
configuracoes, embora o0 numero de particulas impeca essa
determinacao.

3. A distribuicao traz informacoes sobre o sistema fisico de
muitas particulas (em movimentos deterministicos).

(*) Com todas as variaveis do Modelo mecanica do constituintes e da matéria,
no contexto da Fisica Classica
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Hipoteses da teoria; Mecanica

Estatistica Classica

4. Todos os estados fisicos (posicao, momento linear,
velocidade angular, etc, etac) de um constituinte,
permitidos na mecanica classica para aqueles
constituintes, sdo igualmente provaveis, ou seja, o fato
de haver um constituinte em um dado estado fisico néao
Inibe e nem facilita a existéncia de outro em estado
idéntico ou “infinitesimalmente” proximo.

5. A energia termodinamica U € a soma da energia dos
seus constituintes. (O espaco vazio nao tem energia).

6. A soma do numero de particulas nos diferentes
estados do espaco de configuracdes é igual ao numero
total de particulas do sistema.

°
Fisica V - Professora: Mazé Bechara



Hipoteses da teoria: Mecanica Estatistica
Classica (os experimentos validam)

- 5. A média da energia cinética de translacao dos
constituintes define a temperatura de qualquer
sistema de muitas particulas no equilibrio
termodinamico. No espaco tridimensional:

<E. >:§kT
2

« Esta hipotese determina uma constante matematicamente arbitraria na
teoria de Boltzmann.

- 6. A entropia do sistema neste configuracdo estavel é a
maxima possivel, como exige a termodinamica.

® Y
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A d.istribmi&éio de Boltzmann:
distribuicao das N particulas entre todos os
estados do espaco de fase

- Baseando-se em métodos (matemadticos) estatisticos do
cdlculo de probabilidades, Boltzmann maximizou a entropia
de um sistema de muitos N constituintes com energia total
constante igual a soma das energias de cada constituinte.

* Na Referéncia: Cap. I: “Teoria Cinética dos Gases” do livro Fisica
Atomica de Max Born (em portugues) ha uma deducao
simplificada que pode lhes ser util.
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A distribuicao normalizada (f,) das notas

22.4_
200,10
18+
1610,08
144
1210,06

10,04

10,02

T T Tl‘ T Gaeid IIIO—I T l)ll5l 1 T 12101 L 25
5=14,17 Nota s

Sems =14,9

o RO 0o
1
1

Ot

Questdo: Qual o numero de alunos desta turma?
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Conceito matematico de distribuicao
normalizada da altura dos brasileiros
(aproximada para grandeza continua)

f(h)

pd Lhean B

, Distinga funcao matematica de distribuicao matematica

Fisica V - Professora: Mazé Bechara



Distribuicdao de Boltzmann para energias
discretas — ponto de partida

Um sistema com N particulas em eqmllbrlo térmico na
temperatura T com energias quantizadas ¢; € dada pela relacao:

fe) = Aexp ()

A constante de normalizacao A é determinada a partir da relacao:
NIOES
i

Questao: Vocé conhece algum sistema que tenha energias
quantizadas no universo fisico macroscopico?

A distribuicao nas energias discretas f(g;) € a fracao de
particulas com esta energia, ou seja, dN(g; )/N (N é o numero
total de particulas). iy : :
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Distribuicdo de Boltzmann

Em palavras no caso de distribuicao de particulas: a funcao
distribuicao é a fracao de particulas na posicao 7 = (x, y,z) dentro
do volume dV = dxdydz e com velocidade v = (v,, vy,vz) dentro do
volume de velocidades dv = dv,dv,dv, por unidade de volume aVv

e de velocidade dv.

Observacao: As palavras valem para quaisquer coordenadas

geralizadas e suas derivadas (espaco de configuracoes).

Demonstracao do teorema: disciplina de mecanica
estatistica classica.

°
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Distribuicdo de Boltzmann

Atente as variaveis continuas da distribuicdo
geral e ao significado fisico dela

No caso particular de particulas sem estrutura, onde as

coordenadas cartesianas sao adotadas (espaco de fase):

( ) . 1 dN(X, }h Z, l?x, v}” UZ)
f XY, 2,Vx, Uy, Vz ) = N dxdydzdvxdvydvz

—e(5,3,2,9, vy, 7,)
=A
exp ( a )
J]f J]f f(x’ Y, Z, Uy, 'Uy, Uz)dJCddedvxdvydUz = 1
todas todas

posicoes velocidades

° °
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A teoria de Boltzmann ¢ estatistica. Mas o
movimento das particulas é deterministico.

« A fracdo de particulas que estd em uma posigcdo (x.y.z)
dentro de um volume dV=dxdydz com dada velocidade
(grandeza vetorial) dentro de um elemento de velocidade
dv.dv,dv, e idéntica a probabilidade de uma par’ncula do
sisfema c71e N idénticas estar em uma dada posicao (x,y,z)
dentro de um volume dV=dxdydz com dada velocidade
(Vi Vy.Vv,) dentro do elemento de volume (dv,dv,dv,).

- A distribuicdo de posicoes f(x,y,z) €& independente da
distribuicao das velocidades f(v, v, v;), ou a probabilidade de
uma particula estar em dada posicao (dentro de um volume
dV) independe da probabilidade dela ter determinada
velocidade dentro de um volume dv,dv,dyv,

Observacao e cuidado sobre o “futuro”: estes fatos nao
ocorrem na dominio da mecdnica quanhca Aguarde!
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Distribuicao de Boltzmann
para coordenadas generalizadas continuas
(variaveis da dinamica)

Um sistema com N constituintes em equilibrio térmico na
temperatura T tem todos os estados classicos (definidos pelas
coordenadas generalizadas de posicao e suas derivadas, ou espaco de
configuracoes) igualmente provaveis.

Entao, mostra-se que se a energia de uma particula é dada em
coordenadas cartesianas , a distribuicao normalizada de posicao e
de velocidade é dada por:

1 dN(q;,q;) —&(q;, fi‘i))

., q;) = — —=A-

A é a constante de normalizacdo, ou seja, a que da sentido
estatistico para a distribuicao:

JIJIJ) £ (0, )daydd, =1

Errata: Onde se 1é coordenadas cartesianas nesta pagina, leia-se
° . °
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Diferenca conceitual na distribuigao
de energias discretas e continuas

- A distribuicdo para energia discreta ¢; € exatamente
a fracdo de particulas com.

« Sendo as energias discretas nao cabe falar em
“intervalo infinitesimal de valores de energia’,
portanto também ndo tem sentido que a distribuicdo
seja “a fracdo de particulas por intervalo infinitesimal
de energia d&”.

 No caso das distribuicoes de grandezas continuas so
faz tem sentido falar em fracdo de particulas com
certo valor da grandeza dentro de um intervalo
infinitesimal, por intervalo infinitesimal da grandeza.
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ma representacao do espacgo das
velocidades (variavel continua)
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Integrais uteis

E divertido e instrutivo mostrar I, e I, e a partir dessas duas
integrais determinar todas as demais, ja que:

(00)

dl 2
I, =——— ,sendo: I, = j x™e M dx
dA
0
n I, n I,
o | I [T 5 | L
2N A 2\?
| 1 3 [
2A 4 8VA°
» |1
NE

°
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A distribuicao (gaussiana) normalizada das
velocidades para qualquer sistema
(deducdo e discussdo em aula)

2
1 myg 1 my 1 my

f(V) = (v,,V,,v,) = A%e 2 A%e 2T A%e 21 — f(v ) f (v, ) f(v,)

([T £ v,) £ (v,) (v, )dv,dv, dv, =1

todosy

—  m(vy +v§+v )
f (7) = dN(v,,v,.v,) [ m 3% / S / s _( ) ar
Ndv,dv, dv, 27kT 27KT

A distribuicao de velocidades e a mesma para todos os sistemas
e independe das outras variaveis da energia dos constituintes,
em particular das variaveis espaciais e da existéncia de forcas
externas. Cuidado: isto nao ocorre na Fisica Quantica — aguarde!!
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A distribuicao normal ou gaussiana

s

0.4+ x2
¥ = Tl e 20

0.3- aret

0.2-

0.1-

AT B 20 -1a 0 +og +20 430 t4o —>» X
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Conceitos relevantes na mecanica
estatistica

- Valor mais provavel da grandeza de uma distribuicao -
significado fisico: o maior numero dos N constituintes do
sistema tem estes valores (um ou mais valores em nimero
finito) da grandeza fisica, (dentro de um intervalo
infinitesimal dela no caso de grandeza continua). A
distribuicao do sistema tem, portanto, valores maximos
naqueles valores da grandeza fisica.

- Valor menos provavel da grandeza de uma_distribuicao —
significado fisico: o0 menor numero dos N constituintes do
sistema tem estes valores (um ou mais em nimero finito) da
grandeza fisica, (dentro de um intervalo infinitesimal da
grandeza, no caso de grandeza continua). A distribuicao do
sistema nos valores menos provaveis da grandeza fem os
seus valores minimos.

« Obs. Nem sempre os sistemas tém valores menos
« provaveis. .
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Definicoes relevantes na mecanica
estatistica

« Valor médio: a média da grandeza considerados todos os
elementos do sistema.

Ex: (%) = [[f, f@)vdv

« Observacoes:

1. Se a grandeza é vetorial, valores médio sao vetoriais; se a
grandeza é escalar os valores sao escalares. As
distribuicoes sao sempre escalares.

2. Se a grandeza é discreta substitui-se no calculo da média,
a integral por somatoria.

Aqui  “elementos” do sistema significa 0 mesmo que
“copstituintes” do sistema.

°
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Resultados relevantes a partir da
distribuicao normalizada das velocidades
(discussao em aula)

« A velocidade mais provavel
V., =0

A velocidade menos provavel:

ndao ha
» A velocidade média:

<V>= [[[ (vi+v,j+v k)[7]3’2e T 2kTe 2dev dv,dv, =0

todasa¥
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Uma representacio da distribuicao de
velocidades de um sistema de muitas
particulas

Velocity distribution of the molecules in a sample of gas.

'Y
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