Topico 1 - Vetores e Tensores (revisao algebra)
2018

o FUNDAMENTOS DE MECANICA DO
CONTINUO APLICADA A SOLIDOS

) DEPARTAMENTO DE
" i m '
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i INTRODUCAO s

A mecanica do continuo se preocupa com 0 comportamento mecanico dos
solidos e fluidos em uma escala macroscopica, ignorando a natureza
discreta dos materiais em sua escala microscopica, tratando assim o0s
materias como uniformemente distribuidos no espaco.

E possivel definir quantidades; como) densidade;  deslocamentos,
velocidades, etc. como funcoes continuas, ou pelo menos continuas por
partes.

A mecanica do continuo aplicada a solidos lida com a interacao entre
forcas e alteracoes de forma , portanto as variaveis de interesse para a
mecanica do continuo sao variaveis ligadas a forcas (usualmente forcas por
unidade de area ou volume) com variaveis ligadasia
cinematica dos pontos como deslocamento, velocidade
e aceleracao.

August 19



“——’—\
INTRODUCAO X

4
g

A mecanica do continuo, tem como enfase o estudo dos corpos
deformaveis (a mecanica do corpo rigido, nao se deforma, é um caso
idealizado) , sendo que para esse caso, o deslocamento relativo das
particulas do corpo introduz importantes variaveis cinematicas como
as derivadas do deslocamento, velocidade, etc.

As equacoes da mecanica do continuo sao de dois tipos. Uma que se
aplica a todos os corpos (solidos e fluidos), e sao escritas baseadas nas
leis da fisica como leis de conservacao de massa e energia. O outro tipo
de equacoes sao as que descrevem o comportamento mecanico de um
material em particular (leis constitutivas).
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" NOTACAO VETORIAL E
7 TENSORIAL <

Utilizada no equacionamento de:
- tensao
- deformacao
- equacoes constitutivas

Necessario o conhecimento basico

Preferivel sobre a notacao expandida:
- compacta
- enfoque nos principios fisico e nao na equacao

Somente o necessario ao estudo da mecanica do continuo
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SISTEMA DE
COORDENADAS <

Sistema de coordenadas cartesiano 3D

( 2

3

(regra da mao direita)

o] =le,|=le,| =1
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"> ALGEBRA VETORIAL <

Serao considerados vetores no espaco Euclidiano tri dimensional
vetor = magnitude e direcao

escalar — magnitude

Posicao de um ponto P =
coordenadas v,, v, e v,

V=0P=V,+V,+V,

V=vetve, +ve,

V= (v, vy, V3)
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ALGEBRA VETORIAL ¥4

Considere agora uma base ortonormal
(vetores unitarios ortogonais), e, e, e e..

Pela regra do paralelogramo, pode-se

escrever um vetor qualquer a como: ERECys XN NS NN
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Igualdade de vetores
V=U se:

Vi = Uy, Vo = Uy, V3 = Us
ou
vi=cu,i=1,2,3
ou, simplesmente

V; = U;
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Adicao de vetores
W=U+V=(u +v)e +(u, +v)e, + (u; +vy)e,

(W Wy, wy ) = (U, v, u, +v,, u, +v,)

Wi=ui+vi
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Multiplicacao de vetores por escalar

U=aV=(@v)e, +(@v)e,+ (@vye,

(U, u,, u;) =(av,av,av,)
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O resultado ¢ um escalar

a=U-*V=|U||V|cos0

|U| — é modulo do vetor U = |U|: ul-u1+u2-u2+u3-u3

cos 0 = é o angulo entre os vetores U e V

- O produto escalar de vetores perpendiculares é nulo; se o produto de dois
vetores € nulo eles sao perpendiculares entre si;

- O modulo ao quadrado de um vetor é dado pelo produto, escalar dele por
ele mesmo;

- A projecao de um vetor na direcao de outro é dada pelo produto escalar
entre o vetor e o vetor unitario (versor) na direcao do outro.
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e, *e,=(1)(1) cos 90° =0

e,*e, =(1)(1)cos0°=1
VeV=(V)(V)cos0°=V>

UeV =(ue, +u,e, +ue)e(ve, +ve,+ve,)
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O resultado é um vetor
- modulo de W e:
IW| = |U| |V| sen 0

(area do paralelogramo formado pelos vetores)

- direcao de W é normal ao plano formado pelos dois vetores
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Tem significado:

Relacoes validas:

a) (U V)W£U(Ve+W) em geral

b) U« (VxW) =V ¢ (WxU) = W ¢ (UxV) = volume do paralelepipedo

produto escalar triplo [U, V, W]
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Relacoes validas (continuacao):

JUx(VxW)=(U*W)V—-(U-+V)W
UxV)xW=(U-*W)V - (VW)U
produto vetorial triplo

dUx(VxW)#UxV)xW
nao vale a lei da associacao
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ALGEBRA VETORIAL

"
-

Calculo de area
Area de um triangulo formado por pelos vetores a e b

oL
2

0 = cos_l(a.b/|a||b|)

Calculo de angulos
Angulo formado por pelos vetores a e b

Calculo de versor normal a uma superficie
Normal a superficie formada por pelos vetores a e b

Calculo de volume
Normal a superficie formada por pelos vetores a e b
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o CAMPOS ESCALARES E

VETORIAIS <

Campo Escalar

temperatura = T = f (x,, X,, X,)

I'=Xe +Xx,e,+x,e,

Campo Vetorial

velocidade = V(x,, x,, X,)

V=v, (X, %,%) e +Vv, (X, %, %) e, + v X, X, %] €

August 19



‘——’_\
CAMPOS ESCALARES E

VETORIAIS <
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Gradiente de um campo escalar = e um vetor

G=gradg=Vg

Operador V
d d d

W = (g e s ()
x,  ox, 0X,

Voo 00, 00 (a¢ 0 99

W B T 3
dx,  0ox, 0X, dx, 0X, OX,
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VETORIAIS
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Divergente de um vetor = € um escalar

V.ov=divv=1,%%,.%%

X, Oox, O0x,

V.V£V.V

Rotacional de um vetor = é um vetor

€& €& &
VXV =rotV = i i i
dx, Ox, OX,
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- CAMPOS ESCALARES E
- VETORIAIS

Se as derivadas parciais de f, eV existirem

2 2 2
Gvg 00,060,090

= V2¢ Laplaciano de
ox;  Ox, Ox; 4 ¢

Vgw)=Vy+yVé
V-(V)=gV-V+V.-V¢
rotgradg =V x (V@) =0

divrotV=V-(VxV)=0
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. NOTACAO INDICIAL

V=(vy, Vv, V;) Svie Ve, +ve =,

X;=0=x=x,=x,=0= X=0

f(X) = f(x;5 X, X3) = f(x;) = f(x;)

Convencao de soma

3
a=U-V=uwy, +u,v, +u,v, = Zuivi =U.v, =U,V,

i=1
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NOTACAO INDICIAL

Convencao de soma
W=U+V=(w,w,,w;) =(u,+v,u, +v,,u;+v;) = w, =u, +v,
a,;X; =b, ay X, +ap;X, + a;3X; = b,

lal{x} ={b} = ol = 1y B0 (0l il oy 25 ok R0k FF k0 i

az;X; = by  ayX +0a3X, +a3;x; =b,

i é indice livre (free)
j € indice de repeticao (dummy)
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Notacao

Componentes Indicial

(VisV2,V3)
U+V | (u,+v,u, +v,,u,+v,)

August 19



“”—\
NOTACAO INDICIAL

il
-

Notacao de Diferenciacao

Divergente de um vetor

=Vi1 TV, TV33 =V

+ -2
x, OX,

2 2 2
99,00 v
dx; 0x; O0x;
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ALGEBRA MATRICIAL
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Com i=1,2,....,m e j=1,2,....n
OBS: matriz quadrada se m=n
Matriz diagonal A,=0, i#j

A matriz A (quadrada) e simétrica se A=A e antissimetrica se A,=-A;
Em notacao matricial A=AT (simétrica) e A=-AT (antissimétrica).

OBS: Normalmente na mecanica do continuo, as matrizes possuem dimensao 3 x 3
e serdo representadas por letras maiusculas em negrito, por outro lado, os vetores
possuem dimensao 3 x 1 e serao representados com letras minusculas em negrito.

Traco de uma matriz quadrada:
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Matriz transposta AT
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ALGEBRA MATRICIAL
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Igualdade

Soma
C=A+B = C; =a,.j+b,.j

Multiplicacao

- por escalar

G = A11b1 + Aubl +L + Ainbn

¢, = A21b1 + A22b1 +L + A2an
v I

August 19 c,=A,b+A,b+ L + Ab B

- por vetor
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ALGEBRA MATRICIAL
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Multiplicacao

- por outra matriz So e possivel se n=p

A B C

m g pxq mx q

A multiplicacao de matrizes tem a propriedade
distributiva e associativa, mas nao comutativa:
A(B+C)=AB +AC

A(BC) = (AB)C

AB #ZBA
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A matriz identidade e denotada por I=6; .
6,.1. é conhecido como delta de Kronecker
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ALGEBRA MATRICIAL
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Delta de Kronecker (J,)
Operador de substituicao

0;V;= 0,V +0,V, + 0V, =V,

0.0,=0,=0,1t0,+0,=3

ijt i ii

6A . Aii = All i A22 o A33

i
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ALGEBRA MATRICIAL
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=1

6213=6132=€321='1

€ 193~ € 331~ € 3p»

demais € , = 0
ik Por exemplo: € ,,=€ ,,,=0
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ALGEBRA MATRICIAL

Tensor Alternante (€ )

4
-

Produto Vetorial

Sy U;Vi€ = (.”11"3 - I‘*'f:‘";'.) € + (”3"'1 — )V ) e, + (_“1"'1 - '”z."'l) €,

1, |=UxV
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Associado a uma matriz quadrada, tem-se o determinante: det A

3
ZE ijkE rst Iqir Ajs Akt

t=1

3 3 3 3
No caso especial de uma matriz 3x3:EV-E EZZ
i £ 1

Ay A, Ay

i=1 j=1 k=1 r=1 s=

Ou considerando a convencao de soma

|A| = Ay Ap  Ap =€y Ak A, (convencdo de Eistein)

1
dEtA - = Eijkerst IqirAjsAkt

Ay Ay Ay

Mais genérico 6

C
Identidade €- & f
|

aei + bfg+ cdh - afh -bdi - ceg
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Ay Ay

det A = |A| = A, A = A A, —AA,

Defina-se M de A formado omitindo a i ésima linha e a j ésima coluna:

A, Ay Ay Ay
M, = — Ly 33 T 3/, M, = = {191 033 T L3/
fy Ay TR PRV e e

Defina-se a matriz de cofatores C,.J. :

det A=|A|= zn:,q.jcij
j=i

det A = |A| = A, (A AL — ARAY) + AL (ARA, — A AL) + A (AL A, — Ay Ay,)

det A = det AT det AB=det A. det B
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fg ALGEBRA MATRICIAL

Matriz inversade A : Al

-1 _
Para que A possua inversa det A #0

Matriz sem inversa é dita singular

Para um matriz diagonal:
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ALGEBRA MATRICIAL
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Uma matriz quadrada e dita ortogonal se A'=A’

Portanto: AA™=1 , ATA=1 e det A=%1

O caso que det A=1 € o caso mais importante para a
mecanica da continuo.

Tem-se também que se A e B sao matrizes ortogonais, 0
produto entre A e B também sera uma matriz ortogonal
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@5 ALGEBRA MATRICIAL

Valores e vetores proprios de A

A X C

nxn nxl 1x1

Existem n vetores x que correspondem 1 escalares A
que satisfazem a equacao:

Este podem ser determinados resolvendo: ( A — AI) X = ()

As solucoes nao triviais para x quando:

det(A—/II)‘zo
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ALGEBRA MATRICIAL
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Resulta em uma equacao de ordem n

det|| A—AI)|=0
com n solucoes

Paran =2

1 Ve

A =§(Al1+A22) _%{(1411+A22)2_4(1411A22_1412A21)}

A=tiar a2 (A A -4 an, -4, I

——
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fg ALGEBRA MATRICIAL

Os n vetores proprios (i=1, n):
A-A A LA
A21 Azz - ﬂ‘l L AZn
M M O M
Anl An2 L Ann - /11
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ALGEBRA MATRICIAL
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Suponha que A € uma matriz real simetrica

Suponha que )\‘ e x!¥) sejam imaginarios com conjugados /. e

Entao:
~ —(1)TA — Zl‘,—((l)T .
Fazendo a transposta da equacaGiicts siderando o seu
njugado complexo, chega-se: . ' DT A — 2 DT (1)
MHOBlcando & primeira equacio por x0T PSSRt aups
e a segunda por x e subtraindo uma da xDTAxD = 4 x0T x
outra, tem-se: 0 :( 21 _ Z) X OT 5O

Como xY vem de uma solucao nao
trivial, tem-se BIEYOEAI] e

os valores proprios de uma
matriz real simétrica sao valores reais.
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Considerando, o mesmo caso anterior, porem utilizando o
segundo vetor proprio : PRy IWOESYRROSNE

xOT Ax(®) = le(l)TX(Z)

Subtraindo as equacdes: [[ZYPauEp:

Como os valores proprios, A, e A, sao distintos, tem-se:
POABNOISN)]  Os vetores proprios sao ortogonais

Seguindo 0 mesmo raciocinio anterior:
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Suponha que A é uma matriz real simétrica (n x n)
Suponha os n valores proprios de A: A.

Suponha os n vetores proprios de A normalizado:
' tal que RN

Considerando um vetor arbitrario b, entao: Ab = Zl ( (l)-b)W
i=1

(i)

Seja /A a matriz diagonal
cujos componentes sao
os valores proprios:

Seja ) a matriz contendo
0s vetores proprios:
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ALGEBRA MATRICIAL
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o
Entdo: Q'Q=QQ" =I

Isto permite inverter a matriz A de forma simples o .
conhecendo os vetores e valores proprios: A =QA Q

Considerando: Entao:

I
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TRANSFORMACAO DE
. COORDENADAS

Um vetor e independe do sistema de coordenadas. Caso um
sistema de coordenadas seja introduzido, o vetor pode ser
representado por seus componentes para esse determinado
sistema de coordenadas, porém um mesmo vetor possui
diferentes componentes para sistemas de coordenadas
distintos.

a.zZa’.

1 1
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P TRANSFORMACAO DE

- COORDENADAS

Translacao sem rotacao do sistema de coordenadas

Na translacao os vetores
de base nao mudam,
portanto os componentes
do vetor a em relacao a O’
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COORDENADAS

n

Introduzindo um novo sistema retangular cartesiano com a
mesma origem em O, poréem rotacionado.

Um vetor v com componente em
relacao ao sistema nao
rotacionado e um vetor v’ em
relacao ao sistema rotacionado,
portanto:

— — ) )
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- TRANSFORMACAO DE

- COORDENADAS

vetor V= (v, Vv, v;) =ve +ve, +tve,=v,

1

’
i

— b b b —_ b b b b > ) —
V=Ww,v,v,)=v.e +v,e,+v.e,=v

M, = cos (e’ e)

VI () A5R25 5) ISA0) OS] COSSENOS
darbaserecsemuela¢aorao
SIStEnIamasotdcionadore;
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TRANSFORMACAO DE

COORDENADAS

4
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a base (e’)) pode ser expressa em funcao da base (e,
e =(e-e)e, +(e -e,)e,+(e -e,)e,

1
4
=M, e, +M, e, +M e, =M e,

ou inversamente

4
também as componentes dos vetores na nova base podem ser
expressas em funcao das componentes do vetor na base antiga

/

ou inversamente
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- TRANSFORMACAO DE

- COORDENADAS

e{:::IVf..E

1 1

e-e =5 =M,e -M,e =M, M, S, =M, M, Ouseja

M:+M:+M: =1

; ) ) Como M;; sao os elementos da
M3 +M; +M;, =1

matriz quadrada M, a relacao
M +M;, + My =1 acima é equivalente a:

M, My, +M,My, + MM, =0 MMT = |
MM +M,M;, + M ;M5 =0
My My +M My, + MMy, =0
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TRANSFORMACAO DE

COORDENADAS

também o ponto P com coordenadas x; na base (e,) pode ser dado pelas

4
-

coordenadas x’; na base (e’))

portanto
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7@ TENSOR CARTESIANO

Produto Diadico ou tensorial

Ha certas grandezas fisicas, desconsiderando as grandezas escalares ou produtos
vetoriais, que necessitam a especificacao de dois vetores para a sua descricao. Por
exemplo, para descrever a forca agindo numa superficie é necessario conhecer a
magnitude e direcao da forca assim como a orientacao da superficie.

O produto diadico de dois vetores a e b é descrito como:

Propriedades do produto diadico:

(xa)®b=a®(ab)=a(a®b) (a@b)-c = a(b-c) =b.c,a.e,
a®(b+c)=a®b+a®c

(b+c)®a:b®a+c®a
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Produto Diadico (continuacao)

Exemplo: resultado C; do produto diadico dos vetores A, e B,

a transformacao é semelhante aquela para vetores

Nem todo produto diadico pode ser obtido da combinacao
de vetores, mas a transformacao de coordenadas pode ser
aplicada a todos os produtos didadicos
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Produto Diadico (continuacao)

Exemplo: gradiente G; de um vetor

du, = %dxl +%
0x

dx, + duy dx,

1 axz

du, :%dx1+aidx2 +%dx3

0x, 0x, X,

du, :%dxl+%dx2 +%dx3

ox,

August 19
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TENSOR CARTESIANO
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O termo TENSOR vem da associacao com a tensao num

ponto

O tensor o representa as projecoes de um vetor de tracao t
num ponto P, num sistema de coordenadas cartesiano
alinhado com o versor normal a superficie 1 que passa no
ponto P. Assim é possivel representar o estado de tensoes
no ponto P independente na direcao da superficie (ou do
versor normal n)
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TENSOR CARTESIANO
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g

Existem tensores de qualquer ordem e a regra de
transformacao de coordenadas é similar

Esses tensores sao denominados Tensores Cartesianos devido a
restricao da regra de transformacao de coordenadas para os
sistemas cartesianos

Um tensor ¢ uma combinacao linear de produtos diadicos.
Por exemplo, um tensor de segunda ordem, pode ser
obtido por:
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Um tensor existe independente do sistema de
coordenadas adotado, porém seus componentes
somente podem ser especificados apos a adocao de
um sistema de referencia, e os valores de seus
componentes dependem da escolha desse sistema.
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Tensor de ordem zero = temperatura = 1 escalar, nao é afetado por
transformacoes de coordenadas

Tensor de primeira ordem = 3 componentes v, no sistema x., vale a

~ [ ,
. /
transformagao para o sistema x ; V M

Tensor de segunda ordem = 9 componentes a; no sistema x;, vale a

Tensor de terceira ordem = 27 componentes a,, no sistema x, vale a

transformacao para o sistema x’.

ijk
transformagao para o sistema x’ i

August 19
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TENSOR CARTESIANO
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Um vetor e determinado)pelas, 3icomponentes,v: no sistema x:

Se as 3 componentes v; nojsistemarx: sao conhecidas; determina-se as
componentes v’; no sistema x’; pelatranstorimacao v =iV v

A transformacao é valida para um vetor e é aplicavel a qualquer
grandeza fisica:
- Velocidade;

- Forca

- Vetor posicao 00

- Gradiente de um campo) escalar
X;

August 19




ng TENSOR CARTESIANO

No campo escalar definido no sistema de coordenadas 0

d9
(G =gradg =V

gradiente do campo escalar é dado por G =—"

ox,

e vale a transformacao
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Igualdade

Salis G = A11b1 + A12b1 +L + Alnbn

c,=A,b +A,b + L + A,b,
Multiplicacao M
C, = A11b1 + A12b1 +L + Ambn

- por escalar
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Igualdade

C23 A21+B21 A22 +B22

C13 % 1411+B11 A2+BIZ
C33 A31 + B31 A32 + B32
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Multiplicacao
- por escalar

A menos que A A31 A32 3 A31b1 + A32b2 A33b3

3

A, A, 3 1 Ab +A,b, 4 Asb,
Ab ibA A, A, ;| by = Ayb +Ayb, 4 A,

seja simétrico
A=A"
ou A Ay A bA,;+b,A, +bA;,
Aij:AJ'i [Cl G, C3] = [ b b, ba] A, A, Ay % b A, +b,A, +b3}3
Ay Ay Ay b Ay +b,A;, + b4, l
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’@5 TENSOR CARTESIANO

Multiplicacao

- por tensor

Cll C12 C13 1411 A12 3 Bll B12 B13
C21 C22 C23 A21 A22 23 BZl B22 B23 =

C31 C32 C33 A31 ASZ 3 BBI BBZ BS3
1411B11 +A12821 +A13331 1411312 +"412322 +1413832 1411813 +1412823 +1413333
= A21B11 + AQZB21 + A23B31 A21B12 + A22B22 + A23B32 A21B12 + A22B22 + A23B32
A31B11 +A32B21 +A33B31 A31B12 +A32B22 +AS3B32 A31B13 +A32B23 +A33B33

A.B # B.A IWED taniz pdypeidcicls .Iﬂ’
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a=adae, B=DBe Qe
Multiplicacao ! !

ai R Mipap Bij - MiersBrs

Ci =aB, C=C,e Qe Qe

ijk

Cy =M M M.C —MMMaB_.B;k

ks ~ prs ks p~—rs

O tensor C é chamado de produto externo

do vetor a e do tensor B e é escrito como:

De maneira similar um tensor de quarta D=A®B
ordem D pode ser obtido pelo mesmo processo
. . P D ijkl A B ki
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Ay Ay, Ay Ay Ay Ay
A= A21 A22 A23 AT: Alz Azz Azs

/¥1 ‘/%2 /%3 f%g /53 ;%3

(AB| =A"B’

Numa matriz simetrica A,.j=Aﬁ

A=A

Tensor transposto
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Traco

tr(A)=A, = A, + A, +A;

{e,e, el tr(A) = e, xAxe, +e,xAxe, +te,xAXe,

Traco de A, tr(A) é um invariante do tensor'A
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i
o

Invariantes do Tensor

Invariantes de um tensor sao funcoes dos componentes de um tensor
que se mantem constantes independente do sistema de coordenadas

(e€;.e,) IR e, e, e}

Exemplos de Invariantes:

" Os 3 valores proprios

" O Determinante

* O Traco

Os Produtos Interno e Externo

August 19
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Contracao

Produto Interno

A : B = AlBll T A2B12 T ‘AI3B13 T A21B21 T A22B22 T A23B23 T A31B31 u A32B32 T A33B33

é um escalar
A:B=B:A e tambeém

Produto Externo

AXB ;AllBll -AQlBlZ -ASIBIB -}412B21 -}422822 -}432B23 -AI3B31 -}423B32 -A?;BBBB

A:I=tr(A)

I é 0 Tensor Identidade

é um escalar

August 19
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Contracao

Ay :Mip(quMkr)a
=M. O a

pqr

Ip —qr — pqr

— Mipaprr Ay = Ajyy T0;5) T0Aj33

1

Transformacao para tensor de 1° ordem = a,, = é de 1° ordem
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il
¢

Multiplicacao de Tensores - algumas operacoes em diferentes notacoes

Considere o tensor de segunda ordem B e o vetor a,
a operacao de contracao

Notacao Diadica Notagao indicial Notacao Matricial
(@)-a'b

A=a®b A, =ab A=ab"

1
b=A-a b=Aa

_ T
h=a A b =

(a)=a" Ab
C=A4B

ik C=A4 B!
D ij = Aka Aan-gf D — AB C

=]

S| O
NNl
a
| =
A

T

N
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-

Simetria e anti-simetria

Se um tensor e simétrico ou anti-simetrico somente em um par de indices,
ele é dito simeétrico ou anti-simétrico neste par de indices

Se um tensor é simétrico ou anti-simeétrico em um par de indices em um
sistema de coordenadas, entao ele é simétrico ou anti-simétrico em todos

os sistemas de coordenadas

Se a;, = a,; (x;) entao @’ = a’, (x7)
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Decomposicao de um tensor em um tensor simeétrico e outro tensor
anti-simétrico

Tensor simeétrico
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Tensor Ordem Observacao

u, +v, 1 adicao

cd 0 multiplicacao

C U, 1 multiplicacdo

u; v, 2 multiplicacao

U; Ay 3 multiplicagao

U; v; 0 produto escalar

€k U Vi 1 produto vetorial

U u, 0 (mddulo)?

a.=a;+a,+as; 0 primeiro nvariante de a;

U, d, 1 contragao

U, ; 2 diferenciagao

U = Uyt uy,Tugg 0 divergente, - U .
| rotacional, xU

—-—
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O tensor identidade é dado por:

Em termos de uma outra base:

I=0M Me ®e =M Me ®e =5e Qe

ij i

O tensor I possui 0s mesmos componentes em qualquer sistema
de coordenadas. Esse tipo de tensor e chamado de tensor
isotropico.

Pode ser demonstrado que somente tensores isotropicos de
ordem 2 da forma plI, onde p é um escalar. Esse tipo de te
sao chamados tambeém de tensores esféricos.

O tensor alternante € ;, também € um tensor
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> TENSOR ISOTROPICO

Um tensor é isotropico se seus componentes possuem o mesmo valor em
todos os sistemas de coordenadas

Exemplos

- Escalar

- Tensor 61'1' 51; — Miers 5rs — é‘ij

- Tensor €, 'o= =
ey =M, M M, e =l€,=€,

- Tensor genérico (UM 5 Oy + 0,0 i T 751-15 jk

Oltensor alternante’ s, tamb e EmN NSNS
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4
-

Dado 9 valores a; no sistema de coordenadas x; e dado o tensor b,
se aijbij Y ¢ um escalar

entao [ ¢éum tensor

Se

a; u;, = v, é um vetor para qualquer vetor u.

a, b, =c; é um tensor para qualquer tensor b,
a, (Uv,..w, =c e um escalar para qualquer numero de

entao a; e a, , sao tensores
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P INTEGRAL SUPERFiCIE-\{OLUME
2 (TEOREMA DA DIVERGENCIA)

O integral de superficie da componente normal de um vetor a, tomada
sobre uma superficie fechada S é igual a integral do divergente de q,
sobre o volume V interno a superficie

onde n, é o versor normal a
superficie S voltado para fora

O mesmo é valido para integral de superficie da componente normal
de um tensor de ordem 2 A,
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EXERCICIO 1

Se:

y1=a11 x1 + a12x2 +a13 x3
y2 = a21 x1 + a22x2 +a23 x3
y3 =a31 x1 + a32x2 +a33 x3

Qual o indice livre?
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Se: Se:

Quantos termos tem o somatorio?

Se:

y=al x,+ax2+a,x,+*...+ a, x, Encontre A x J (delta de Kronecker)

Notacao de soma?

Notacao de Einstein?
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. ==
17 78 EXERCICIO 3

Se e é 0 vetor unitario: Se e ¢ 0 vetor unitario:

Encontre o produto escalar ei.ej Encontre o produto vetorial ei x ej

August 19
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@3 EXERCICIO 4

Se A, B e C sao tensores e seja T uma transformacao linear, tal que

T(aA)= aT(A)
T(A+B)=T(A)+T(B)

Se T(A)=A+B e T(B)=A-B e C=A/2+B

Entao, calcule T(C)
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Encontre o tensor rotacao de angulo 6 no plano XY

[M]=[T][e]
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Considere a matriz A e os autovalores A.

Encontre os auto vetores vi

August 19
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EXERCICIO 7

i
#

Se T é um tensor simétrico, tal que
. =1 e S=(T+T%)/2

1

Se T é um tensor anti-simétrico, tal que
=1 e A=(T-TY)/2

Mostre que qualquer tensor pode ser decomposto em uma soma de
um tensor simétrico e seu correspondente anti-simetrico.

T=S+A

August 19
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