Algoritmos para Processamento de Audio, Imagem e Video
Notas de aula sobre processamento de sinais aleatérios

Estas notas de aula correspondem a uma parte da matéria do curso que nao estd no livro “Discrete
Fourier Analysis and Wavelets: Applications to Signal and Image Processing” de S. Allen Broughton
e Kurt M. Bryan, e estao baseadas nos capitulos 26 a 31 do livro Signal processing: a mathematical
approach de Charles Byrne. O autor tem uma versao pre-print deste livro em seu site, no endereco
http://faculty.uml.edu/cbyrne/master.pdf.

Preambulo e Adverténcia: Aleatoriedade e Ruido
Ruido pode significar...

e ... algo que atrapalha a comunicacao
e ... sons de maquinas, trovoes, acidentes
e ... uma sonoridade complexa, sem alturas musicais definidas
e ... entre muitas outras coisas.
Aleatoriedade pode significar...
e ... que nao compreendemos bem um processo (a ponto de prever seu resultado)
e ... que nao conhecemos todas as variaveis relevantes do problema

e ... que um modelo completo de predigao nao é observavel ou nao seria computacionalmente
tratavel

e ... entre muitas outras coisas.

1 Predicao e interpolacao

inferindo informacgao futura ou informacao ausente
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1.1 Modelos polinomiais

Predicao através de interpolacao: construindo um modelo do sinal

f(t) = apt”

Ajuste de modelos: estimando os coeficientes do polinomio
Método “dificil”: usar a base canodnica (dos polinoémios)

m—1
fO) =3 ath, t=1,....m
k=0

e resolver o sistema linear
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Ajuste de modelos: Método de Lagrange
Método facil: método de Lagrange

f(t):ixk[/k(t) onde Li(t) = ]iff(k—])

Note que
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Para a predicdo, Z,+1 = f(m+1) = Z axry, com ar = Li(m + 1), ou ainda,
k=1

jn = Z QpTn—k
k=1
com ay, = Ly, (m + 1) (filtro LIT/FIR, depende apenas de m).

Exemplo de Aplicagao: Compactagao de dudio e ADPCM

Estimadores:

1 [fa=r]

2. &y —Tpo1 = Tp_1 — Tpg —> ’xn = 2w, — xn72‘

3. (in - xn—l) - (In—l - xn—2) = (In—l - xn—2) - (xn—Z - xn—3>

- ’i‘n = 3(L’n_1 - 3$n_2 + xn_g‘

4 (Zn — Tp-1) = (@n1 — Tp2) — (@1 — Tpo2) — (T2 — Tp3)) = (Tt — Tp2) — (T2 —
Tn-3) = ((Tn-2 — Tp-3) — (Tn-3 — Tp—4))

- ’:%n = 4xn—1 —6xp—2 + 41'”_3 - xn—4‘

ADPCM usa melhor estimador por bloco e guarda residuo da predicao.

2 Predicao e otimizacao
2.1 Modelos lineares
Predicao Linear: encontrando predigoes com erro minimo
Ideia: procurar estimadores do sinal
T=(..., T 1,%n, Tnt1,.-.)
da forma .
i'n = Z QpTp—k
k=1

e que minimizem o erro

|z — 2]
em um horizonte finiton = K, ..., L.
Ou seja, encontrar a = (ay, as, as, . .., an)’ € R™ que resolve
min ||b — Rall

conhecendo-se b = (T, i1, Tiyas - -, T) L €
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Solugao LPC (Linear Predictive Coding): método dos minimos quadra-
dos

min [|b — Ra|| = min f(a) = ||b — Ral|?, cuja solu¢do precisa satisfazer

Vf@a)=0+= —R'(b— Ra) =0<+=a=(R"R)"'R"b

{x € RL=E+L | 3 = Ra}

Predicao linear estocastica: a mesma coisa, s6 que diferente
O método de predicao linear pode ser interpretado em termos de informacao estatistica do sinal.
Na solugao a@ = (R"R)"'R"b a matriz R R possui entradas

T . .
R R Z Tr_itiTr—_j Ta:(] - Z)
que estdo associadas & auto-correlacdo de x com atraso j — i, enquanto o vetor R7b possui entradas

RTb Z L jr1l gy Tx(])

associadas a auto-correlagao de x com atraso j.
Os coeficientes LPC podem ser obtidos alternativamente considerando a equagao de filtro recursiva

y(n) = a(n) — 2 biy(n — 1)

cuja fungao de transferéncia H(z) = —5;—— satisfaz o

1 M
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O teorema de Wiener-Khinchin fornece um sistema linear do tipo

Teorema de Wiener-Kinchin:
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(caso particular das Equacoes de Wiener-Hopf)

Exemplo de Aplicagao: Estimacao de envoltoria espectral e morphing
Coeficientes LPC definem um filtro recursivo (computacionalmente eficiente) com resposta em

frequéncia proxima da do sinal original x:

h h
Usar este filtro em um segundo sinal y permite a impressao de caracteristicas espectrais de x em y.
No caso de audio estd impressao empresta caracteristicas timbristicas de um som ao outro, sendo
denominada morphing (em imagens esse termo se refere a outro tipo de processamento).
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3 Processos aleatorios

3.1 Definicoes basicas

Processos aleatoérios discretos: sequéncias de variaveis aleatorias
Considere a sequéncia (..., X o, X 1, Xo, X1, Xs,...) onde X,, é uma varidvel aleatéria real com

fungao de densidade de probabilidade f,,(z), de tal modo que Prob[X,, < z| = / : fn(z)dx

A esperanga de X, é definida como E(X,,) = / x fn(x)dx. Vamos supor deste ponto em diante que

E(X,) =0, Vn.
A funcao de auto-correlagao é definida como

re(m,n) = E(X,,X,),

e a varidncia de X,, é definida como Var(X,) = F(X?) — E(X,)? = E(X?) = r,(n,n).
O processo {X,,} é dito estaciondrio em sentido amplo quando valem as propriedades

1. E(X,) independe de n;
2. r,(m,n) s6 depende de |m — n| = Var(X,) independe de n;



Processos aleatorios discretos: matriz de autocorrelacao de processos
estacionarios

Se {X,,} ¢é estaciondrio em sentido amplo, denotamos por (k) = E(X,+£X,), e podemos construir
a matriz de auto-correlagao de ordem N x N com as entradas

Ry = 12(m —n) = E(X,,X,),
sendo que esta matriz pode ser representada de forma compacta como
R=E(XXT),

onde X = (X1, Xy,..., Xn)T.
Evidentemente esta matriz é aleatoria, e possui propriedades matematicas relevantes, como por
exemplo o fato de ser simétrica e positiva semi-definida, j& que para qualquer y € RY temos

y'Ry=y"BE(XX")y=E@y"XX"y) = E(|X"y|*) > 0.

Processos aleatorios discretos: estimando a matriz de autocorrelagcao em
processos realizados

Conhecendo a realizagao de uma parte do processo {X,,}, por exemplo, Xy, = xg, Xx11 = Tha1, - - -,
X; =z, (com [ — k+ 1> N) podemos estimar a matriz de covariancia de ordem N como

1 I—k—N+1 T
e vy,
I—hoN+3 & i

=0

R=

onde
Tkti
Thtit1

ThtitN-1
4 Predicao estocastica
4.1 Modelos lineares

Predicao estocastica: estimacao linear X, de X,
Suponha que queiramos estimar X,, a partir de N termos anteriores através da expressao

. N
Xn = Z aan_k.
k=1
Multiplicando os dois lados por X,,_,, (param =1,...,N) e tomando a esperanga, teremos
A N
EX, X m) = Z arE(Xp_1xXn—m), m=1,...,N.
k=1

Supondo o processo estacionario em sentido amplo, teremos

N
E(Xan_m) == ZakRmk, m = 1, «o ,N,
k=1
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que corresponde a um sistema linear da forma Ra = b, onde R é a matriz de autocorrelacao e
by = E(X0 X0m)-

Vemos que o método LPC é aparentado ao método acima, porém usa estimativas finitas da matriz
de covariancia e sujeita-se a hipdtese adicional E (Xan_m) = FE(X, X, m).

5 Filtragem estocastica

5.1 Hipobteses

Filtragem estocastica: separando sinal de ruido
Hipdteses:

1. o sinal z € RY é desconhecido, porém possui média zero e matriz de covariancia
E(z2™) = ¢%I com o conhecido;

2. 0 sinal passa por um processamento linear conhecido H € RM*¥ ¢ sofre adicao de

um ruido aleatério v € RM | antes de ser observado como z = (Hz)+v = s+v € RM
(s € RM ¢ chamado de componente do sinal);

3. v possui média 0, matriz de covariancia conhecida Q = E(vvT), e é independente
de x;

4. o estimador procurado para a componente do sinal s = Hz é linear nas observacoes
z, ou seja, § = BTz para alguma matriz B € R™*M (a ser determinada).

Exemplo de Aplicagao: Registro de sinais em ambientes ruidosos

Uma sala pode ser modelada como um sistema linear: dado um sinal x produzido por uma fonte
sonora em uma sala, o que escutamos na realidade é Hx, onde H é a matriz circulante da resposta
impulsiva de um modelo FIR.

Considerando v a soma dos ruidos (de ar-condicionado, lampadas, passaros, avides, etc), o sinal
acustico registrado em um ponto da sala pode ser modelado como z = Hx 4 v, como no cenario
acima.

O problema da filtragem estocéstica consiste em obter o sinal “limpo” (por exemplo, o discurso de
uma pessoa) a partir do registro “sujo” obtido por um microfone em uma sala ruidosa.

O mesmo problema poderia ser formulado a partir da recuperacao de uma imagem projetada em
uma sala, a partir de um registro em video desta projecao, e sujeito a interferéncia de insetos,
fumaca, etc.

5.2 Filtro de Wiener

Filtro de Wiener: o caso mais simples (impondo estrutura forte)
Suponha que a componente do sinal s é da forma s = au, onde a é um escalar desconhecido e u é
um vetor conhecido.

Suponha ainda que o ruido também tem a forma v = bw, onde b é um escalar desconhecido e w é
um vetor conhecido.



Se o numero de observacoes for N > 2, seremos capazes de determinar a e b de forma univoca a
partir do conhecimento de z, ja que z = s + v = au + bw e portanto a e b satisfazem

{ Tu = a(uu) + bwTu)
ZTw = a(ulw) + b(wTw)

O sistema acima tera solugao unica sempre que u e w forem linearmente independentes (do contrério
sinal e ruido possuem precisamente a mesma estrutura e nao faz sentido tentar separé-los).

Um caso mais geral: impondo estrutura flexivel
Considere que a componente do sinal possui a forma

K
s = Z apu”,
n=1

onde a,, s@o escalares desconhecidos e u" sao vetores conhecidos (por exemplo, componentes senoidais
de frequéncias diversas).
Considere também que o ruido possui a forma

L
v = Z bw™,
m=1

onde b,,, sao escalares desconhecidos e w™ sao vetores conhecidos.
Se N > K + L o problema teria solucao unica, mas na pratica o mais comum ¢é termos K, L ~ N
(e.g. Fourier).

Um caso mais geral: formulagao matricial
Sejam U € RV*K ¢ W e RV*L as matrizes

U= | u [u?]| - | uff e W= w|w?| - |wk

o Nx(K+L
Seja ainda V =[U W] e RV*E*D) o ¢ — (ay, ... ag,by,...,by)".
Queremos encontrar uma solugao do sistema z = Ua + Wb = V¢, que possui muito mais variaveis
do que restrigoes. Uma ideia é buscar uma solucao de norma minima:

min %||c||2

sa Ve=z.

Um caso mais geral: solugao do sistema z = V¢
Este problema de otimizacao admite como solugao o estimador

e=VHVVh) T,
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de onde obtemos o estimador da componente do sinal

.....

Observe que VVT = (UUT + WWT) envolve a matriz de correlagio do sinal UUT e a matriz de
correlacao do ruido WWT, que neste caso correspondem a estimadores a partir de espacos amostrais
finitos (os conjuntos {u!,u?, ..., uf} e {w', w?, ... wt}).

A formulacao estocastica: flexibilizando a estrutura de s e v
Considere agora que os vetores de coeficientes

a = (al,aQ,...,aK)T eb= (bl,bg,...,bL)T
sao vetores aleatérios independentes, com distribuicao uniforme e matrizes de covariancia
E(aa™)=1e BE(") =1,
de tal modo que E(ss”) = E(Uaa’UT) = UUT e E(vv?) = E(WbW'WT) = WWT. Entao
UUt = E(ss?)
= E(Hz(Hzx)")
= FE(Hzz"HT)

= HE(zz")HT
= o’HHT

Wwt = B(w!) = Q.
O filtro de Wiener vetorial: reaproveitando a solucao do caso anterior
Lembrando que anteriormente obtivemos
s=U0U0T(UUT + WwwT) "z
e adotando a informacao do modelo estatistico
UUT =c?HHT ¢ WWT =Q,
temos a solugao do filtro de Wiener estocastico, que é dado por
s = Uttt + wwth)=tz
= o’HHY(c?HHT + Q)2
= HHY(HH' +07%2Q) 'z
Lembrando ainda que B era o estimador tal que

§=BT2 e s=Huz,

segue que
BT = HHY(HHT +o72Q)!

e portanto

Fywe = HN(HHT +072Q) 2
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5.3 Filtro de Kalman

Filtro de Kalman: contexto de aplicacao

Sistema dinamico:
ok — ARl g kel

onde

1. 2% € RY é um vetor de estado do sistema no instante k;

2. AF € RY*Y representa as transformacoes do sistema (em geral de acordo com
algum modelo fisico);

3. m¥ representa o erro do modelo fisico, que satisfaz E(m*) = 0 Vk, e a matriz de
covariancia E(m*(m*)T) = M* é conhecida;

4. no instante k obtemos a medida/observacao zF = H*z* 4+ v*, onde H* é conhecida,
e v¥ possui média zero e variancia conhecida E(v*(v*)T) = QF.

Filtro de Kalman: uso de estimadores a priori
Considere conhecido um estimador 2*~! do sistema no instante k£ — 1, e suponha que este estimador
¢é nao-enviesado, ou seja, que

E@MY = B(2),

De acordo com o modelo fisico podemos estimar a evolucao do sistema como
yF = AR1h1
Este estimador y* também é ndo-enviesado, ja que

E(yk _ l’k) — E(Ak_li‘k_l _ l’k)
Ak_lE(:)Ajk_l) _ E($k>
AkflE(kal) _ E(ZEk)
E(Ak_lfﬁk_l _ [Ek)
E(mF)

= 0

Filtro de Kalman: estimadores a posteriori
Consideraremos estimadores do sinal 2* lineares nas observacoes z
PTIOTL:

ke nos estimadores y* obtidos a

:i‘k — (Ck:)Tzk + (Dk)Tyk,

onde as matrizes C*, D¥ € RV*Y devem ser estimadas.
A ideia é resolver o sistema de equagoes lineares (estocasticas)

2k = HEgk ok
IR S

usando a informagao das matrizes de covariancia dos resfduos v* (ruido da medicao) e w* (erro da
predicao a priori).
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Filtro de Kalman: solucao do sistema
Fazendo muitas (...) contas o estimador de Kalman é dado pela expressao

* = yF + GF(ZF — HM),  (preditor-corretor)
onde
o G* = RF(HMT (Qk _|_HkRk<Hk)T)*1,

e (Q* é a matriz de correlacdo de w*,

e RFé amatriz de covariancia de w* = y*—2* dada por RF = M*~14 A1 pr=l(Ak-1)T

A covariancia de 2% — z* serd dada por P* = (I — G*H*)R*

e serd usada no passo k + 1 para determinar R**+!.
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