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1ª Questão (4,0 pontos). No sistema em equilíbrio mostrado na figura, a placa homogênea 

𝑂𝐵𝐶𝐷𝐸, de massa 𝑚, está no plano 𝑂𝑦𝑧 e tem seu movimento restrito pela articulação 

em 𝑂 e pelas barras articuladas 𝐴𝐵, 𝐶𝐻 e 𝐷𝐹. Todas as barras possuem peso desprezível 

e a barra 𝐷𝐹 é paralela ao eixo 𝑂𝑥. Sobre a placa atuam a força (�⃗⃗� , 𝐶) = −𝐹î, o peso 

(�⃗⃗� , 𝐺) = −𝑚𝑔k̂ e o momento binário �⃗⃗⃗� = 𝑀k̂.  Determinar: 

a) As coordenadas do centro de massa 𝐺 da placa no sistema 𝑂𝑥𝑦𝑧. 

b) O diagrama de corpo livre das barras e da placa. 

c) As equações de equilíbrio da placa. 

d) Os esforços atuantes nas barras. 

e) As reações vinculares em 𝑂. 

 

RESOLUÇÃO 

 

a) Placa no plano 𝑂𝑦𝑧, portanto: 𝑥𝐺 = 0.  Por simetria, obtém-se também 𝑦𝐺 = 𝑎. Como a placa é homogênea, tem-se (veja figura 

acima): 

𝐴𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑧𝐺 =∑𝐴𝑖𝑧𝑖

𝑛

𝑖=1

⟹ (𝐴1 − 𝐴2)𝑧𝐺 = 𝐴1𝑧𝐺1 − 𝐴2𝑧𝐺2      ⟹     (4𝑎2 −
2𝑎2

2
) 𝑧𝐺 = 4𝑎

2𝑎 −
2𝑎2

2
(
𝑎

3
)   ⟹   𝑧𝐺 =

11𝑎

9
 

Portanto, o vetor posição do centro de massa 𝐺 da placa pode ser expresso, como segue: (𝐺 − 𝑂) = 𝑎 (ĵ +
11

9
k̂) 

b) Veja os DCLs na figura acima.  

c) Equações de equilíbrio da placa: 

�⃗⃗� = �⃗⃗�  ⇒  

{
 
 

 
 −𝐹 +

√2𝐹𝐵𝐴

2
− 𝐹𝐷𝐹 + 𝑋𝑂 = 0

−
√3𝐹𝐶𝐻

2
+ 𝑌𝑂 = 0

−
√2𝐹𝐵𝐴

2
+

𝐹𝐶𝐻

2
−𝑚𝑔 + 𝑍𝑂 = 0

         �⃗⃗⃗� 𝑂 = �⃗⃗�  ⇒  {

𝑎𝐹𝐶𝐻 + 𝑎√3𝐹𝐶𝐻 −𝑚𝑔𝑎 = 0

−2𝑎𝐹 + 𝑎√2𝐹𝐵𝐴 = 0
2𝑎𝐹 + 2𝑎𝐹𝐷𝐹 +𝑀 = 0

 

d-e) Resolvendo o sistema linear de equações para as variáveis (𝑋𝑂 , 𝑌𝑂 , 𝑍𝑂, 𝐹𝐵𝐴, 𝐹𝐶𝐻 , 𝐹𝐷𝐹), obtêm-se: 

 

𝑋𝑂 = −
2𝑎𝐹+𝑀

2𝑎

𝑌𝑂 =
𝑚𝑔(3−√3)

4

          
𝑍𝑂 = 𝐹 +

𝑚𝑔(5−√3)

4

𝐹𝐵𝐴 = √2𝐹

          
𝐹𝐶𝐻 =

𝑚𝑔(√3−1)

2

𝐹𝐷𝐹 = −
2𝑎𝐹+𝑀

2𝑎

  

(1,0) 

(0,5) 

(1,0) 

(0,5) (0,5) (0,5) 
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2ª Questão. (3,0 pontos). Conforme mostrado na figura, a barra 𝐴𝐵 se move 

no plano 𝑂𝑥𝑦 mantendo contato permanente com a semicircunferência de 

centro 𝑂 e raio 𝑟 e com o eixo horizontal 𝑂𝑥. Admita-se, ainda, que a 

extremidade A da barra se mova com velocidade 𝑣i 1 (𝑣 constante). 

Expressando os resultados na base (i , j , k⃗ ) ligada à barra, determine, para o 

instante em que 𝜃 = 𝜋 4⁄ : 

a) As componentes segundo as direções i , j  (nesta ordem) da velocidade do 

ponto de contato 𝐶 ∈ barra. 

b) A velocidade angular da barra 𝐴𝐵. 

c) A aceleração angular da barra  𝐴𝐵. 

d) As componentes nas direções i , j  (nesta ordem) da aceleração do ponto 

𝐶 ∈ barra. 

RESOLUÇÃO 

a) Notemos, inicialmente, que a velocidade do ponto 𝐶 tem a direção de (𝐴 − 𝐵), dado que não existe perda de contato entre a 

barra e a semi-circunferência. Assim, pode-se escrever: 

�⃗⃗� 𝐶 = 𝑣𝐶i                    (1) 

Aplicando-se a equação do vínculo cinemático entre os pontos 𝐴 e 𝐵 da barra, tem-se,                    

𝑣i 1 ∙ i = �⃗⃗� 𝐶 ∙ i      ⇒      �⃗⃗� 𝐶 = 𝑣 cos 𝜃 i           (2)  

Aplicando-se a equação do campo de velocidades entre os pontos 𝐴 e 𝐶 da barra, tem-se: 

�⃗⃗� 𝐴 = �⃗⃗� 𝐶 + 𝜔k⃗ ∧ (𝐴 − 𝐶)    ⇒    𝑣i 1 = 𝑣 cos 𝜃 i + 𝜔k⃗ ∧
𝑟

tan 𝜃
i = 𝑣 cos 𝜃 i +

𝜔𝑟

tan 𝜃
j           (3) 

Decompondo i 1 na base i , j , tem-se: 

i 1 = (i 1 ∙ i )i + (i 1 ∙ j )j = cos 𝜃 i + sin 𝜃j           (4) 

Logo, tem-se: 

𝑣i 1 = 𝑣(cos 𝜃 i + sin 𝜃j ) = 𝑣 cos 𝜃 i +
𝜔𝑟

tan 𝜃
j           (5) 

b) A Eq. 5 se decompõe em duas equações escalares, a saber: 

𝑣 cos 𝜃 = 𝑣 cos 𝜃  (identidade)

𝑣 sin 𝜃 =
𝜔𝑟

tan 𝜃
     ⇒      𝜔 =

𝑣

𝑟

sin2 𝜃

cos 𝜃
   e   �⃗⃗� 𝐶 = 𝑣 cos 𝜃 i + 𝑣 sin 𝜃 j 

           (6) 

Logo, a velocidade angular da barra é dada por: 𝜔 =
𝑣

𝑟

sin2 𝜃

cos𝜃
     ⇒      𝜔(𝜋 4⁄ ) =

√2

2

𝑣

𝑟
   e   �⃗⃗� 𝐶(𝜋 4⁄ ) =

√2𝑣

2
(i + j )       (7) 

c) A aceleração angular da barra 𝐴𝐵 é dada por: 

�̇� =
𝑑

𝑑𝑡
(
𝑣

𝑟

sin2 𝜃

cos 𝜃
) =

2𝑣

𝑟

2 sin 𝜃 cos2 𝜃�̇� + sin3 𝜃�̇�

cos2 𝜃
=
4𝑣

𝑟

sin 𝜃

cos2 𝜃
�̇�          (8) 

Como �̇� = 𝜔, então:    

�̇� =
4𝑣

𝑟

sin 𝜃

cos2 𝜃
𝜔 =

4𝑣

𝑟

sin 𝜃

cos2 𝜃

𝑣

𝑟

sin2 𝜃

cos 𝜃
=
4𝑣2

𝑟2
tan3 𝜃      ⇒      �̇�(𝜋 4⁄ ) =

4𝑣2

𝑟2
         (9) 

d) A aceleração do ponto 𝐶 é: 

�⃗⃗� 𝐶 = �⃗⃗� 𝐴 + �̇�k⃗ ∧ (−
𝑟

tan 𝜃
i ) + 𝜔k⃗ ∧ [𝜔k⃗ ∧ (−

𝑟

tan 𝜃
i )] = �⃗⃗� −

�̇�𝑟

tan 𝜃
j +

𝜔2𝑟

tan 𝜃
i =

𝜔2𝑟

tan 𝜃
i −

�̇�𝑟

tan 𝜃
j           (10) 

Ou seja: 

�⃗⃗� 𝐶 = (
𝑣

𝑟

sin2 𝜃

cos 𝜃
)

2
𝑟

tan 𝜃
i −

4𝑣2

𝑟2
tan3 𝜃

𝑟

tan 𝜃
j =

𝑣2

𝑟

sin3 𝜃

cos 𝜃
i −

4𝑣2

𝑟
tan2 𝜃 j      ⇒      �⃗⃗� 𝐶 =

𝑣2

𝑟
(
1

2
i − 4j )          (11) 

𝐴 

𝐵 
𝐶 

𝑂 

𝑟 

𝑥 

𝑦 

𝜃 

i  

j  

𝑣 i 1 

j 1 
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3ª Questão (3,0 pontos). No sistema mostrado na figura, a barra 𝐴𝐵, de massa 𝑚 e 

comprimento 2𝑅, está articulada no ponto 𝐴 ao disco de massa 𝑚 e raio 𝑅. O sistema está 

inicialmente em repouso, com a barra 𝐴𝐵 na posição vertical e com a reta que passa por 𝑂 e 𝐴 

inclinada em um ângulo 𝜃 em relação à horizontal. Para o instante imediatamente após a 

liberação do sistema, determine: 

a) O vetor aceleração angular �⃗⃗⃗� ̇ da barra. 

b) A aceleração do centro de massa 𝐺 da barra. 

c) O vetor aceleração angular �⃗⃗� ̇ do disco. 

d) A força que a barra aplica no disco pela articulação do ponto 𝐴. 

 

RESOLUÇÃO 

As equações da Cinemática para a barra e o disco, fornecem: 

Barra:  {
�⃗⃗� 𝐺 = �⃗⃗� 𝐴 + �⃗⃗⃗� ̇ ∧ (𝐺 − 𝐴) + �⃗⃗⃗� ∧ [�⃗⃗⃗� ∧ (𝐺 − 𝐴)]

�⃗⃗� 𝐺 = �⃗⃗� 𝐴 + �̇�k⃗ ∧ (−
𝐿

2
j ) = �⃗⃗� 𝐴 + (

�̇�𝐿

2
) i 

         

Disco:   {
�⃗⃗� 𝐴 = �⃗⃗� 𝑂 + �⃗⃗� ̇ ∧ (𝐴 − 𝑂) + �⃗⃗� ∧ [�⃗⃗� ∧ (𝐴 − 𝑂)]

�⃗⃗� 𝐴 = Ω̇k⃗ ∧ (−𝑅cos𝜃i − 𝑅sen𝜃j ) = Ω̇𝑅(sen𝜃i − cos𝜃j )
 

Manipulando as equações cinemáticas acima, tem-se: 

�⃗⃗� 𝐺 = (
�̇�𝐿

2
+ Ω̇𝑅sen𝜃) i − Ω̇𝑅cos𝜃j           (1) 

Teorema da Quantidade de Momento Angular para a barra em relação ao polo 𝐺: 

�⃗⃗⃗� 𝐺 = 𝑚(𝐺 − 𝐺) ∧ �⃗⃗� 𝐺 + (𝐽𝐺𝑧�̇�)k⃗ 

(𝑋𝐴
𝐿

2
) k⃗ = (

𝑚𝐿2

12
�̇�) k⃗ 

     ⇒      �̇� =
6𝑚𝑋𝐴
𝑚𝐿

          (2) 

Teorema da Resultante para a barra: 

�⃗⃗� = 𝑚�⃗⃗� 𝐺

(−𝑋𝐴)i − (𝑌𝐴 +𝑚𝑔)j = 𝑚�⃗⃗� 𝐺
     ⇒      

−𝑋𝐴 = 𝑚(
�̇�𝐿

2
+ Ω̇𝑅sen𝜃)

−(𝑌𝐴 +𝑚𝑔) = −𝑚Ω̇𝑅cos𝜃

          (3) 

Teorema da Quantidade de Momento Angular para o disco em relação ao polo 𝑂: 

�⃗⃗⃗� 𝑂 = 𝑚(𝐺 − 𝑂) ∧ �⃗⃗� 𝑂 + (𝐽𝑂𝑧Ω̇)k⃗ 

(𝑋𝐴𝑅sen𝜃 − 𝑌𝐴𝑅cos𝜃)k⃗ = (
𝑚𝑅2

2
Ω̇) k⃗ 

      ⇒       𝑋𝐴sen𝜃 − 𝑌𝐴cos𝜃 =
𝑚𝑅

2
Ω̇          (4) 

Teorema da Resultante para o disco: 

�⃗⃗� = 𝑚�⃗⃗� 𝑂 = �⃗⃗� 

(𝑋𝐴 + 𝑋𝑂)i + (𝑌𝐴 + 𝑌𝑂 −𝑚𝑔)j = �⃗⃗� 
     ⇒      

𝑋𝐴 + 𝑋𝑂 = 0
𝑌𝐴 + 𝑌𝑂 −𝑚𝑔 = 0

          (5) 

As equações (2)-(5) compõem um sistema linear de equações nas variáveis (𝑋𝐴, 𝑌𝐴, 𝑋𝑂 , 𝑌𝑂 , �̇�, Ω̇), cuja solução é: 

𝑋𝐴 = −
𝑚𝑔sen(2𝜃)

3[3 + cos(2𝜃)]

𝑌𝐴 =
𝑚𝑔(−5 + cos(2𝜃))

3[3 + cos(2𝜃)]

          

𝑋𝑂 =
𝑚𝑔sen(2𝜃)

3[3 + cos(2𝜃)]

𝑌𝑂 =
2𝑚𝑔(7 + cos(2𝜃))

3[3 + cos(2𝜃)]

          

�̇� = −
𝑔sen(2𝜃)

𝑅[3 + cos(2𝜃)]

Ω̇ =
8𝑔cos𝜃

9𝑅 + 3𝑅cos(2𝜃)

          �⃗⃗� 𝐺 =
𝑔[sen(2𝜃)i − 8cos(𝜃)2j ]

3[3 + cos(2𝜃)]
 

Para 𝜃 = 45𝑜: 

𝑋𝐴 = −
𝑔𝑚

9
𝑌𝐴 = −

5𝑔𝑚

9
𝑋𝑂 =

𝑔𝑚

9
𝑌𝑂 =

14𝑔𝑚

9
�̇� = −

𝑔

3𝑅
Ω̇ =

4√2𝑔

9𝑅
          �⃗⃗� 𝐺 =

𝑔

9
(i − 4j ) 

 


