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Capitulo 8: O M¢todo de Hartree-Fock

O método de Hartree-Fock ¢ um dos mais importantes em fisica molecular e
serve como base para métodos mais sofisticados. Ele busca um solucdo aproximada
para o estado fundamental de um sistema de elétrons num atomo, molécula ou solido
considerando apenas um determinante de Slater.

O método original foi desenvolvido por Douglas Rayner Hartree, fisico e
matematico inglés, que com a ajuda de seu pai, realizou os calculos para todos os
atomos do Hidrogénio até o Argonio (Z = 18), por volta de 1927 (lembrando que nessa
época nao existia nem mesmo calculadora eletronica!).

Em 1930, o método foi aperfeicoado por Vladimir Aleksandrovich Fock, um
fisico soviético, dando origem ao método que conhecemos hoje e que agora passamos a
descrever.

8.1 O método de Hartree-Fock para camadas fechadas

Vamos inicialmente considerar duas particulas em uma camada fechada. O
determinante de Slater nesse caso ¢ expresso por (2.41), ou seja

¥ =

o (1) o(2)
)

r() 00

= - Sla(e.2)-0 (20 ()] (8.1)

O hamiltoniano ¢ dado por (2.1)
H=h(1)+h(2)+V (8.2)

com h(i) o operador de uma particula associado com o elétron i e, em unidades
atomicas, ¢ dado por

h(i):—h—'vf —Zé (8.3)

2m e

onde Z corre sobre as coordenadas nucleares. J4 o operador V ¢ um operador de duas
A

particulas dado por

1
V=2~ (8.4)

i<j 'ij

2

. e .

ou simplesmente V =— para o caso de duas particulas.
r
12
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Assumindo que o conjunto de funcdes de onda {gq} ¢ ortonormal obtemos que
=(P|H|¥) 8.5)
donde

= E=(q,(1)| ()] 2, (1) + (2 (2)| 1(2)] 01 (2)) +

1 1 (8.6)
Ho (e )| —|a (e (2)) (e (). 2)| —|a (2)e. (1)
12 12
Para o caso geral de n elétrons, temos
1 1
E= Z<¢|h o)+ Z <¢i¢j‘—‘¢i¢j>—<¢i¢j‘—‘(P,-(Di> (8.7)
257 ha hy
onde
1 . R 1
(00| 00:)= [0/ ()9, (2)— 0.0, (2) aviav,
12 12
. 1 . (8.8)
:J-(P,- (1)¢i(1)r_¢j(2)¢j (2)dvidv,
o0F T e
que corresponde a interacao coulombiana e
(00, \—\co )= (1) ¢, (1) g, (2)av,av, (8.9)

que como vimos no capitulo 3, ndo tem um correspondente classico e ¢ chamado de
termo de troca ou termo de exchange.
Obtemos assim a expressao para a energia dada por (8.7) mas ela ndo ¢ pratica

pois ndo conhecemos {go,} Aqui entra o método de Hartree-Fock propriamente dito:
vamos obter {¢,} variacionalmente.
O determinante ¥ ¢ dado por {(p,.} que por sua vez determina a energia. Vamos

obter {%} de forma a otimizar W, ou seja, vamos fazer E ser a menor possivel.

A seguir, faremos variagdes infinitesimais
@, —> Q.+ 0, (8.10)
0 que provocara mudangas na energia
E—>JE (8.11)

e impomos que 0E =0 no processo.
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Mas note que a expressdo para a energia foi obtida assumindo ortonormalidade.
Durante as variagdes em ¢, essa ortonormalidade ndo pode ser perdida; portanto

necessitamos que

(2lo)=0,=0 (8.12)

Vamos minimizar usando o método dos multiplicadores de Lagrange com esse
vinculo

sz—;%R%‘q’)_@J (8.13)

condig¢do de vinculo

=2aln(0)le)+ Z[(@coj\é\w,)—(wj\é\wm)}—%l%[(%\g)—ﬂ
Entao
§+oc=2 v +op o +op)+
+— ZB +30,) (0, +59,)
~((0+80)(0,+30,)|-|(0,+00,)(0+ 60)

12

Z [< +0p,) ‘(¢’j+5¢1)>_5y}

rL‘((pi +5(pl.)((pj +5(pj)>+
’ } (8.14)

Note agora que cada termo
(¢ +¢,|h| g, +5p,) (8.15)
nos da 4 parcelas, que sdo

a)

< |h| go,> que cancela com o mesmo termo em &;
b) <5‘/’, |h| (p,> que mantemos;

<

<

c){e. |h| 5(p,> que ¢ o complexo conjugado do termo acima;
d)(5¢,|h|5¢,), que ¢ variagdo de 2* ordem e, portanto, iremos desprezar.
Portanto, para & temos que esse termo nos dara
AU ARG (8.16)

Uma analise semelhante para os outros termos nos leva a:
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i i,j

1 1
65 => (3, |h|¢i>+2{<5¢i¢’j ‘Z‘¢i(pi>_<§¢i¢j ‘Z‘¢j¢i>:|_zﬁ'ij [<5¢i ‘¢j>_§ij:|
LJ

1 1 «
+z<¢i |h|5¢i> +Z|:<(0i¢j ‘Z‘§¢i¢j>_<¢j¢i ‘E‘5¢i¢j>:|_zﬂ'ji |:<¢j ‘5¢z> _51/':|
i,j

i iJj

Considere o termo de Coulomb
1 . . 1
(S0, —|00,) =[50 (1} (2) — . (g, (2)aViaV,
12 12

podemos definir o operador de Coulomb J tal que

e com isso o termo de Coulomb sera
<5¢7i |‘]j |¢’z>

Considere, igualmente, o termo de troca
1 . .
12

podemos definir o operador de troca K

. 1
& 000 0)=| [ L0 @, jo,0)
12
tal que o termo de troca serd
(%0, |K;|0)

Portanto

5§:Z<§¢i|h|¢i>+z<5¢i|']j —Kj|(0i>—Z/1g <5¢i‘¢’j>
i i, L]
+Z<(0,-|h|5¢i>+z<¢i|Jj _Kj|5§”i>_Z’1; <¢j‘5¢i>
i L]

i,j

ou

(8.17)

(8.18)

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)
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5§=Z{<5¢il_[h+;h—KJIW—IZ;M%)}}

i

(8.24)

~—

cxfimfio(rezs ) 0]

Note que as duas linhas da equag@o (8.24) sdo equivalentes se 4; = /1;. (uma ¢ o

complexo conjugado da outra).
Como as d¢p, podem ser tomadas como independentes, temos que & =0 se

Fo, =220, (8.25)
J
onde
F=h+>J,-K, (8.26)
J

¢ 0 operador de Fock.
A equagdo (8.25) ¢ conhecida como equagcdo de Hartree-Fock, mas ela ndo €
conveniente nessa forma.

Veja que, como 4, = 4,

ji» €ntdo A pode ser arrumado em uma matriz hermitiana.

Essa matriz pode ser diagonalizada por uma transformacdo unitdria (que nao altera o
determinante de Slater). Com isso obtemos

Fo =&¢ (8.27)

que € a equagdo canodnica de Hartree-Fock.
O operador F ¢ dado por J e K que dependem de ¢,, entdo F depende de ¢, .

Dessa maneira, a solucao para a equagdo (8.27) pode ser obtida de maneira iterativa:
comegamos com uma fungdo ¢, obtemos um F, resolvemos a equagdo que nos da um

novo ¢, € assim sucessivamente de modo que na convergéncia tem se um campo auto-

consistente (ou seja, a funcdo ¢, de entrada € a mesma funcdo ¢, de saida).
8.2 Interpretacao de ¢, e o Teorema de Koopmans
A equagdo de Hartree-Fock nos permite interpretar a energia ¢, da particula

como a energia de ionizagdo.
De (8.27), onde o conjunto {(oi} ¢ ortonormal, € possivel obter

& =(p|F|p) (8.28)

e como o operador F ¢ definido por (8.26) vem que
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&=(p|h+27,-K|o) (8.29)
J

o que nos da

g =<<o,~|h|@>+2{<¢m\%\W,«)—(Wj\%\(m)} (8.30)
J 12 12

Comparando essa expressdo com a equagao para energia dada em (8.7), notamos
que

E#3} ¢ (8.31)

e que, na realidade,

E=Y¢ —%Z{(%%\%\@%)—(@%\%\mﬂ (8.32)
i i,j 12 12

A interpretacdo ¢ clara pois & inclui a interagdo com os outro n-1 elétrons,

porém ela conta, por exemplo, a interagao 1-2 (elétron 1 com elétron 2) e a interagdo 2-1
(elétron 2 com elétron 1), que na verdade sdo a mesma interacao! Logo, a energia total
deve subtrair interagdes contadas duas vezes, que € o papel do segundo termo em (8.32).

O teorema de Koopmans nos da uma interpretacdo para o significado fisico de
g, . Considere um sistema com camada fechada e que possua n elétrons. Nesse caso a

energia E, pode ser expressa por (8.7).
Considere agora o mesmo sistema, mas com o elétron ¢, removido, ou seja, um
sistema com n-1 elétrons. Dessa vez

E,, =Z<<0i|h|<0,->+% > [(co,-(pj\%\W,-)—((p,»coj\ri\com)}= (8.33)
12 12

i#k i, j(#k)

~Solnle) 23 oo, ~|0o,) - (00, ~|o.0) |- (o 1le) +
i 2 P Up;

ij

_%Z[@% Iélfp,»(pk)—(wpk %I%@)}%Z[(%% %\%c@,)-(%% \é\%%)}

J

As duas primeiras parcelas correspondem a E,,. Definindo a energia de ionizacdo
para remover o elétron ¢, como

«=E, (k)-E, (8.34)

vemos que



Sylvio Canuto 115

i 1

3| tnoltlaw)-{ao o)

1 1 !
I, = _{<¢k |h|¢k>+5(2|:<(pk¢i |_|¢k(pi>_<¢k¢i |_|¢i¢k>i|+
ha ha

(8.35)

onde reorganizamos os indices na primeira soma.
Agora, como j € um indice que corre da mesma maneira que i, a segunda soma ¢
igual a primeira soma e

1=~{@lrla) 15 (o

i

1 \op) (0] ! Imﬂ} (8.36)

hy hy
sendo que o termo entre colchetes pode ser facilmente identificado como &, . Assim

Ik = —8k (8.37)
Note que isso ¢ uma aproximacao pois
1. O método de Hartree-Fock nao ¢ exato: falta a energia de correlacdo

EC()rr = Eexp - EHF (8-38)

2. A relacdo (8.37) pressupde que os orbitais {(ol.}n do sistema de n elétrons sdo os

mesmos orbitais {¢;} | do sistema de n-1 elétrons. Note porém que isso ndo é

verdade: quando um elétron ¢ removido, o campo alto consistente ¢ alterado,
uma vez que os elétrons se reorganizam. Em outras palavras, estamos dizendo
que o Teorema de Koopmans ndo considera a energia de relaxacdo. Um
exemplo dessa diferenga € mostrado abaixo, usando-se o atomo de Neonio.

TK(eV) Exp(eV)
L 23,0 21,6
N -52,5 —48,4
N —-891,7  —870,2

Tabela 8.1: A energia de cada orbital ocupado do 4tomo de nednio segundo o Teorema
de Koopmans e medida experimentalmente.

Incluir a energia de relaxacdo ¢ simples: fazemos dois calculos, um com o
sistema e outro com o sistema ionizado. A diferenga é a energia de relaxagdo. Como
Hartree-Fock ¢ um método variacional, a inclusdo dessa energia faz a energia total
diminuir.
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A inclusdo da correlagdo faz o oposto: para um menor numero de elétrons, a
correlacdo ¢ menor, entdo acrescenta-la tende aumentar a diferenca entre os dois
sistemas.

8.3 Exercicios

1. Mostre que o determinante de Slater W ¢ invariante por uma transformacao
unitaria dos orbitais que ¢, que o compde.

2. Mostre que a soma dos operadores de Coulomb e de Troca também sdo
invariantes por uma transformacdo unitaria, embora cada operador isoladamente

ndo o seja. Isto ¢é: ZJ, e ZK, sdo invariantes, mas J; ¢ K, ndo sdo. Isso

significa que o operador de Fock ¢ um invariante.

3. Mostre que a soma das energias dos orbitais de Hartree-Fock ndo ¢ igual a

energia total do sistema (E #* z 51). Qual a possivel explicagdo para esse fato?

1

4. As energias dos orbitais moleculares da molécula de agua obtidas pelo método
de Hartree-Fock sdo, em ordem crescente de energia (do carogo a valéncia):
-20,56; 1,36; -0,73; -0,58 € -0,51 (em hartrees).

a) Estime o valor da energia total e justifique seu procedimento.

b) Qual o valor do primeiro potencial de ionizacdo? Como vocé espera que
seja a comparagdo com o resultado experimental (ou seja, discuta
brevemente os possiveis erros de sua aproximacao)?



