SFI5856

Relatividade Geral I 1

Lista de Exercicios para Avaliacao III

@® Considere um espago-tempo plano 1+2 dimensional.

(a) Obtenha 6 campos de Killing independentes e calcule seus comu-

tadores (expressando os resultados como combinagao dos préprios
campos de Killing);

(b) Se T, é um tensor energia-momentum satisfazendo V,T% =

0, calcule as quantidades conservadas associadas a cada um dos
campos de Killing anteriores e interprete o significado dessas leis
de conservacao.

@ Considere uma distribuicao estatica e esfericamente simétrica de matéria
incompressivel, com densidade prépria pg e raio R.

(a) Resolva a equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, determinando

a pressao ao longo dessa distribuicao e, em particular, a pressao
no ponto central;

(b) Lembrando que, por continuidade da métrica, M := 4x fOR dr 12 pg

é a massa gravitacional total do sistema em relacao a observadores
parados no infinito, obtenha uma expressao para a energia de
ligagao dessa distribuigao de matéria e calcule-a para GM /R < 1.
Compare com a energia de ligagao gravitacional que é obtida em
gravitacao newtoniana;

(c) Determine o menor valor possivel para R/(GM) e, com isso, o

maior valor possivel de energia de ligacao. Expresse o resultado
da energia de ligagao maxima em termos da massa propria.

@ Referente ao espago-tempo de Schwarzschild, pergunta-se:

(a) Qual o intervalo de tempo-préprio decorrido para um observa-

dor que cai radialmente em direcdo a um buraco negro, tendo
partido do repouso de uma posigao arbitrariamente préxima ao
horizonte de eventos, até atingir a singularidade? FEstime esse
valor (em unidades quotidianas de tempo) no caso de um buraco
negro com aproximadamente 3 massas solares e para outro com
aproximadamente 3 x 10% massas solares (como o do centro da
nossa galaxia);
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(b) Nesses dois casos, estime a for¢a de maré que age sobre o observa-
dor quando ele cruza radialmente o horizonte de eventos. (Para
essa estimativa, considere que cada metade do corpo do observa-
dor é como se fosse uma massa de cerca de 50 kg separadas por
uma distancia tipica de 1 m.)

@ Um feixe paralelo de luz vindo do infinito com secio transversal cir-
cular de raio a se dirige a um buraco negro de massa M, com o centro
do feixe exatamente na direcao radial. Define-se a se¢do de choque de
captura do buraco negro como sendo a maior area de se¢ao transversal
desse feixe que é completamente engolido pelo buraco, o = 7a2,,,-
Calcule o valor dessa secao de choque.

® Duas espagonaves, com seus propulsores ligados, encontram-se paradas
na mesma posicao, em r = R, nas vizinhancas de um buraco negro de
massa M. Em ¢t = 0, uma dessas espagonaves diminui a poténcia de
seus propulsores de modo a iniciar um mergulho radial em direcao
ao buraco negro, mas seguindo uma linha-de-mundo que é uma linha
reta num diagrama de Kruskal. Considerando que a posicao inicial R

satisfaz
R
R/(4GM) v o
c Vagar 1@

onde a é uma constante positiva, pede-se:

(a) Esquematize, num diagrama de Kruskal, as linhas-de-mundo de
ambas as espagonaves;

(b) Qual o maior valor da coordenada temporal de Schwarzschild,
t = tmaz, para o qual um raio de luz emitido nesse instante pela
espaconave em r = R ainda consegue ser recebido pela espaconave
que mergulhou no buraco negro?

(c) Qual o comportamento de t,,.; para a < 1 e, em particular,
seu valor para a — 07 Qual o tempo-préprio decorrido para
a espaconave parada em r = R entre o mergulho de sua com-
panheira e a emissao desse ultimo sinal (nesse regime a < 1 e
a—0)?

® Considere um modelo cosmolégico homogéneo e isotrépico que contém
apenas uma componente energética, com equagao de estado p/p =
w = constante. Sejam pg e ag os valores da densidade de energia p(t)
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e do fator de escala a(t) no instante ¢ = to (¢ sendo o tempo préprio
dos observadores que véem isotropia).

(a) Mostre que p(t) = po [ao/a(t)]***;

(b) Se Hy > 0 é a “constante de Hubble” no instante t = to (ou seja,
Hy = [a(t)/a(t)]|;—s,), determine a condigao, envolvendo po, ag
e Hy, que determina qual a geometria da secdo espacial desse
modelo;

(¢) Supondo que a sec@o espacial seja plana, determine a funcao a(t)
para w = 0 (matéria nao-relativistica; “poeira”), para w = 1/3
(matéria relativistica; “radiagdo”) e para w = —1 (constante cos-
moldgica; “energia escura” ou “energia do viacuo”). Em cada um
desses casos, determine a idade do universo em termos de Hy,
contada desde o momento em que a = 0;

(d) Calcule o parametro de desaceleracio q := —ai/a®> = —(i/a)/H?
para cada um dos casos analisados no item anterior, deixando
claro em qual(is) caso(s) hé aceleragdo e em qual(is) ha desace-
leragao da expansao.

@ Introduzindo a chamada densidade critica p. := 3H? /(87 @), define-se
o parametro de densidade como sendo a fracao Q := p/pe.

(a) Mostre que a equacao de Friedmann para o parametro de Hubble
H é rescrita como
Q+ Qk = 1,

onde Qy, := —k/(a>H?);
(b) Mostre que a equagao de Friedmann para a aceleragao a é rescrita
como

(1— Q%)
2
onde ¢ é o parametro de desaceleracdo e w := p/p

q= (14 3w),

(c) Num universo com vérias componentes energéticas p;, cada uma
com equacao de estado w; constante, mostre que a equacao de
Friedmann para o parametro de Hubble H, escrita em termos dos
parametros atuais (ou seja, medidos em ¢t = (), assume a forma

, ) ao 3(14w;) ap \2
H(t)*=H Qio | —= Q —
(O = H5 | 2 O (i) o) |
onde os subscritos “0” indicam o valor do parametro em t = t;
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(d) Com base na equagao anterior, explique qual componente ener-
gética (com equagao de estado w; maior ou menor) deve domi-
nar a dinamica do universo nos regimes em que a(t)/ag < 1 e
a(t)/ag > 1 (supondo que esses regimes sejam atingidos).

Num espaco-tempo com a métrica de FLRW, considere uma linha-de-
mundo cujo vetor tangente p® satisfaz p?Vyp® = 0. Seja | (t) a norma
da projecao de p® sobre as superficies ¥; de homogeneidade e isotropia:
pt) =/ happ®p®, onde hep = gap + Uy, com u® sendo a 4-velocidade
dos observadores que véem isotrépia (“observadores isotrépicos”, por
simplicidade).

(a) Mostre que pj|(t)a(t) = constante ao longo da linha-de-mundo;

(b) O que o resultado acima implica para o 3-momentum de uma
particula livre evoluindo nesse espago-tempo, assim como medido
pelos “observadores isotropicos”?

(c) Com base nos resultados anteriores, mostre que um f6ton emitido
num instante t < ¢y com frequéncia f, (medida pelos “observa-
dores isotrépicos”) é observado hoje com frequéncia fy (medida
pelos “observadores isotrépicos”) dada por

fO = fe @
ao

Com isso, mostre que o fator de “redshift” cosmolégico z := (A\g—
Ae)/Ae € independente de frequéncia e satisfaz 1 + z = ag/a(t);

(d) Expresse o parametro de Hubble como fungao do “redshift” cos-
moldgico, H(z), e, em seguida, expanda H(z), em torno de z = 0,
até primeira ordem em z;

@ Considere o modelo de FLRW nas coordenadas {(t, x, 0, ¢)} nas quais
ds* = —dt* + a(t)® {dx® + f(x)*[d6? + (sin60)*dp?] }

com f(x) = sinhx, x,sin x para k = —1,0, 1, respectivamente. Pede-
se:

(a) Obtenha uma expressao, em forma integral, para x(z) que deter-
mina o cone-de-luz passado de um observador em t =ty e xy =0,
em funcao do “redshift” cosmolégico z;
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(b) Supondo segao espacial plana e que hé apenas uma tinica compo-
nente energética, com equacao de estado w = constante, deter-
mine o raio do horizonte de particulas no instante t = tg;

(c) Sob as mesmas hipdteses do item anterior, qual o maior raio fisico
que o cone-de-luz passado do observador em ¢t = 3 atinge e em
que instante isso acontece?

As definigoes de distancia luminosa dj, e de distancia angular d4 le-
vam as seguintes expressoes para essas quantidades, em funcdao do
“redshift” cosmolégico z:

dr(z) = (1 +2)aof(x(2)),

ag
§ +Z)f(x(2)),

onde f(x) = sinhy,x,siny para k = —1,0,1, respectivamente, e
x(2) = ag! Jo dz/H(Z) (vide item (a) do exercicio anterior).

da(z) =

(a) Expanda ambas as expressoes, em torno de z = 0, até primeira
ordem em z, e mostre que a relagao da Lei de Hubble observaci-
onal, z = Hyd, é igualmente vélida para ambas as defini¢coes de
distancia;

(b) No caso de segao espacial plana e apenas uma componente ener-
gética (com equagao de estado w = constante), calcule o primeiro
desvio da Lei de Hubble observacional,

z=Hyd+ Cd? + O(d?),

obtendo a constante C' explicitamente (tanto para d = dr,, quanto
para d = dy) e mostrando que ela fornece informacao sobre o
parametro de desaceleracao atual gy (que neste caso é constante;
vide item (b) do exercicio @).
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