UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Escola de Engenharia de Lorena - EEL

13. Parametrizacao de Curvas

LOB 1036 - Geometria Analitica
Profa. Paula C P M Pardal



_ S
13.1 INTRODUCAO U

» Equacao cartesiana de uma reta no plano:

y=mx+n . y=f(x) (1)

» Equac0bes parameétricas de uma reta no plano:

{x=x0+at.{x=f(t) 2)

y=yotbt ~|y=g(@)
» Diferenca entre as equacoes (1) e (2)?
Em (1), existe uma relacao de dependéncia entre as coordenadas x e y.

Em (2), as coordenadas x e y sdo obtidas independente uma da outra — a medida
que se corre um parametro (t) em um intervalo I (t € I), as coordenadas (x,y)
dos pontos gque pertencem a reta sao obtidas.
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13.2 EQUACOES PARAMETRICAS DAS 05
CONICAS

» Seria possivel encontrar equacOes paramétricas para as coOnicas anteriormente
estudadas? Isto &, seria possivel obter as coordenadas de cada par (x,y)
Independentemente, a partir do valor atribuido um dado parametro?

» Nas aulas anteriores foram vistas egs. cartesianas gerais e reduzidas das conicas.
Abaixo, exemplos das egs. reduzidas:

Parabola (eixo de simetria sobre Oy) x% = 4py
_ _ _ x2  y2
Elipse (eixo maior sobre Ox) —+ — = =1
Circunferéncia (centro em 0) x? +y%=r?
. : x%  y?
Hipérbole (eixo real sobre Ox) =1
a’? b2
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13.2.1 Equacoes Paramétricas da Parabola

x=t
1) x,v — escalart: x? = 4py — , , LER
Y=t
2) x,y — angulo t:
x = 4ptgt
» tgt=>— t#
y = 4ptg’t

» EquacOes Paramétricas da Parabola.
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x,y — escalar t: —+y—2—1—><

x,y — angulo t:

13.2.2 Equacoes Paramétricas da Elipse

ry

s

" it < a
1-3)
X = acost
,0<t<2m
y = bsent

» EquacOes Paramétricas da Elipse.
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13.2.3 Equacoes Paramétricas da Circunferéncia

x =t
1) x,y —escalart: x> +y? =r?— Jt] <7
y = i,/rz — t2
2) x,y — angulo t:
A
y
X = rcost
b ,0<t<2m
> —
= rsent
< y
» EquacOes Paramétricas da Circunferéncia.
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13.2.4 Equacoes Paramétricas da Hipérbole

2

2
1) x,y—>esca|art:%—%= 1— 4
+bJ(

2) x,y — angulo t:
ry

; X = asect
EP T
: b{ ,t-‘FiE

y = btgt

» Equacbes Paramétricas da Hiperbole.
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Note que: cos?t + sen®t = 1 ou (cost)? + (sent)? =1 (a)

2 2

2 2
- - x Yy — AT A i
>cost—aesent—b-)(a)-)(a) +(b) =1=> +b2—1-)EI|pse

a?

b cost == e sentzg > (a) =2 (£)2+(X)2=1 > x>ty =r? =>

r

Circunferéncia

sent)2
cost

(o) * = (sect)?
=|—) = 1+ (tgt)° = (sect)

cost

> Dividindo (a) por (cost)?: 1+ (

_Y. _x
tgt=1;sect=_

> 1+ (X)z = (5)2 2 = —Z =1 Hipérbole

a? b2
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Observacoes

a) Ha quatro eqs. parametricas possiveis para a parabola:

(v — ( —

x = 4ptgt Eixo sobre Oy x = 4ptgt Eixo sobre Oy
< S

Concavidade (+) Concavidade (-)

V= 4ptg’t ¥ = —4ptg’t
( 2+ B ( 2:  Eixo sobre O

X = 4ptg t Eixo sobre Ox X = _4ptg t ixo sobre Ox
S Concavidade (+) ) Concavidade (-)
Y = 4ptgt | ¥ = 4ptgt
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b) Ha duas egs. paramétricas possiveis para a elipse:

(x = acost (x = bcost

4 Eixo maior sobre Ox 3 Eixo maior sobre Oy

Y = bsent Y = asent

c) Ha duas egs. paramétricas possiveis para a hipéerbole:

x = asect ( x = btgt
Eixo real sobre Ox ) Eixo real sobre Oy

y = btgt Y = asect
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13.3 CURVAS PLANAS L

» Parametrizacao — em vez de pensar em uma curva plana £ como um
grafico de uma funcéo ou equacao, considera-se uma forma mais geral
de pensar — uma curva é considerada a trajetoria de uma particula
em movimento, cuja posicao esta mudando em funcao do parametro t
— cada uma das coordenadas x e y da posicado da particula se torna

uma funcao da terceira variavel t.

PARAMETRIZACAO x = f(t
&y =f) > :{ Mo

y=g()
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posicao da particula
para um dado t

(f (), g(t))

A curva ou trajetoria £ de uma
particula se movendo no plano Oxy
ndo e sempre o grafico de uma

unica funcao ou equacao.
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» A trajetdria da figura anterior falha no teste da reta vertical — ndo pode ser descrita
como o grafico de uma funcao na variavel x.

» No entanto, é possivel descrever a trajetéria por meio de um par de equacoes
x=f(t)e y=g(t),emque f(-) e g(-) sdo funcdes continuas.

= Tais equac0Oes descrevem curvas planas mais gerais que aguelas como y = f(x) e
também a localizacdo da particula (x,y) = (f(t),g(t)),Vt € I.

» Variavel t — parametro para a curva; seu dominio I — intervalo do parametro.

= Se [l éumintervalo fechado a <t < b - (f(a), g(a)) — ponto inicial da curva;
(f(b), g(b)) — ponto final da curva.

» Se equacOes parameétricas e um intervalo sdo fornecidos para uma curva plana —
parametrizacdo da curva.
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EXERCICIOS

2 2
Forneca equacgOes parametricas para ¥- x: + y? = 1, indicando os valores para o parametro

t. Esboce suas equacdes parametricas.

Dé equacOes paramétricas para a curva £: y? — 8x — 8y + 8 = 0, indicando os valores para

0 parametro t. Esboce suas parametrizagoes.

Esboce o grafico da equacdo paramétrica dada por (x,y) = (3t — 1, 4t + 2).

A hipérbole ¢ tem focos F;, F, e vertices A, A, . Encontre equacdes parameétricas de ¢ se:
a) F,=1(2,0),F,=(80)4; =(30),4; = (7,0);
b) F, =(00),F,=(4.8),4,=(1,2),4, = (3,6).

A elipse ¢ tem focos F; = (1,2), F, = (2,4) e vértices A, = (0,0), A, = (3,6). Determine
as equacOes paramétricas de *.
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13.4 COORDENADAS POLARES (éé
DEFINICAO:

» Para definir coordenadas polares: primeiro sdo fixados uma origem O (polo) e um
eixo polar a partir de O. Entdo, cada ponto P pode ser localizado associando a ele
um par de coordenadas polares (r,68), no qual r = + §(0, P) fornece a distancia

orientada de O a P e 8, o angulo orientado a partir do eixo polar até o raio OP:

P(r, 0)
r P(r,0)

0. >
eixo polar

origerﬂ (polo)
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N
Observacoes Q““‘g

Assim como na trigonometria: 6 positivo — medido em sentido anti-horario;
0 negativo — medido em sentido horario.

Embora um ponto no plano possua um s6 par de coordenadas cartesianas, ele
possul infinitos pares de coordenadas polares:

O ponto a 2 unidades da origem ao longo do raio 6 = E tem coordenadas polares

r=2e9=—etambem r—ZeH—BT”r—ZeH——“T” —ZeQ—?

O ponto P (27?”) pode ser alcancado girando 7?” em sentido anti-horario, a partir

do eixo polar, e avancando 2 unidades ou girando % em sentido anti-horario, a

partir do eixo polar, e voltando 2 unidades (suas coordenadas polares seriam

r=-2e6=2o).
6
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Quando coordenadas polares e cartesianas sao utilizadas em um plano, as duas

Relacionando Coordenadas Polares e Cartesianas

origens sdo posicionadas juntas e o eixo polar coincide com o eixo Ox positivo. Os

dois sistemas de coordenadas estao relacionados pelas equacoes a seguir:

A
y
P(r,0) =P(x,y) X = rcos6
y = rsenf
eixo polar » Para cada (x,y) # (0,0), existe um
>
X unico 6 € [0,2m) que satisfaz as egs.

acima, fornecendo uma representacao
em coord. polares (r,6) das coord.

cartesianas (x, y) de um ponto P.
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Equacao Polar
» Equacéo polar ¢ uma equacao dotipor = f(8) ou 8 = f(r).

» O grafico de uma equacéo polar é o lugar geométrico de todos 0s pontos
no plano 8 que satisfazem esta equacao.

Eq. Cartesiana Eq. Polar Equivalente

x2+y% =4
m
y=x ==
x2—y%2=09 r? = 9sec20
—3x2+y2—4x—-1=0 r =1+ 2rcos6
xy = 4 r? = 8cossec26
x* +y* + 2x%y% + 2x3 + 2xy? —y?2 =0 r=1— cosf
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1)

2)

3)

Simetria em Coordenadas Polares

Simetria em relacdo ao eixo Ox: se P(r, 0)
pertence ao grafico, entdo P(r,—6) ou
P(—r,m — 8) também pertencera.

Simetria em relacdo ao eixo Oy: se P(r, 8)
pertence ao grafico, entdo P(r,m — 08) ou
P(—r,—0) também pertencera.

Simetria em relacdo a origem: se P(r,8)
pertence ao grafico, entdo P(-r,6) ou
P(r,m + 6) também pertencera.

19

y

0

(r,m—6) ou (—r,—0)

(r,6)

y A
(r,6)

> X

0]
(—r,8)ou(r,m+6)

> X
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EXEMPLO:

Seja a curva plana abaixo. Identifigue a simetria, caso exista; represente-a no

plano polar r@; e encontre sua respectiva equacao cartesiana:

r=1— cosf
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Observacao

Equacdes classicas em coordenadas polares e suas respectivas representacdes
geomeétricas:

- ~_ . (r = asenf
1) Clrcunferenua{ a+0
r = acosf
r = 4senf 'r = —4cos6
i@ from 0 to 2 =)
i@ from O to 27
-2 —1 | 2
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=a+
a + acos6 0

- . r
2) Cardioide {r = a + asend’

r =2 + 2cos6O r=2—2senf

~ (@ from 0 to 2 =)

i@ from 0 to 2 )
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= a + bcosO _
aibsen@’a¢b’ a,b#0

3) Caracol (Espiral de Pascal) {:

r =2+ 4cos6 r = 2 — 4senf

(@ from 0 to 27)

i@ from 0 to 27
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r = asen(nf)

*
r = acos(no) aFlnel

4) Rosacea {
r = sen(26)

ig from 0to 27

r = cos(560)

r = cos(260)

.............. . i@ from 0 to 2x)

: . i@ from Oto 27
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.I'EI:II _Kl:y'l:j“ ! 'D' i@ from 0 to 87 a0l r=—260
~ n,:
— /Z’
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a)
b)

c)

, )
EXERCICIOS %

Represente graficamente no plano r6 o0s pontos cujas coordenadas polares sdo: P, (1%)
UAR T\, 11w T
P2 (2.5)i Ps (2= %) Pa(2.57) e Ps (=3.3).

i . : N V2
Determine as coordenadas polares de um ponto cujas coordenadas cartesianas sdo x = — €

Determine as coordenadas cartesianas de um ponto cujas coordenadas polares séo r = 3 e

Y[
H—E.

Represente graficamente no plano polar 6 as equacdes polares a seguir. Encontre suas
respectivas equac0des cartesianas:

r = 4senf (circunferéncia) x% + (y — 2)? = 4
r =2+ 4cosf (caracol) x* + y* + 2x%y? — 8xy? — 8x3 + 12x% — 4y? =0
r = sen2f (rosacea) x® + y° + 3x*y2+3x2y* — 4x%y2 =0
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» A partir de qualquer destas equagdes, para encontrar um ponto que pertence a

conica, € necessario atribuir um valor para x e determinar y ou vice-versa.

» Objetivo: a partir da atribuicdo de um mesmo valor (parametro), encontrar
as respectivas coordenadas x e y Iindependentemente =» determinar as
equacOes parametricas das conicas =2 escrever a equacao de uma conica no

formato:

{x = f(t)
y =g(t)

em gue t € um parametro, t € 1.
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