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22 Lei de Newton, molas acopladas

N1 N2

A
kiy1 Ke(y2 —

> Resultante na massa my: Ry = —kiy1 + ko(yo — y1) — biy;
> Resultante na massa ma: Ry = —ko(yo> — y1) — boys
> 22 Lei de Newton:

ml)/{, =R . m1}/{/ = —(kl + k2)y1 + koyr — b1y{
may; = Ro mays = kayr — kayo — bays



Toda EDO (ou sistema) pode ser escrita como 12 ordem
» Coloque uma nova variavel para cada y(”) para n =0 até o

antecessor da ordem da EDO.

Exemplo: my” + by’ + ky =0
> xa=y, 0=y

» Derivando:
! / /
Xé:y” — m y// +b y/ +k y =0
N =~ ~~
x4 X2 X1
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» Eis o sistema de 12 ordem



Toda EDO (ou sistema) pode ser escrita como 12 ordem

Exemplo: massa-mola acoplado

miyy = —(ki + k2)y1 + kay> — b1y;
mayy = koy1 — koyo — bays

!/ ! ! !
> x1 =y, X2 =Y (:Xl), X3 = y2, X4 =)o (Z X3)

! __ ! ! 1 ! / /
> xp =y =X, X2 = Y1 X3 =Y

» Eis o sistema de 12 ordem
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X1 = X2
| _ _kitk2, b ko
Xy = my X1 m1X2+m1X3
X5 = xa

_ ke k. _ b
Xy = ™o X1 Mo X3 my X4



Forma matricial dos sistemas lineares de 12 ordem

x] = axy + bxo + f(t)
xp = cxy + dxo + g(t)

tem forma matricial x’ = Ax + h(t) com

=) =) =)



Forma matricial dos sistemas lineares de 12 ordem

Exemplo 2: massa-mola acoplado

X1 = X2

I _ktk2, b ko
Xy = my X1 leQ—i— X3
X} = xa

Ik k. _ b
Xy = o X1 T X3 T X

tem forma matricial x’ = Ax com
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PVI e Teorema de Existéncia e Unicidade

Problema de Valor Inicial
x(t) € R", A matriz n x n:

{x’ = Ax + h(t)

(ta) = %6 (PVI)

Teorema de Existéncia e Unicidade
Se h:/ — R"” é uma fungdo continua em um intervalo aberto / e
to € I, entdo (PVI) tem uma dnica solugdo x(t) definida em /.

n graus de liberdade!

Como xg € R”, tem n entradas arbitrarias
—> n graus de liberdade.



Soluc¢des dos sistemas de EDOs lineares homogéneos

x(t) € R", A matriz n x n, considere o sistema

x' = Ax (SH)

Propriedades

» O conjunto das solucdes do sistema de EDOs é espaco vetorial
de dimensdo n

> Sejam x1(t), x3(t), ...x"(t) solugdes

» S3o solugdes LI se x1(t), x3(to), ... x"(to) forem vetores LI

para algum ty
(T.E.U.: e portanto para todo ty = use tg = 0)

» Solugdo geral

x=cxt 4+ ox’ 4 -+ cpx”



Buscando solucdes da forma x = e*v

» Seja x solugcdo do sistema homogéneo de EDOs
/
x = Ax

A

da forma x = e*v com v # 0 constante.

> X' = \eMy

» Substituindo no sistema de EDOs
Aﬁ)({v:A,e)({v — Av=J\v

» Portanto \ € autovalor e v é seu autovetor!



Exemplo: resolva o sistema

x’—02x
S\l -1

0o 2
» Calcule os autovalores e autovetores de A = ( ):

1 -1
-A 2
AM_(l —1—>\>

det(A—A)=X4+X1-2=0 = M\ =-2, \=1

() =)

» Os autoovetores s3o LI.



Exemplo: resolva o sistema

X’—Ozx
S\l -1

» Cada autovetor LI dd uma solugdo LI

L= ity — g2 (—11) L ety et (i) ‘

» Sistema de duas equacgdes:
precisamos de duas solugdes LI, que ja temos.

» Solugdo geral:

x=cax' 4+ ox? =ce <_11> + e’ (i) .



E se houver menos de n solucdes?

Buscando solugdes da forma x = e (tv + w)
> x = eM(tv + w)
> x' = e M(tAv + Aw + V)

» Substituindo no sistema e igualando oos termos polinomiais

x'= Ax
)e)({(t)\v—l—)\w—}—v):Aﬁ)({(tv—}—W)
Av=Xv = (A= A)v=0
Aw = w+v = (A-AN)w=v



Exemplo: resolva o sistema de EDOs

x’—41x
- \-1 6

» Buscando autovalores e autovetores

4-x 1
A_’\l_<—1 6—>\>

det(A— M) =(4—-XN)(6—-X)+1=X>—-10A+25=(\—5)

» Autovalor: A =5 (multiplicidade 2)

» Autovetor: A — 5/ = (:i i)

G )6)=6) ==
0= (3) = <= ()

P> Apenas uma solucdo até agora.



Exemplo: resolva o sistema de EDOs

, (41
x=1_1 )%

» Buscando outra solucdo, da forma x = e (tv + w)
> Vimos: (A=X)v=0 (feito)
(A= X)w=v

» Autovetor: A—5/ = (:i i)

(5 ()-() = eromt = omer
=) = =) ()=



Exemplo: resolva o sistema de EDOs

» Solugdo geral:

1 t
5y 5t
x=ae (1) 2€ <1 + t)



