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Teoria do espalhamento classico

Problema classico de espalhamento
mostra o pard@metro de impacto b
e o dngulo de espalhamento Q

Centro de espalhamento £

O principal problema da teoria do espalhamento classico é:
Calcular o dnqulo de espalhamento com base no pardmetro de impacto dado.




Teoria do espalhamento classico
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Teoria do espalhamento quantico
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Espalhamento de ondas: onda plana de entrada gera uma onda esférica de saida.



Teoria do espalhamento quantico

No espalhamento quantico, buscamos

S w z solugbes para eq. de Schroedinger na forma:
142 a4y
V(o) x Al € + L)
Eikz \{"

/& el 3L (%ra«des Valores de 1)

O numero de onda k esta relacionado a energia das particulas
incidentes de modo usual:
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J{ = \lZWl E Problema resume-se a determinar a
L amplitude de espalhamen ‘@ Q
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A probabilidade de que a particula incidente, que se move em uma velocidade v,

passe por meio da drea infinitesimal do em tempo dt é dadapor &N\ g

4P = 1| ¥ = (4" (see)ds

isso é igual a probabilidade de que a particula se espalhe no angulo sélido correspondente oojL
... portanto:

PEE——

- )
DEY= << - [{(o)]
L _ _—




Analise de ondas parciais

Na teoria de espalhamento unidimensional, estabelecemos que o potencial esta ‘localizado’,
de modo que, externamente a uma regiao de espalhamento finita, & essencialmente zero.

Regido intermediaria

A Zona de radiacao

@ (kr=1)
Regido de _ _
espalhamento Espalhamento por um potencial localizado:

regido de espalhamento (sombreado mais escuro),
regido intermedidria (sombreado mais claro) e
zona de radiag¢do (em que kr >> 1).



Regido intermediaria
V=0

! Regido de

espalhamento

Analise de ondas parciais: formalismo

Zona de radiacéo
(kr=1)

Na regido intermedidria, a equacao radial vem a ser

2
#u_10+1)

dr? r

—_k*u,

e a solucao geral € uma combinacao linear de funcdes esféricas de Bessel:
u(r)= Arj,(kr)+ Brn, (kr).

Precisamos das combinacdes lineares equivalentes a e'k" e e-kr;
elas sao conhecidas como fungoes esféricas de Hankel.:

WY (x)=j(x)+in(x);, K2 (x)=j (x)—in (x);



Regido intermediaria
V=0

! Regido de

espalhamento

Analise de ondas parciais: formalismo

Zona de radiacéo
(kr=1)

Para ondas de saida, precisamos de
funcées esféericas de Hankel do primeiro tipo:

RE) ~ b (k)

Assim, a funcao de onda exata, fora da regiao de espalhamento, é

U(r,6,db) = A[EH’Z +>C,. hV(kr)Y" (6, q:,)}.

[,m

Onde usamos os harmonicos esféricos

Y°(6,4) = [ 1P (cose),

g



Regido intermediaria
V=0

! Regido de

espalhamento

Analise de ondas parciais: formalismo

Zona de radiacéo
(kr=1)

E comum redefinir os coeficientes de expans3o,

(r,0)= A{e’h + ki i (21 +1)a, HY (kr)f;(msa)‘.
=0

a, € chamada de /-ésima amplitude de onda parcial.

Para r muito amplo, entao,
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U(r,0) ~ A|€3‘z + f(ﬂ)i],

em que ——
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Analise de ondas parciais: formalismo

E@) _ :Z (24+1) o, b (ese) I

A secao de choque diferencial é

D@)=1£©®)*=>_> (21+1)(2I'+ 1)a,a,P (cos@)P, (cosh),
I

e a secao de choque total é ~ _

U‘=4‘1TZ(ZI—|-1)|HJ, 2
=0
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Analise de ondas parciais: estratéqgia

A expansao explicita de uma onda plana em termos de
ondas esféricas é conhecida como férmula de Rayleigh:

e =3 (21 1), (kr)P, (cos6).

=0

Utilizando essa equacao, a funcao de onda na regiao exterior pode ser

expressa inteiramente em termos dere 0 :

L

=0 __

bir,8)= A i 21-+1)](kr) + & &, KO (k)| B (cosh).
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MUdanga de fase Uma ‘parede de tijolos’ em x =0

Onda incidente da esquerda

v A "
— _'I'F - _—

. (x) = Ae (x < —a),
~—— Be ™ é inteiramente refletida
— > Ae'™ b (x)=Be ™ (x<—a).

—al ; Se ndao houver nenhum potencial, entao B = -A, pois a funcao
de onda total deve desaparecer na origem:
Espalh t di ional tir d tencial kx _ —ikx 0
spalhamento unidimensional a partir de um potencia "]"g (I}: A(E .y ) (V(I)— U).

localizado limitado a direita por uma parede infinita.

Se o potencial ndo é zero, a funcao de onda toma a seguinte
forma:

b(x)= Ale®™ — @) (7 (x)=0)

N\

o

Toda a teoria do espalhamento se reduz ao problema do calculo

da mudanca de fase § , para um potencial especificado.

A, ),
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Mudanca de fase

o

Toda a teoria do espalhamento se reduz ao problema do calculo
da mudanca de fase § , para um potencial especificado.

— e

No caso tridimensional, como o momento angular é conservado, as ondas parciais se espalham independentemente,
sem mudanc¢a na amplitude, somente na fase.
Se nao houver nenhum potencial, a (/-ésima) onda parcial é

$\) = Ai' (214 1)j (k)P (cos)  (V(r)=0).

8 =@+ KD @] m L +iteE] > 1),
2 2x

(21+1)

¥ —(=1)'e* | P (c0s6) (V(r)=0).

Assim, para r grande: q,g? ~ A



Mudanca de fase

—

Toda a teoria do espalhamento se reduz ao problema do calculo
da mudanca de fase § , para um potencial especificado.

— e

(21+1)
2ikr

Assim, para r grande: q;f]” ~ A [.:?'?“' —(—D'e™ }13}(1:059) (V(r)=0).

O primeiro termo é a onda de saida e tera uma mudanca de fase §;

214+1)] i |
oy Awlﬂ.’(mzﬁs) (=1 e ]Pf (c0s6) (V(r)=0).
2ikr
De fato, comparando a forma assintética oy A[@;;ﬂ [E:?ﬁ‘ (1) e ]+ (21+1) a o P (0s0)
encontramos a = L(EE’E" — 1:1 - le‘;ﬁl sen (E}, ).

ook k




Anélise em termos de ondas parciais lb(rfﬁ'):AE‘J(Z”UIL(W”‘ o, W) (k)| B cos0),

—

Toda a teoria do espalhamento se reduz ao problema do calculo ( 1
a
I

_ (28 _q)— 1 ®gen (Ej,)}

da mudanga de fase § , para um potencial especificado. 2k k

g N

Segue-se que:

N
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Espalhamento: Aproximacao de Born
Forma integral da equacao de Schrodinger

A equacao de Schrodinger independente do tempo pode ser escrita mais
sucintamente como (T"E —|—R’E)1LJ= Q

em que N
k= Z:E e QEZL;TVIJJ.
i

Essa notacao tem a forma superficial da equacao de Helmholtz.



Espalhamento: Aproximacao de Born

Forma integral da equacao de Schrodinger

Suponha que possamos encontrar uma funcao G(r) que resolva a equacao de
Helmholtz com uma “fonte’ fungdo delta: (w2 4 k?)G(r)= 8% (v).

Ent3o, poderemos expressar {f como uma integral: ¢(r)=IG(r—rﬂ)Q(rﬂ)d3rD.

G(r) é chamada de fung¢ao de Green para a equacao de Helmholtz.
A primeira tarefa é resolver essa equacao para G(r). Seja

G(r)= f{?fﬁ Ta(s)d’s.

(2m)*?



Espalhamento: Aproximacao de Born

Forma integral da equacao de Schrodinger

Apos uma série de consideragoes e cdlculos... obtém-se:

Iz [(I"Tﬂw) ( gﬂfeﬁ?)lz_e

8y Amr

ikr

G(r)=

Essa é a fungdo de Green para a equacgéo de Helmholtz.

Ou melhor, € uma funcao de Green para a equacao de Helmholtz, pois podemos acrescentar
ao G(r) qualquer fungdo G(r) que satisfaga a equagcao homogénea: (?2 —|—kE)G (r)=0;

ik‘r r,

a solucao geral para a equagao de Schrodinger tem a forma We) =, (r)_ m J"
‘I‘—I‘

‘ V (r (e )d’r,,

em que ¥ , satisfaz a equagdo de Schrédinger de particula livre, (?E +k2)¢ﬂ —0.



Aproximac¢ao de Born

A primeira aproximac¢ao de Born

Suponha que V(r,) esteja localizado em torno de r, = 0 e queiramos
calcular is(r) em pontos bem distantes do centro de espalhamento

2 r-r
_2 02 a2 0
‘r—rﬂ‘ =7 —|—rﬂ 2r r, =t 1-2 > |
.
e, portanto, ‘r—r ‘gr—%-r | Seja  k=kr;
0 0
entao klr—r ik logo  #li— -
’ e | |:|| E{?R‘r(—? ik L g Ef|l‘ 1‘,3| o e
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Aproximac¢ao de Born

A primeira aproximac¢ao de Born

No caso do espalhamento, queremos q,ﬂ(r): Ae™

~ L1k .
Para r grande, entao, U(r) = Ae® — m e ff_’k'r“V(rﬂ)tp(rD)dBrD.
2h® T

Podemos observar a amplitude de espalhamento:

f0,8)=——"— [ "V(r)u(r))d’r,.

!
2t A




Aproximac¢ao de Born

A primeira aproximac¢ao de Born

Agora, invocaremos a aproximac¢ao de Born: suponha que a onda plana de
entrada ndo seja muito alterada pelo potencial; entao, faz sentido usar

ke K'-
lj:(rﬂ}zq;ﬂ(rﬂ)zAEH o = Ae" 0,

emque k'=kz
_mo

~ i(k'—k)-r 3
Na aproximacao de Born, entao, f(0,4)= Y. IE V(rﬂ)d Ly

Em especial, no caso do espalhamento de baixa energia, o fator exponencial é

essencialmente constante na regiao de espalhamento, e a

aproximacao de Born é simplificada para
Dois vetores de onda na
aproximacao de Born: k" aponta

m . .
f(ﬂr b)= _FI V(r) d’r (baixa E‘ﬂE‘l’glﬂ)- na direcdo incidente,
ar

e k na direcao espalhada.



Aproximac¢ao de Born

A primeira aproximac¢ao de Born

Para um potencial esfericamente simétrico, a aproximacao de Born é
reduzida novamente a uma forma mais simples. Ela define k=k'—k

e permite que o eixo polar para a integral r, fique junto a K, de modo que
(K—k)-r =xr cos6.

Entao ! ity cos6
’ )= —— ”V{r }r senf dr ﬂ.'El d
fO)=———2 [ e by

Descartando o subscrito em r, resta-nos

f(B)=— sz : rV(r)sen(kr)dr (simetria esférica).
h K



Aproximac¢ao de Born

A série de Born

A aproximacao de Born é similar, em principio, a aproximag¢ao de impulso
na teoria do espalhamento classico.

Na aproximacao de impulso, comecamos com a simulacao de uma linha reta
sobre a qual a particula se mantém

Trajetoria
F, real A aproximacéo de impulso supde que a
T / particula ndo seja desviada e calcula o
T —_— momento transverso que lhe é dado.
b
Y

Centro de espalhamento

E calculamos o impulso transverso que deveria lhe ser dado nesse caso: [ = f}fl dt.



Aproximacao de Born Trajotéra

F, real
A série de Born b
—— =T __F_-__—TI_HI ____________

.
Centro de espalhamento

O angulo de espalhamento serd ~ § == ttz__{_l(f fp),

A forma integral da equacdo de Schrodinger é  Ui(r)= Lpﬂ(r)Jrfg(r— rD)V(rﬂ :}lLl(rD:}dRI‘D,

m e

2wk’ T

em que ¥, é a onda incidente, g(r)=—



Aproximac¢ao de Born

A série de Born

Esquematicamente,

b=, + [ gV
Imagine que tomemos essa expressao para s e a insiramos sob o sinal da integral:
b=, + [ Vi, + [[ gvev.

Obteremos uma série formal para .

=1, ‘|‘I§V¢D +fnggV¢ﬂ+ffngngV1pﬂ -

2 (‘Iillll-i\\
]

g ,
Yo Wﬂ« Yo w Yo Q ﬂ .
Mais detalhes ver Cap. 11 §

do livro do Griffiths

Interpretacdo diagramdtica da série de Born.



