Matematica IV - Lista 5

Lista 5: Integrais Multiplas

Conjuntos de Conteudo Nulo

1) Em ao menos trés itens, decida (e prove) se os seguintes conjuntos t€ém ou ndo conteido

nulo no R™:
(a) Um conjunto finito X = {xy,...,z,};
(b) Um intervalo n-dimensional ndo-vazio I (fechado, aberto, semiaberto, etc.);
(¢) Um conjunto aberto ndo-vazio {2 C R";
(d) Oconjunto X = {1,1,...,2 . Ju{o},n=1;
(e) O grifico graf f = {(z,y) e R" xRP | z € K,y = f(x)} de uma fun¢do continua
f: K — RP definida num subconjunto compacto K de R™, n = m + p (estude a de-

monstracdo dada na monitoria de 15/06);
(f) A diagonal de um hipercubo C, AC ={z € C | zy =29 =+ =2,};

(g) As faces de um intervalo n-dimensional I, isto €, conjuntos A tais que existem 0 < k < n
(chamado de codimensdo da face), indices 1 < i1 < 15 < -+ < 1, < n e constantes

cl,...,ckE]RtaisqueA:{xET | xij:cj‘v’jzl,...,k:}.

2) Decida (e prove) se o seguinte conjunto tem ou nio contetido nulo no R?: X = SU O,

s {(1-2) (b 1 rc0)

C={(r,y) eR? | 22 +y*=1}.

3) Sejam X C R"e f: X — R"™ uma fun¢do Lipschitz-continua. Mostre que, se A C X €

limitado e tem contéudo nulo, entdo f(A) tem também contetido nulo. Conclua em particular
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que a propriedade de ter ou ndo conteddo nulo € invariante por difeomorfismos de classe C*

(isto &, bijecdes de classe C'* com inversa também de classe C).

4) Seja M C R™ uma m-superficie compacta, m < n. Usando o Teorema da Fun¢do Implicita
e a compacidade de M, mostre que existem pontos x1,Zo,...,xn € M e vizinhangas U; de z;

em R” tais que:
(i) U; N M € o grafico de uma funcdo (;: V; C R™ — R*™™

(ii) existem compactos K; C V; C R tais que

N
M = graf Gl
=1

Conclua que M tem contetido nulo em R".

5) (Conjuntos de Cantor)

(a) Seja C' o conjunto triddico de Cantor, construido da seguinte forma: Cy = [0, 1]; C; =
[0, %] U [%, 1} € obtido de )y removendo-se seu ter¢co médio; Cy = [0, %] U [%, %] U
[2,2] U [3,1] ¢é obtido de C; removendo-se os teros médios de seus dois intervalos

componentes; e, indutivamente, C,, ; € obtido de C',, removendo-se os tercos médios de

cada um de seus 2" intervalos componentes. Definimos entdo C' = (.__, C,,.

Encontre uma expressdo para C,, como reunido disjunta de 2" intervalos. Mostre que C'

€ compacto e tem contetido nulo em R.

(b) Considere o conjunto C,de construgao similar ao conjunto triddico de Cantor: Cy = [0, 1]
e C,,+1 € obtido de (', removendo-se a 3"-ésima parte média de cada um de seus intervalos
componentes. Mostre que C ndo tem contetdo nulo (é um exemplo do que chamamos de

conjunto de Cantor gordo).



Matematica IV - Lista 5

Integrais Multiplas e Volume de Jordan

6) Sejam () C R™ um intervalo fechado n-dimensional e f: () — R uma funcio limitada.

Mostre que:

(a) f éintegrdvel se, e somente se, | f| (definida por | f| () = |f(x)|) é integravel,
) |[o f(@) do| < [, 1] (@) do.
7) Seja f:[0,1] x [0,1] — R dada por
1, sexG@,OSyS%oux¢@,%<y§1
0 sex€Q,3<y<louz¢Q0<y<i

Mostre que

! 1
3 /0 flz,y) dyzEV:EG[O,l]

(e que portanto, fol fol f(z,y) dy du = 3), mas
1
3 [ fag)dsvyep
0

A fungdo f € integravel?

8) Usando a igualdade da integral multipla e das integrais iteradas sob as condi¢des vistas em
aula, em cada item abaixo, calcule a integral da funcdo f no quadrado () = [0, 1] x [0, 1], no

cubo C' = [0, 1]3 ou no hipercubo C = [0, 1]", dependendo do que for pedido.

@ f(z,y) =2y +ye” emQ

(b) f(z,y,2) = zsinz — 3yztan jzem C
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(©) f(x,y) =sin*(x —y) + cos*(zy) em Q
@) f(z) = ||z[[*em C

(e)

Ty sex <y
flz,y) = em @

0 sex >y

9) Sejam () um intervalo n-dimensional fechado e f, g: () — R fung¢des integrdveis. Suponha

que o conjunto E = {x € Q | f(z) # g(z)} tenha contetiido nulo. Mostre que
[ 1@ = gt do =0
Q

econcluaque [ f = [g.

Defini¢do 1: (Mensurabilidade e volume segundo Jordan ) Seja A C R" um conjunto
limitado. Dizemos que A é mensurdavel segundo Jordan (ou J-mensuravel) se a fronteira de A,
0A, tem contetido nulo. Observe que, como consequéncia, se f: A — R é continua, entdo f é
integravel.

Em particular, a fun¢do caracteristica

1:R*" - R
1 sex € A

T —
0 sex & A

é integravel em A; definimos o volume de Jordan de A por vol A = [, 14(x) d.

10) Mostre ao menos trés das seguintes propriedades da J-mensurabilidade e do volume de

Jordan:
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(a) Se A, B C R" sdo J-mensuraveis, entdo A U B, A N B também o sdo e

vol (AU B) =vol A+ vol B —vol (AN B)

Em particular, se AN B = @ entdo vol (AU B) = vol A + vol B;

(b) Se A C R™, B C R" sdao J-mensuraveis, entio A x B C R também o é e

vol (A x B) =vol A -vol B

(¢) Se A, B C R™ sdo J-mensuraveis e A C B, entdo vol A < vol B;

(d) Se A, B C R" sdo J-mensurdveis e A C B, entdo B\ A é J-mensurédvel e vol (B \ A) =

vol A — vol B;
(e) Se A é J-mensurdvel, entdao f(i e A também o sdo e vol A = vol /Ci = vol A;

(f) Se U,V C R" sdo abertos, p: U — V é um difeomorfismo de classe C! (vide ex. 3) e
Q) C U é um aberto de fronteira regular (vide lista 4, ex. 11) tal que ) C U, entiio todo

Atal que Q C A C Q é J-mensurdvel, assim como ¢(A);
(g) Seja C o conjunto do ex. 5(b). Entio C' é compacto e dC = C, logo C ndo é J-
mensurdvel. Conclua que nem todo compacto nem todo aberto limitado € J-mensurdvel.

11) Mostre que:

(a) Se A € um conjunto limitado tal que 1 4 € integravel, entdo O A tem conteido nuloe A é J-
mensurdvel. Dica: use o Teorema de Integrabilidade de Lebesgue (discutido na monitoria
de 24/06) para concluir que JA tem medida nula, e use o fato de JA ser compacto para

concluir que A tem contéudo nulo (vide monitoria de 24/06);

(b) Mostre que A tem contetdo nulo se, e somente se, A C R" € J-mensuravel e vol A = 0.



Matematica IV - Lista 5

Mudanca de Varidveis

Nos exercicios 12- 14 abaixo, usaremos o Teorema de Mudanca de Varidveis (teorema 1 abaixo),
cuja demonstragdo ndo foi dada em aula. No entanto, sendo uma ferramenta valiosissima no
célculo de integrais, decidi inclui-lo na lista e treind-los no seu uso. Caso tenham interesse
em ver a demonstragdo do teorema, entrem em contato comigo que fornecerei uma referéncia

adequada.

Teorema 1. (Mudanca de Variaveis) Sejam U,V C R" abertos, ¢: U — V um difeomor-

fismo de classe C'' e A C U J-mensurdvel. Entdo:
(i) B = ¢(A) é J-mensuravel,

(ii) Se f: B — R € integravel, entdo a funcdo

fiA—=R

z = (fop)(z) |Do(x)| = f(e(z)) |det Jo(z)]
¢ integravel (onde Jp(x) é a jacobiana de ¢ em x); e

(iii)
éﬂw@—A@WQMw

O Teorema 1 acima j4 é, em dimensdo 1, a principal ferramenta para calcular integrais. Em
dimensdes maiores, pouquissimas integrais sdo calculdveis (sem recorrer a definicdo e mani-
pulacdes analiticas «infernais») sem uma mudanga de coordenadas apropriada, que reflita as

simetrias do dominio de integracdo. Nos exercicios 12-14, exploraremos um pouco sua forga.

12) Sejama < b,c < d € R, f: [a,b] — R uma funcdo integrdvel e u: [a,b] — R uma

reparametrizagdo do intervalo [a, b]: isto é, u/(t) # 0 V t € [a,b]. Use o Teorema 1 para
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mostrar o Método de Substitui¢do (querido conhecido de vocés do Calculo 1):

b u(®) 1 ds
/a £(t) dt = / o) et

sendo essa ultima tipicamente denotada por f;((ab)) f (U)Z_i du.

Note a auséncia do médulo: qual a explicacao disso?
13) (Integracdo em Coordenadas Polares)
Sejam P* = R?\ {0} e H = (0, 00) X R (chamados de plano perfurado e semiplano direito).

Para0 < r < R < oo € R, definimos o dnulo aberto
A(r,R) = {(:L‘,y) cR? | P <a?+yi< RQ}

Analogamente, definimos o anulo fechado A(r, R).
Considere a fun¢do ¢: H — P* dada por ¢(p,0) = (pcosf, psinf). Chamamos ¢ de
aplicacao mudanga de coordenadas polares a cartesianas.

Dados 0 < r < R < 00,0y < 601 € R, definimos o sefor anular aberto SA(r, R, 0y, 0;) por
SA(’I“, R, 90, 91) = ((T, R) X (90, 491>)

Dizemos que o setor anular SA(r, R, 6y, 0;) é proprio se 01 — 0y < 2, isto é, se SA(r, R, 6y, 01)

estd estritamente contido em A(r, R).

(a) Calcule Dy (p,0)edet Jp(p, 0). Mostre que a diferencial de ¢ € inversivel em todo ponto.
Conclua que ¢ é um difeomorfismo local: cada (p, #) € H possui uma vizinhanga aberta

U C H tal que ¢ se restringe a um difeomorfismo entre U e p(U).

Mais especificamente, mostre que se 0 < 6; — 0, < 27, entdo  aplica a semi-faixa
(0,00) x (6o, 01) difeomorficamente sobre o setor anular préprio S A(0, 0o, 0y, 0;), que é

aberto em P*.
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(b)

(©)

Usando o Teorema 1, deduza que o elemento de drea em coordenadas polares € dado por
pdpdd, isto é: se X = SA(r, R, 0y, 0,) é um setor anular préprio, R < oo, entdo para

toda f: X — R integrdvel vale

R 0,
/ f(z,y) dxdy:/ / f(pcos, psin®) pdpdo
X r 0o

Sejam A = A(r, R) um anulo fechado, R < oo, B = SA(r, R,0,27),e f: X — Ruma

fungio integravel. Mostre que A\ B = AN (S, U Sg U X*) tem conteddo nulo, onde
S, ={(z,y) eR* | 2* +y* =r?}

€ o circulo centrado na origem de raio r, Sg € o circulo centrado na origem de raio R e

Xt ={(z,0) | x>0} ¢éo eixo x ndo-negativo.

Defina g: A — Rpor g(z,y) = f(z,y)1p(z,y), i.e.,, g = f dentro de SA(r, R,0,27) e

g = 0 fora. Mostre que

E={(x,y) €A | f(x,y) #9(z,y)} = AN(S, USRUXT)

€ portanto,

/A F(a,y) dudy = /A gla.y) dody = [ glo.y) dedy

B

R s
:/ / f(pcos@, psin®) pdpdd
r 0

Assim, podemos integrar em coordenadas polares mesmo quando nosso dominio de in-
tegracao nio cabe em nenhum setor anular préprio (onde vale o Teorema de Mudanca de

Variaveis).
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(d) Use os itens (a), (b) e (c) para calcular as integrais
/(x—3y+:py2)dxdy volE:/dxdy
D E

onde D = {(x,y) € R? | x2+y2§1}eE:{(x,y)€R2 | (%)2+(%)2<52}.

(e) Use integragdo em coordenadas polares para mostrar que

/ e dt = NZs

o0

14) Considere o elipséide fechado
z—1\° y+2 2 2\ 2
E = R3 i Z_= <—> < 52
{(ﬂs,y72)€ I( 5 )+< 2 )+ 7)) <5
Partindo do sistema de coordenadas esféricas

@: (0,00) x (0,7) x (0,2m) = R3\ {(2,0,2) | x,z € R,x >0}

(p,0,¢) — (psinf cos ¢, psin O sin ¢, p cos 0)

encontre um difeomorfismo
¥: (0,5) x (0,7) x (0,27r) - U C E

tal que £\ U tem conteddo nulo. Use o Teorema 1 para calcular vol F.



