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MAT0164 - Nimeros Inteiros: Uma Introdu¢ao a Matematica
LISTA 5
2021

. Para cada uma das equagdes diofantinas lineares, ou determine todas as solugdes inteiras, ou

mostre que ndo hé solugdes inteiras.

(a) 17x + 13y = 100 (d) 12x + 18y = 50 (g) 12X 4 30Y + 15Z = 24
(b) 21x + 14y = 147 (e) 30x + 47y = —11
(c) 60x + 18y = 97 (f) 30x + 17y = 300 (h) 8X +4Y +3Z =11

Determine todos os mdltiplos positivos de 11 e de 9 cuja soma seja 270.
Determine todos os ntimeros naturais menores do que 1000 que tém resto 9 na divisdo por 37

Determine o menor inteiro positivo que tem como restos 16 e 27, quando dividido, respectiva-
mente por 39 e 56.

Certo senhor, ao descontar um cheque em seu banco, recebeu, sem notar, o nimero de reais trocado
pelo nimero de centavos e vice-versa. Em seguida, gastou 68 centavos e observou surpreso, que
tinha o dobro da quantia original do cheque. Determinar o menor valor possivel no qual o cheque
foi preenchido.

A que ntimero entre 0 e 6 é congruente médulo 7 o produto

9 x 18 x 2322 x 13 x 19?

A que namero entre 0 e 3 é congruente médulo 4 a soma

1424224234+ .. 4292

Determine o resto da divisdo por 7 do ntimero

(@) 101" + 101" + 10 4 .. 4+ 100" (c) 16 +26 + ...+ 100°
(b) 17 +27 + ... + 1007 (d) 2222555 4 55552222

Para os niimeros m abaixo, a que ntimero entre 0 e m é congruente médulo m a soma
142143+ ...+ 10!?
(a) 3 (b) 11 (c) 4 (d) 23

Sejam a,p € IN com p primo. Mostre que se a> = 1(mod p) entdo a = 1(mod p) ou a =

—1(mod p). E 0o mesmo resultado verdadeiro se p ndo for um ntimero primo?
. . . . 9

Determine o algarismo da unidade do ndmero 97"

Ache os algarismos da dezena e da unidade do ntimero 79999%.

Mostre que a soma dos quadrados de quatro nimeros naturais consecutivos ndo pode ser um
quadrado.

Mostre que o ntimero de Mersenne Mgz = 2% — 1 ndo é primo apesar de 83 ser primo. (Mostre
que 28 = 1(mod 167).)

Mostre que o nimero de Fermat F5 = 22’ 41 ndo é primo. (Note que 641 = 5* + 2% e que 641 =
5 x 27 4 1. Mostre que 641|Fs).)

Mostre que se a, b, ¢ e m sdo inteiros tais que ¢ > 0, m > 0ea = b(mod m), entdo ac = bc(mod mc).
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Mostre que n” = n(mod 42) para todo inteiro 7.

Sejam m,n € IN com mdec(m,n) = 1. e seja a € Z. Mostre que a = 0(mod mn) se, e somente se
a = 0(mod m) e a = 0(mod n). Mostre através de um exemplo que a hipétese de mdc(m,n) =1 é
essencial.

Quais sdo todos os inteiros positivos m com a propriedade : “Para todo inteiro 4, se a* = 0(mod m)
entdo a = 0(mod m).”

Mostre que se n é um inteiro tal que n = 3(mod 4) entdo n ndo é uma soma de quadrados de dois
inteiros.

Mostre por indugdo no inteiro positivo n que 4" =1+ 3n(mod 9).
Seja N um inteiro positivo que se escreve na base 10 como

N =7,10" +7,_110" " 4 ... + 1110 + ro.
Mostre que (Regras de Divisibilidade):

(a) 2|N se, e somente se, 2|7.

(b) 3|N se, e somente se, 3|(r, + 7,1+ ... + 71+ 10).

(c) 5|N se, e somente se, 5|ry.

(d) 9|N se, e somente se, 9|(ry, + ry—1 + ... + 11 +19).

(e) 11|N se, e somente se, 11[(—1)"r, + (=1)""'r,_1 + ... — r1 +10].

(f) Mostre que N é divisivel por 7 se, e somente se, Ny = (r,,7y_1....F271 )10 + 5o € divisivel por 7.
Sugestdo: Mostre que 10(Nj + 579) = N(mod 7).

(a) Mostre que nenhum quadrado perfeito se escreve com todos os seus algarismos iguais.
(b) Determinar um quadrado perfeito N = (aabb)1.

Encontre todos os nimeros N de 3 digitos na representacdo decimal com N divisivel por 11 e £ ¢

igual a soma dos quadrados dos digitos de N.
Seja F, = 22" 4+ 1 0 n-ésimo Ntmero de Fermat. Mostre que

(a) Sen > 2 entdo o algarismo da unidade é 7.
(b) Se n > 1entdo F, = 5(mod 12).

(c) Mostre que nenhum ntimero de Fermat pode ser um quadrado ou um cubo.
Mostre que 47 divide um e apenas um dos ntimeros 22% — 1 ou 22 + 1.
Ache o resto da divisdo de 127! por p quando p é primo.

Mostre que para todo n € Z o ntimero

O
5 3 15
é inteiro.
Sejam m,n € IN de mesma paridade e a € Z. Mostre que 3|(a" — a™).

Seja p um ndmero primo positivo tal que p # 2 e p # 5. Mostre que p divide infinitos ndmeros
com todos os algarismos iguais, isto é, p|(aa...a);p onde a € {1,2,3,...,9}.

Sugestio: Prove que 10"(?~1) = 1(mod p) para todo inteiro n > 0.

Seja a um inteiro. Provar que:

(@) a*' = a(mod 15) e @’ = a(mod 42)
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(b) Se mdc(a,35) = 1 entdo a'?> = 1(mod 35)
(c) Se mdc(a,42) = 1 entdo (3 x 7 x 8)[(a® — 1)

Seja p > 2 um primo. Mostrar que

1P +27 + ..+ (p—1)" =0(mod p).
Mostrar que 28 = 1(mod 17).
Sejam p um primo e a2 um inteiro tal que p { a. Provar que
(@) Sep>2, o'z = 1(mod p) ou a7 = —1(mod p).

(b) O menor inteiro positivo e tal que a° = 1(mod p) é divisor de (p —1).

(c) Se e é o inteiro acima e x é um inteiro tal que a* = 1(mod p) entdo e|x.

Determine o resto da divisdo de a por b nos casos:

(@) a=5%eb=126 b) a=30ep=10
Sejam p, g primos distintos e impares tais que (p — 1)|(q — 1). Mostre que se
mdc(a, pg) = 1 entdo a’! = 1(mod (pq)).

Seja a um inteiro. Provar que

(@) a* = a(mod 1729) (b) a”” = a(mod 158)

Mostre que 2730|(n'® — n), para todo n € Z.

Sejam a,m € Z com m > 0. Mostre que se mdc(a, m) = 1 se, e somente se, existe r € Z tal que
ar = 1(mod m). Além disso, mostre que se at = 1(mod m) entdo t = r(mod m).

Determine todos os valores de x tais que:
(a) 5x = 3(mod 24) (c) 3x = 1(mod 10)
(b) 23x = 7(mod 19) (d) 7x = 5(mod 18)
Sejam p, g primos tais que g = p + 2 e p > 3. Mostre que p + g = 0(mod 12).
Mostre que se n > 1 é tal que (n —1)! +1 = 0(mod n) entdo n é primo.
Sejam p e g nlimeros primos positivos com p # q. Mostre que p?~! + ¢g#~! = 1(mod pq.)

Mostre que 13| (270 + 37).

Mostre que
(@) 37|700---03 (b) 37 1300..07.
SN—— N~
3n+1 3n
Mostre que o digito das dezenas de qualquer poténcia de 3 é par.

Mostre que para todo n impar o ndmero
S, = 2211 (221’l+1 _ 1)

termina em 28 quando escrito na representacdo decimal.



