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Resumo 22 ordem

>

v

ay” + by’ +cy=0 (LH)

O conjunto de solugcdes de (LH) é espaco vetorial de dim. 2.

Em ouras palavras, a solugdo geral de (LH) é
y =ay + ays, a,a R
solucdes e* — eq. caracteristica: aA®> + bA +c =0

Caso 1: 2 raizes reais A1 # A2

yi(t) =Mt p(t)=e

Aot
Caso 2: 1 dnica raiz real A

y(t) = e, ya(t) = tet

Caso 3: raizes complexas conjugadas... aula de hoje.

EDOs de 22 ordem n3o homogéneas: aula de hoje.



Raizes complexas conjugadas A = p + iq

>y = elPria)t — opteiqt
yo = elP=ia)t — ePte=iat 535 solucdes de (LH)

» ... mas o que é e'9t?



Exponencial complexa e’

> Séries de Taylor
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» Poténcias de i:



Exponencial complexa e’

» Série de e'?:
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» Férmula de Euler: € = cos@ + isenf



Partes real e imaginaria de solucdes complexas sao solugoes

ay”" +by' +cy=0 (LH)
Suponha y(t) = u(t) + iv(t) solu¢do complexa de (LH)

>

» Queremos solu¢des reais para (LH)!

> y=utiv—= y=uv+iV = y'=dv"+ iV
>

Como y é solugao:

0=ay’ + by + cy
=a(u" + V") + b + V') + c(u+iv)
= (au” + bu' + cu) +i(av” + bV + cv)

=0 =0

» Portanto, u = Ry e v = Imy sdo solugdes reais de (LH)



Se A = a+ bi é raiz complexa da equacdo caracteristica...

> y = e é solucdo de (LH)

y = M — glatib)t _ jat+ibt
= e = %' (cos(bt) + i sen(bt))
= %" cos(bt) +i e sen(bt)

Vv TV
parte real parte imag.

» Portanto, y; = e? cos(bt) e y» = e sen(bt) sdo solucdes de
(LH)
> (aula anterior) W(0) =det (19) =b#0

» y1 = e?'cos(bt) e y» = e sen(bt) sdo duas solugdes LI



Resumo: caso A = a + ib é raiz complexa

a4+ bA+c=0 (LH)

» Eq. caract.: aA?> 4+ b\ + ¢ = 0 tem raiz complexa A = a + i3

» Escreva a solugdo complexa

z(t) = eM = e*e/Pt = 2t cos(t) 4i €t sen(St)

parte real parte imag.

Parte real é uma soluc3o real: y; = e cos(St)

>
» Parte imagindria é outra solugdo real: y, = e** sen(/3t)
» S3o solucdes LI

>

Solugdo geral:

y = c1e*f cos(ft) + cre?" sen(ft)



Exemplo: resolva y” + 2y’ +2y =0

» Eq. caracteristica: A2 +2\+2 =0

> A=22 4x2=—-4 = JA=2j
b= VA 14
>
>

Tome uma raiz complexa: A = -1+

Solugdo complexa:

2(t) = (71Nt = e te — e7(cos t + i sen t)
=e fcost+ie tsent
N—— N——

parte real parte imag.

» Solugdes reais: parte real e parte imagindria de z(t)
_ ot ot
y1 = e ‘cost, ya =€ 'sent

» Solucdo geral: y = cie fcost + cpe fsent



Exemplo: resolva o PVI y" +y =0, y(0) =1, y'(0) = -1

» Eq. caracteristica: N> +1=0 = M\ =—-1 = A=/

v

Tome uma raiz complexa: A =i

» Solucdo complexa:

parte real parte imag.

» Solugdo geral: y = cicost + cpsent

v

Usando condiges iniciais: 1 = y(0) = ¢y cos0+ cxsen0 = ¢
> y'(t) = —cisent+ cpcost —>

—1=y'(0)=—csen0+ cpcos0 = = —1
» Solugdo do PVI: y(t) = cost —sent



Resumo até aqui: resolvemos a HOMOGENEA
ay" +by' +cy=0 (LH)

» Equacio caracteristica: aA\? + b\ + ¢ =0

» Caso 1: 2 raizes reais A1 # Ao

> ()= e, pa(t) =
> Solugdo geral de (LH): y = cieMt + et

» Caso 2: 1 dnica raiz real A

> yi(t) = e, y(t) = tett
> Solugdo geral de (LH): y = (c1 + cot)et

» Caso 3: raizes complexas conjugadas A =p+gq
> solugdo complexa: z(t) = e = .- = ePt cos gt + iePt sen gt
> y; = parte real de z(t): y1 = e cos(bt)
> y, = parte imagindria de z(t): y» = e sen(bt)
» Solugdo geral de (LH): y = c1e? cos(bt) + c,e? sen(bt)



EDOs n3ao homogéneas

Contando o final da histdria antes. ..

ay” + by + cy = h(t) (L)
» Chamamos de homogénea associada a EDO
ay” +by' +cy=0 (HA)

» Sejam y; e y» solugdes LI da homogénea associada.

» Seja y, uma solucdo qualquer de (L), que chamamos de
solucdo particular

» A solugdo geral de (L) é a soma da solugdo geral da
homogénea com a solug¢do particular, isto é,

y=ayit+ay+yp



Vamos mostrar isso. . .

Passos:
» Se y e w sdo solugdes de (L),
a diferenga z = y — w é solugdo de (HA) — préximo slide
> Entdo z=cy1 + oy
(pois essa é a forma das solugdes da homogénea)
> Entdoy =y + oy, +w

» Como y é arbitraria, concluimos que y = c1y1 + oo + w é a
forma de todas as solug¢des!

» Apenas chamamos w de y,:

y=ayr+ oy + yp-



z =y — w é solucdo da homogénea

» Sejam y e w solugdes de (L):
ay” + by’ + cy = h(t)
aw” + bw' + cw = h(t)
» Fazendo z = y — w e subtraindo as equagdes:
a(y’ —w")+b(y' —w')+c(y —w) = h(t) — h(t) =0
~—— —— ——
Z// Z/ z

» Portanto,
az’ + b7 +cz=0

isto é, z é solucdo da homogénea associada.



RESUMO

ay” + by’ + cy = h(t)
1. Resolva a homogénea associada (HA): ache y1 e y»
(j& estudamos)
2. Ache uma solugdo particular y, de (L)
(a seguir)
3. Solugdo geral:
Yy =ayr+ ey + yp-



Exemplo 1: y” 4+ 5y’ + 6y = 12

1. Resolver a homogénea
» Homogénea associada: y” + 5y’ +6y =0
» Equacdo caracteristica:
N4BA+6=0 = A\ = -2\ =-3
> y=e M p=e

2. Achar uma solugdo particular
> por inspecdo, note que x, = 2 é uma solugdo

3. Solugdo geral:

y = cle_2t + cze_3t +2



Métodos para encontrar solucoes particulares

1. Método da Variagido dos Pardmetros (esta aula)
Vantagem fécil de explicar e aplicar
serve para todas as EDOs
Desvantagem resolver integrais

2. Método dos Coeficientes a Determinar (ndo estudaremos)
Vantagem Contas faceis, apenas contas algébricas
Desvantagem Muitos casos
Algumas EDOs simples



Método da Variacao dos Parametros

Motivacdo:
» Aproveitar que as solugdes da homogénea sio LI, portanto

yi(t)  y2(t)
det <y1(t> y§<t))#°’ v

» Se montdssemos um sistema com essa matriz de coeficientes,
esse sistema sempre tem solucdo

» Esse método se aproveita disso para calcular y, da forma

Yp = ur(t)y1 + v2y2

onde uy, up sdo fungdes (ndo constantes) que temos que
descobrir



Derivando y, = u1y1 + thy»

Yp = u1y1 + 2y (2 termos)

>
>y, = upy1 + uyy + ugy2 + uoy, (4 termos)
> Dessa forma, y, terd 8 termos (& ruim)

>

Faremos uma simplificacdo (a 12 linha de nosso sistema)
uiy1 + tpy2 =0
» Com a simplificacdo

/I

Yp = u1y] + tys

>y = Uiyl + uy] + uhys + oyl



Substituindo as derivadas em (L)

h(t) = ay, + by, + cyp
= a(uyy; + uiyy + upys + ayy)
+ b(ury; + ways) + c(uyr + u2yo)

agrupando termos com u1, Uy, uo, U

= uy(ay1) + up(ayz)
+ uy (ayy + byy + cy1) +ua2 (ay; + bys + cy2)

=0 =0

Portanto

uy(ayy) + up(ays) = h(t) = ujy + usy; =

h(t)



Das duas equacoes formamos um sistema

> uj e uj satisfazem as equagdes
Uiy + ubyr =0 (simplificagdo)
Uiy + uhyh = h(at) (eq. anterior)
» Montamos o sistema (que sempre tem solugdo)
<y1(t) Y2(f)> (%) _ ( 0 )
n(t) ya(t)) \u3 h(t)/a

> Resolvendo o sistema, achamos u] e U}

v

Integrando essas fun¢bes, achamos u; e up

» Pronto! y, = u1y1 + woy».



RESUMO: Método da Variacdo dos Parametros

1. Forma de yp: yp = u1y1 + oy

> sema (0 (O (4 0
o 20) () = (acrse)

3. Resolver o sistema para achar uj e u

4. Integrar para achar u; e up



Retomando o exemplo: y” + 5y’ + 6y = 12

1. Resolver a homogénea

2t

— —3t
yi=e¢e y Y2=¢€

2. Achar y, pelo Método da Variagdo dos Parametros
> a=1 h(t) =12.

e 2t e 3t uj 0
(—2e—f —3e—2f> (ug) - (12)

y = cle_2t + c2e_3t +2

3. Solugdo geral:



Retomando o exemplo: y” + y = sect

1. Resolver a homogénea
y1 =cost, y,=sent

2. Achar y, pelo Método da Variagdo dos Parametros
» a=1, h(t) =sect.

cost sent) (uf\ (O
—sent cost) \uy)  \sect
up\ _ f[cost —sent 0\ [—tant
ub)  \sent cost sect) 1

0 0
Vulz—ftant:|n|cost|+d, w=t+c
» y,=cost x In|cost|+ tsent

3. Solugdo geral:

y=ci1cost+ cpsent+cost X In|cost|+ tsent



