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12.1 INTRODUCAO %

» Um sistema de coordenadas no plano é formado por:
Uma base (dois vetores LI) e um ponto, chamado origem do sistema coordenado.
Sistemas ortonormais: plano cartesiano = Y.(0,B = {i,]}).

PROBLEMA: Como determinar um sistema coordenado apropriado para resolver

problemas geomeétricos?

» Na sequéncia, serdo apresentadas duas técnicas para relacionar coordenadas
definidas em sistemas distintos, o que € de muita utilidade para determinar, entre

outras questdes geometricas, a equacao geral das conicas.

» Tais técnicas, denominadas mudancas de coordenadas, sdo conhecidas como

Translacao e Rotacao de Sistemas Coordenados.
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12.2 TRANSLACAO

» A translacdo é uma mudanca de coordenadas entre dois
sistemas no plano, .,(0,B = {,j}) € 2.,(0’,B = {1,J}), em que
a base permanece a mesma e a origem do sistema estad em um

ponto diferente de 0(0,0).

» Considere no sistema cartesiano Oxy um ponto arbitrario

O’(h,k). Sera introduzido um novo sistema, O’x’y’, tal que:
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» Se P € um ponto qualquer gue pertence ao plano, suas coordenadas serao:

(x, y) no sistema Oxy; e

Y. 0.0

(x', ¥") no sistema O’x’y’.
» Da figura anterior, é possivel estabelecer a seguinte relacao entre estas coordenadas:
x'=x-h
y'=y-k
Ou, vetorialmente: (x,y) = (x',y") + (h, k).

» Aplicacao da Translacao: determinar as equacoes gerais das conicas cujo centro ou

vertice ndo coincide com a origem 0(0,0) do sistema cartesiano.
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12.3 VERTICE DA PARABOLA FORA DA O}‘,@
ORIGEM DO SISTEMA CARTESIANO

O eixo da parabola é paralelo ao eixo Oy

Seja uma pardbola de vertice V(h,k) e eixo
paralelo ao eixo dos y. As coordenadas h e k A
de V sdo dadas em relacdo a Oxy. y /> eixo // Oy

LR S i

Sabe-se que no sistema 0’x’y’: x'? = 4py'.

Ecomox'= x—h;y" =y —k,tem-se:

o (x—h)? =4p(y — k)

0 h

que € a equacdo geral da pardbola de vértice
V(h, k) fora da origem e eixo paralelo ao eixo Oy.
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II. O eixo da parabola ¢ paralelo ao eixo Ox

De forma analoga:
P(x,y)

2 eixo //Ox
(v~ k)? = 4p(x — b) N
e a equacao geral da pardbola de vertice > X

V(h, k) fora da origem e eixo paralelo ao eixo
Ox.
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Equacao da Parabola na Forma Explicita

» Uma parabola de vértice V(h, k) e eixo paralelo a Oy tem como equacéo geral:
(x - h)? =4p(y - k)
que pode ser apresentada sob a forma:
y=ax’*+bx+c
Chamada forma explicita da equacao da parabola com eixo paraleloa Oy .

» Reciprocamente, dada uma equacdo na forma explicita, € possivel conduzi-la a
equacao geral.
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Observacoes

a) Se a parabola tem eixo de simetria // Ox, tera a equacao na
forma explicita representada por x = ay’+ by +c, que
correspondente a equagdo geral (y — k)? = 4p(x — h).

b) O sinal do coeficiente a na forma explicita € 0 mesmo de p e,
portanto, indica a concavidade da parabola.
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12.4 CENTRO DA ELIPSE FORA DA
ORIGEM DO SISTEMA CARTESIANO

O eixo maior da elipse € paralelo a Ox

Considere uma elipse de centro C(h, k) e

um ponto P(x, y) qualquer da elipse.

Se . +2° = 16aeq. dael i
e§+ﬁ— € a €q. da €ellpse no sistema

). )

O’x’y’, entao:

_ 2 _ 2
(x-h? =k? _

a? b? 1

E a equacdo geral da elipse de centro
C(h,k) fora da origem e eixo maior
paralelo a Ox.

10

%

y AN
Y1 P(xy)
k- Alﬁ e > X'
QO' F2
0 h 7 X
LOB 1036



II. O eixo maior da elipse € paralelo a Oy

Analogamente ao caso anterior:

_ 2 _ 2
(x-h? =k? _

b? a? 1

e a equacao geral da elipse de centro
C(h, k) fora da origem e eixo maior paralelo
a Oy.
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Observacao

No caso em que a = b e 0 centro esta
em C(h,k), a equacdo da elipse pode
ser reescrita como:

(x—hm?+(y-k?=a

que representa a equacao geral de uma

circunferéncia de raio a e centro C(h, k) @) h+a h h-a3a
fora da origem do sistema.
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12.5 CENTRO DA HIPERBOLE FORA DA %‘,é
ORIGEM DO SISTEMA CARTESIANO -

O eixo real da hipérbole é paralelo a Ox

Considere uma hipérbole de centro C(h, k) e

um ponto P(x, y) qualquer da hipérbole.

x?2 oy .
Se i 1 é a eq. da hipérbole no

Y. 0.0

sistema O’x’y’, entao:

(-1 y-i? _

a? b? 1

e a equacdo geral da hipérbole de centro
C(h, k) fora da origem e eixo real paralelo a

Ox.
|3
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O eixo real da hipérbole € paralelo a Oy

yp y AN
KtCgmmmm == ¢ ko
De forma analoga:
ktad = === ®
Az
y-K* &-h? k- : >
2 =1 C= 5
a b?
A1
K—Cp=mmmm = g
JP&xy)
e a equacao geral da hiperbole de centro k—aj======== $F1
C(h,k) fora da origem e eixo real O h
paralelo a Oy.
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» Qualquer conica cujos eixos estejam sobre os eixos coordenados, ou sejam paralelos

Observacao

a eles, pode ser representada na forma explicita como:
Ax?>+By?*+Dx+Ey+F =0

» Aou B énulo — parabola.
» A e B tém sinais iguais — elipse.

» A e B tém sinais contrarios — hipérbole.

N2 N2
EXEMPLOS: x2 +2y? — 4x — 4y + 1 = 0 — elipse > - + (ys/” =1
2

x? —6x — 5y — 16 = 0 — parabola — (x — 3)*=5(y + 5)
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EXERCICIOS D

Determine a equacdo na forma explicita da parabola com vertice V(4,1) e diretriz

| _ ” — L2 L, 12
d: x + 4 = 0. Esboce o grafico. X=2y — Yt

Encontre a equacdo geral da parabola cujo eixo de simetria é paralelo a Oy e passa

pelos pontos P,(0,0); P,(1,1) e P4(3,1). Esboce o grafico. (x —2)* = -3 (y - g)

Determine a equacdo geral da cOnica que satisfaz: vértices A,(1,-4), A,(1,8) e

_1\2 _2\2
-D? | 0-2?° _ 4
20

excentricidade 2/5. Classifigue-a e esboce o grafico. elipse; equacio: —~
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Determine os vertices A, e A,, o foco F, e a excentricidade da elipse com centro C (- 3,0),
foco F,(-1,0) e tangente a Oy. Esboce o grafico e encontre sua equagdo na forma explicita.

A,(-6,0), A,(0,0), F,(-5,0), e = 2/, equacdo: 5x? + 9y? + 30x = 0

Determine a equacdo geral da hiperbole que satisfaz as seguintes condigcbes: focos
F,(-1,-5), F,(5,-5) e hipérbole equilatera. Esboce o gréafico.

equacdo: 2x? — 2y —8x — 20y — 51 =0

Escrever a equagdo —25x2 + 9y% — 50x — 90y = 25 em termos das variaveis do sistema
auxiliar O’x’y’, classificar a conica, determinar o centro e 0s elementos e representar

. ., . 2 2
raficamente. hipérbole; equacdo: 2= — X =1
p 25 9
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12.6 FORMA QUADRATICA £

DEFINICAO: Uma forma quadratica é uma equacéo do tipo:
Ax? + By*+Cxy+Dx+Ey+F =0

em que A, B e C ndo sédo todos nulos.

» Objetivo: classificar as formas quadraticas.

Dada uma forma quadratica, determinar o lugar geomeétrico no plano Oxy
que ela representa =» conica.

» Perguntas:
a) E possivel eliminar os termos lineares Dx e Ey das formas quadraticas?

b) E possivel eliminar o termo quadratico misto Cxy das formas quadraticas?
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Translacdo e a Forma Quadratica

» Que alteracdes a forma quadratica Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0 sofre

quando uma mudanca de coordenadas associada a translacéo é realizada?

» De acordo com uma translacdo, é possivel substituir x por x' + h e y por y' + k na
forma quadréatica. Desenvolvendo os quadrados e ordenando as poténcias de x' e y':

Ax'> + By + Cx'y' + 2Ah + Ck + D)x" + (Ch + 2Bk + E)y' + Ah? + Bk? + Chk + Dh+ Ek+F =0

» Como o termo independente é f(h,k) = Ah* + Bk? + Chk+ Dh+Ek +F, a

expressao anterior pode ser reescrita como:

Ax'? + By'? + Cx'y' + 2QAh+ Ck + D)x' + (Ch+ 2Bk + E)y' + f(h,k) =0
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» Na equacdo anterior, estabelecida a partir de um sistema de coordenadas
auxiliar (transladado) O’x’y’, é de interesse eliminar os termos lineares em x’
e y'. Isto &, procuram-se valores de h e k taisque 2Ah + Ck +D =0e Ch +
2Bk + E = 0.

» Desta forma, h e k sao solucao (se existir) do seguinte sistema linear:

2Ah + Ck = =D
Ch+ 2Bk = —E
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» Se 0 determinante dos coeficientes das incognitas do sistema linear anterior,
|2A C
C

= —_ 2 :
2B 4AB — C“, tem valor:

+ 0 — sistema tem unica solucdo — h e k representam a origem do sistema
transladado (termos lineares podem ser eliminados) — Solucdo: vazio, ponto,

circunferéncia, elipse, hipérbole ou duas retas concorrentes.

=0 — sistema tem infinitas solu¢cbes — termos lineares ndo podem ser

eliminados por meio de translacdo — Solucao: vazio, reta ou duas retas paralelas.

= (0 — sistema nao tem solucdo — termos lineares nao podem ser eliminados por

meio de translacdo — Solucéao: vazio ou parabola.
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12.7 ROTACAO £

DEFINICAO:

» Uma rotacdo € uma mudanca de
coordenadas ortogonais em que, a partir
do sistema de coordenadas cartesiano
>, (0,B={j}) , é obtido qualquer

sistema Y.,(0,B" = {e{,e,}), por um giro

de @ radianos, em sentido anti-horario.

» Objetivo: obter as coordenadas (x',y")

de um ponto P com coordenadas (x, y).
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» Lembre-se: todo ponto P no plano cartesiano Oxy pode ser representado pela
distancia r do ponto até a origem do sistema e pelo angulo « formado entre re 0

eixo Ox.
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, _ 0 _ lacig: © ~ eosa
ortanto, no sistema Oxy existe a relagao: y = rsena

x' = rcos(a — 0)

y' =rsen(a —0) ' que equivale a:

E, no sistema Ox’y’, define-se:

x" = rcosacosf + rsenasenf

x' = xcosf + ysenf
y' = rsenacosf — rcosasenf

y' = —xsenf + ycos6

Resolvendo o sistema nas incognitas x e y, obtém-se:

x = x'cosf — y'senf
y = x'senf + y'cos6

24
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E como esta rotacéo afeta a forma quadratica Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0?

Rotacao e a Forma Quadratica

Substituindo x por x'cosf — y'senf, y por x'senf + y'cosf na forma quadratica e
lembrando que sen28 = 2senfcos6 e cos20 = cos?0 — sen?6, obtém-se:

Ax2+B'y*+Cxy +D'x +E'y +F =0
em que:
A" = Acos?0 + Bsen?8 + CsenfcosO
B' = Asen?0 + Bcos?6 — Csenfcosh
C' = (B — A)sen26 + Ccos26
D' = Dcosf + Esenf

E' = —Dsenb + Ecos@

F'=F
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Deseja-se que, no sistema de coordenadas auxiliar (rotacionado) O’x’y’, o termo
quadratico misto desapareca. Portanto, supde-se que este termo existe na
equacao do sistema Oxy, isto e, C # 0, e sdo procurados os valores de 6 para 0S
quais C" = 0. De acordo com a eq. da forma quadratica em termos de x’ e y’,

C' = 0 se e somente se:

A—B
cotg26 ZT' 0<20<m
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» Para simplificar, A’ e B’ sdo obtidos como solucéo do seguinte sistema:

A +B"'=A+B

A-B' =—— (=C2+(A-B)?)

sen26

» Se D#+0 e E+0, é necessario calcular D' e E' através das expressdes

D' = DcosO + Esenf e E' = —Dsenf + Ecosé.

» Assim, € sempre possivel, por meio de uma rotacdo conveniente, obter uma nova

equacado da conica que nao contenha o termo quadratico misto.
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12.8 IDENTIFICACAO E ESBOCO o
DA CONICA

» Neste ponto, é possivel identificar e esbogar uma conica, conhecendo sua equacao.

Ideia: eliminar o termo quadratico misto utilizando uma rotacdo e 0s termos

lineares, utilizando uma translacéo.

Estratégia: na primeira mudanca de coordenadas, as coordenadas de um ponto no
novo sistema serdo dadas por (x', y'); e, se houver necessidade de uma segunda

mudanca, as coordenadas de um ponto nesse sistema serdo dadas por (x", y").
» Por onde comecar? Rotacao ou translacao?
Na pratica, TANTO FAZ!

Mas, comecando pela translacéo, evita-se o trabalho de calcular D’ e E' na rotacao.
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EXEMPLOS

Identifigue e esboce a conica cuja forma quadratica é dada por:

1) 4x% +5y2 4+ 4/5xy — 12v/5x + 24y — 36 = 0

2) 4x*+7y*—4xy+12x+6y—9=0
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