POLINOMIOS DE LEGENDRE
ELETROMAGNETISMO

Equagdo diferencial

Ao aplicar o método da separacdo de varidveis em coordenadas esfé-
ricas, encontramos a equagdo diferencial que define os polindmios de
Legendre. Especificamente, procuramos uma solugdo para a equacao
de Laplace, V2V = 0 na forma

V(r,0) = R(r)©(0). (1)
Resultou entdo que
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Como cada um dos termos a esquerda depende de uma varidvel
diferente, a equacdo somente tem solucédo se o primeiro termo for uma
constante e o segundo, o negativo da mesma constante. Veremos que
é prético chamar essa constante de /(¢ + 1). Igualar a —¢(¢{+1) o
segundo termo a esquerda na Eq. (2) resulta na equagdo diferencial
ordindria
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As fungodes trigonométricas tornam a Eq. (3) pouco atraente. Como
de costume quando se trata de coordenadas esféricas, é mais conveni-
ente trabalhar com a varidvel u = cosf. Com isso, podemos ver que
du = —sen0d6, o que promete simplificar a equagao diferencial. Para
simplificd-la ainda mais, multiplicamos o denominador e o numerador
da funcdo na primeira derivada a esquerda por sen 6, para mostrar que
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Dado que sen? = 1 — u? e que sen0df = — du, a Eq. (4) pode ser
escrita na forma

S(a-) D) =~ +ve, )

muito mais tratavel do que a Eq. (3).

A Eq. (5) é homogénea. Se f(u) for uma solugdo, Af(u) também
serd solugdo, onde A é uma constante arbitrdria. Para eliminar essa
indefini¢do, convenciona-se exigir que a solucdo seja igual a unidade
para u =1, isto é,

Ou=1)=1 6)



Solugdo pelo método de Frobenius

O método de Frobenius recomenda procurar solu¢des polinomiais para
a Eq. (5). De maneira geral, procurar solu¢des com a forma

@(M) = Z ‘Xn,muml (7)

onde os &, , sdo coeficientes a determinar e m ¢ um inteiro que, em
principio, pode ser escolhido arbitrariamente.” A convencao (6) impoe
uma condi¢do sobre os coeficientes:

m

Wy = 1. (8)
=0

n

Casos particulares

Para ver que a solucdo pode ser um polinémio, podemos examinar
dois casos particulares.

O menor inteiro m que faz sentido, na Eq. (7), é a unidade.
Nesse caso, o polindmio tem grau zero, ou seja, é uma cons-
tante:

O (u) = &gy )

Com O(u) constante, as derivadas no lado esquerdo da equa-
¢do (5) se anulam e resulta que

Ll +1)agy = 0. (10)

O coeficiente «(, ndo pode ser zero: se fosse, a funcdo © se
anularia. Assim, a Eq. (10) implica £ = 0. Achamos uma so-
lugdo. Fixar o coeficiente & é fécil, a partir da Eq. (6), e segue
que

Oy(u) =1. (11)

2. Funcgéo linear.

Com m = 2, o polindmio é linear:

O (u) = gy +aq 11 (12)
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' As solugdes polinomiais ndo s&o as unicas,
mas sdo as Unicas que sdo bem comporta-
dasem 0 = 0 e § = 7. Essa questdo esta
muito bem discutida no livro texto, logo abaixo
a Eq. (3.63).



Podemos substituir o lado direito da Eq. (12) no lugar de ® na
equagdo diferencial. (5). O resultado é

—20q U = —0(0+ 1)&0/1 — L0+ 1)aq qu. (13)

Os termos proporcionais a u nos dois lados da Eq. (13) devem
ter coeficientes iguais. O coeficiente a; ; 7 0 ndo pode ser zero:
se fosse, o polindmio se reduziria a uma constante, caso que
ja superamos. Assim, a Eq. (13) exige que o fator de a;ju a
esquerda seja igual ao fator de a; ;u a direita:

2= —L(0+1), (14)

0 que mostra que a fungéo linear é a solugdo da equagdo dife-
rencial quando

{=1. (15)

Ja o termo constante no lado direito da Eq. (13) ndo tem cor-
respondente no lado esquerdo. Segue que y; = 0, e assim a
solugdo (12) se reduz a @ (u) = a; ;u, e como ela estd sujeita a
condigdo (6), podemos ver que

O, (u) = u. (16)

Caso geral

O procedimento adotado acima pode ser repetido para m = 3,4,.... E
facil, mas fica cansativo para m grande. E melhor fazer uma analise
geral. Vamos, portanto, substituir a expressdo polinomial (7) no lugar
de © na equacgdo diferencial. As derivadas podem ser imediatamente
calculadas, e resulta que

m m

m
Yy n(n— Tu" 2 — Yo oayn(n+Du" =—L(0+1) ) a,,u".
n=0 n=0 n=0

(17)

O segundo termo a esquerda é parecido com o termo a direita. Po-
demos combinar os dois numa soma s, para obter a equagao

m m

Yo nn—1u"r =Y (n(n +1) =40+ 1))ocn,mu”. (18)

n=0 n=0

A soma no lado esquerdo da Eq. (18) comega com n = 2, porque o
fator n(n — 1) é nulo para n = 0 e para n = 1. Por isso, a equagdo se
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reduz a

m m
Y n(n—1)u" Z ( (n+1) E(f—b—l))zxn’mu”. (19)

n=2 n=0
O que atrapalha nessa igualdade é o desequilibrio entre as poténcias
de u: u" 2, a esquerda, e u", a direita. Para nivelar, vamos definir uma
varidvel p = n — 2 e substituir n por p + 2 na soma a esquerda. Com

isso, encontramos que

m—2

th om(p+2)(p+1u f( n+1) €(£+1))wn,mu”. (20)

Para facilitar mais a comparagdo, convém trocar outra vez o indice
de soma a esquerda. Como o indice é mudo, qualquer simbolo serve,
e podemos trocar p por n:

m—2

m
Z X ipm(n+2)(n+1)u Z ( (n+1) €(£+1))txn,mu”. (21)
n= n=0
Fica facil, agora, comparar o coeficiente de u", a esquerda, com o
coeficiente de u", & direita. Em primeiro lugar, é necessario ver que
os dois tltimos termos na soma a direita ndo tém correspondente a
esquerda. Significa que os dois tltimos somandos tém de ser zero. No
caso do ultimo somando, temos que

o (m(m F1)— e+ 1)) —0. (22)

Como «,, ,, ndo pode ser zero (se fosse zero o polindmio ndo teria
grau m) a Eq. (22) exige que o fator multiplicando «,, ,, seja zero, o que
somente é possivel se

m={. (23)

Assim, tiramos a primeira conclusdo importante: dado ¢, a solucéo
da Eq. (5) é um polindmio de grau ¢. Em particular, a solugdo para
¢ = 0 é uma constante, como mostra a Eq. (11), e a solugédo para ¢ =1
é linear, como mostra a Eq. (16).

Essa conclusdo é tdo importante que, para lembrar que a solugdo é
um polindmio de grau /, passaremos a chama-la de P, (u), em lugar
de ©,,(u). Os P, (¢ =0,1,2,...) sdo conhecidos como polindmios de
Legendre.

Para aprender mais sobre os polindmios de Legendre, vejamos o
pentltimo somando no lado direito da Eq. (21). Com n = m —1,
temos que

zxm_lrm((m—l)m—ﬁ(ﬁ—!—l)) =0. (24)
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Aqui, também, um dos termos do produto a esquerda tem de ser
zero. Como m = ¢, o termo entre parénteses vale —2¢, que somente
se anula no caso ¢ = 0, que ja resolvemos com a Eq. (11). Para os
demais /s, o termo entre parénteses na Eq. (24) é diferente de zero, o
que significa que «
-1

melm = 0. Em outras palavras, o coeficiente que

multiplica u no polinédmio é sempre zero. J4 vimos um exemplo:
no caso linear, o polindmio é dado pela Eq. (16), que ndo tem termo
constante.

Podemos agora voltar a Eq. (21) para examinar os termos com n <
m — 2. Ha somandos proporcionais a u” (n = 0,1,...,m — 2) nos dois

lados da iguadade. A comparagédo entre eles mostra que

(n(n +1)— 0+ 1))%,,1 — (A1) 42y,  (1=01,...,m—2).

(25)

Como ja sabemos que m = ¢, podemos escrever que

(n(n+1) =L +1) )y = M+ D42y np  (1=0,1,...,0-2).

(26)

A Eq. (26) € uma relagdo de recorréncia. Dado , ,, ,, ela diz quanto
vale a, ,. Suponhamos, por exemplo, que £ seja par. Comegamos com
®, ;, que ainda ndo conhecemos. A partir dele, a relagdo de recorréncia
determina « =y depois a,_ 400 € assim ir até chegar em Xg - Com isso,
teremos encontrado todos os coeficientes com 7 par.

Os coeficientes impares sdo todos nulos, porque o pentultimo coefi-
ciente, a, ; , € sempre zero, como jd vimos. A relacdo de recorréncia
nos diz que af — 3,¢ também é zero. Seguindo assim, mostraremos
que todos os an, £ com n impar sdo nulos, até a1, = 0.

Se ¢ for impar, tudo se inverte. O tltimo coeficiente, « 000 multiplica
a poténcia impar u'. A relacao de recorréncia permite encontrar todos
os coeficientes com 1 impar. J& o pentltimo coeficiente é nulo, &, | , =
0. Como ¢ —1 é par, a relacdo de recorréncia mostra que todos os
coeficientes com 7 par sdo nulos.

Em resumo, quando ¢ é par, a solugdo P, (u) é um polindmio de
grau ¢ que somente tem poténcias pares de u e é, portanto, uma fungao
par de u. Quando ¢ é impar, a solugdo é um polindmio de grau ¢ que
somente tem poténcias impares de u e é, portanto, uma funcdo impar
de u.

De uma maneira ou de outra, todos os coeficientes sdo proporcio-
nais ao coeficiente &y que é desconhecido. Para encontra-lo, basta
lembrar que a soma dos coeficientes deve ser a unidade, Eq. (8).
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Dois exemplos

Vejamos, como primeiro exemplo, / = 4. Podemos empregar a rela-
¢do de recorréncia para comegar com n = 4 e descer ou, ao contrério,
comegar com n = 0 e subir. E mais simples subir. A relacio de recor-
réncia, com ¢ = 4, toma a forma

(n+1)(n+2)ay 04 = (n(n4+1) =20)a,,  (1=0,2).  (27)
Assim, com n = 0, vemos que
0(2’4 == _10“014. (28)

Em seguida, com n = 2, vemos que

7
Nyg = —-0py = ﬁ”‘o 4 (29)
7 6 % 3 %

E como os coeficientes tém soma unitdria, podemos ver que

35
ag4(1—10+ g) =1, (30)
ou seja,
DCO,4 - g. (31)

Finalmente, podemos juntar os resultados:

3 —30u? + 35u*
P4 (Z/l) = f (32)

Vejamos, agora, o segundo exemplo: £ = 3. Como ¢ é impar, come-
caremos com al,3 e subiremos. A relacdo de recorréncia é

(1) + 25 = (nn+1) = 12)a,s  (n=1), ()

e ela nos d4, imediatamente, que

5

M35 = —3013: (34)

Impomos, em seguida, que a soma dos coeficientes é unitaria:

5
“1,3(1 - 5) =1, (35)
para ver que
3
=——. 6
b3 =—5 (36)
Por fim, temos que
—3u + 5u°

Py =—77— (37)

Uma segunda versdo, que publicarei mais adiante, mostrara [a par-
tir da Eq. (5)] que os polindmios sdo ortogonais.
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