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Newton-Raphson I-dim. Finding a root.

Consider the Newton method (sometimes called also
tangent method) in one-dimensional case in order to
solve the equation gpθq “ 0. Suppose that g is differ-
entiable. Let θ̄ be a root of the equation. By Taylor’s
expansion obtain

0 “ gpθ̄q “ g
`

θn ` pθ̄ ´ θnq
˘

“ gpθnq ` pθ̄ ´ θnqg
1pξq,

0 – gpθnq ` pθ̄ ´ θnqg
1pθnq

0 –
gpθnq

g1pθnq
` pθ̄ ´ θnq ùñ θ̄ “ θn ´

gpθnq

g1pθnq

ùñ θn`1 “ θn ´
gpθnq

g1pθnq
.
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Newton-Raphson I-dim. Finding a root.

θn`1 “ θn ´
gpθnq

g1pθnq

𝜃௡ 
𝜃௡ାଵ 

𝑔 𝜃௡ + 𝜃 − 𝜃௡ 𝑔´(𝜃௡) 

0 = 𝑔 𝜃௡ + 𝜃௡ାଵ − 𝜃௡ 𝑔´(𝜃௡) 
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Newton-Raphson I-dim. Finding a minimum.

In order to find the minimum of a function fpθq the
N-R method use Taylor’s expansion of a second order:

fpθn ` pq – fpθnq ` pf
1pθnq `

1

2
p2f 2pθnq “: mppq Ñ min

p

Bmppq

Bp
“ f 1pθnq ` pf

2pθnq “ 0.

Thus

p “ ´
f 1pθnq

f 2pθnq
and θn`1 “ θn ´

f 1pθnq

f 2pθnq
.
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Newton-Raphson I-dim. Finding a root and min-
imum.

gpθq “ 0 vz fpθq Ñ min

θn`1 “ θn ´
gpθnq
g1pθnq

θn`1 “ θn ´
f 1pθnq
f 2pθnq

Optimization problems:

piq To find an extreme points of a function hpθq in a
domain θ P Θ.

piiq To find a solution (solutions) of an equation gpθq “
0 in a domain θ P Θ.

Two type of problem can be considered as equivalent:

piq Ñ piiq Reformulate the problem piiq in the form of
piq by choosing hpθq “ g2pθq.

piiq Ñ piq Reformulate the problem piq in the form of

piiq by choosing gpθq “ dhpθq
dθ

.
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Example. Newton-Raphson I-dim. Finding a
root.

Consider the case gpθq “ θ2: for some a ą 0 consider
equation θ2´a “ 0. Let us apply the recurrent formula

θn`1 “ θn ´
gpθnq

g1pθnq
.

Thus

θn`1 “ θn ´
θ2
n ´ a

2θn
“

1

2

´

θn `
a

θn

¯

.

(Heron’s formula)

One says that a calculator uses the Heron’s formula

in order to compute a square root of a number.



Aula 6. Optimization Methods I. 6

Example. Newton-Raphson I-dim. Finding a
square root.

The iteration formula

θn`1 “
1

2

´

θn `
a

θn

¯

.

does not used in calculators according https://www.
quora.com/How-do-computers-compute-the-square-
root-of-something

“On modern computer hardware, it is much cheaper
to perform a multiplication operation than a division
operation... So one typical trick is this: Instead of
computing the square root, compute the reciprocal
of the square root. That is, instead of

?
n, compute

1{
?
n. It turns out that this is a far easier number to

compute, and if you need the square root, multiply
this number by n and you are done.”
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Example. Newton-Raphson I-dim. Finding a
square root.

Consider equation gpθq “ 1{θ2: for some a ą 0 con-
sider equation 1{θ2´a “ 0. Let us apply the recurrent
formula

θn`1 “ θn ´
gpθnq

g1pθnq
.

Thus

θn`1 “ θn ´

1
θ2
n

´ a

´ 2
θ3
n

“
1

2

´

3θn ´ aθ
3
n

¯

.
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Newton-Raphson I-dim. Convergence conditions.

Consider an iteration formula θn`1 “ φpθnq. Let again
θ̄ be a root gpθ̄q “ 0, and suppose that g is a differen-
tiable function, thus

θn`1 ´ θ̄ “ φpθnq ´ φpθ̄q “ pθn ´ θ̄qφ
1pξq,

where ξ is between θ̄ and θn.

If |φ1pθq| ď q ă 1 for all θ P R, then |θn ´ θ̄| decrease as
at least geometrical sequence with progression coef-
ficient q ă 1. If |φ1pθ̄q| ą 1, then |φ1pθq| ą 1 at some
neighborhood of θ̄ and iterations will not converge. If
|φ1pθ̄q| ă 1 and |φ1pθq| ą 1 out of some neighborhood
of θ̄, then we need to start near the point θ̄ in order
to achieve a convergence.

Note: (i) lessen q faster convergence, (ii) near θ̄ the
convergence is determined by φ1pθ̄q and it is faster if
φ1pθ̄q “ 0.
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Successive approximation method. The first step of the
method substitutes the equation gpθq “ 0 by an equivalent ver-
sion θ “ φpθq. The second step is the iteration scheme: (1)
θ “ θ0; (2) then θn`1 “ φpθnq, n “ 0,1, . . . .

 

 
Метод последовательных приближений 

 
Для использования метода последовательных приближений исходное нелинейное уравнение f(х) = 0 заменяется равно-

сильным уравнением 
 

x = ϕ(x).                                                    (8) 
 

Пусть известно начальное приближение корня х = х0. Подставляя это значение в правую часть уравнения (8), получим 
новое приближение: 

 

х1 = ϕ(х0). 
Далее, подставляя каждый раз новое значение корня в (8), получаем последовательность значений: 

 

xi + 1 = ϕ(xi),   (i = 0, 1, …, n).                                          (9) 
 

Геометрически метод итерации может быть пояснён следующим образом. Построим на плоскости хОу графики функ-
ций у = х и у = ϕ(х). Каждый действительный корень ξ уравнения (8) является абсциссой точки пересечения М кривой у = 
ϕ(х) с прямой у = х (рис. 5, а). 

 
 

Рис. 5. Сходящиеся итерационные процессы 
 

Отправляясь от некоторой точки А0 [x0, ϕ (x0)], строим ломаную А0В1А1В2А2 … («лестница»), звенья которой поперемен-
но параллельны оси Ох и оси Оу, вершины А0, А1, А2, … лежат на кривой у = ϕ(х), а вершины В1, В2, В3, …, – на прямой у = х. 
Общие абсциссы точек А1 и В1, А2 и В2, …, очевидно, представляют собой соответственно последовательные приближения х1, 
х2, … корня ξ. 

Возможен также другой вид ломаной А0В1А1В2А2 … – «спираль»  рис. 5, б). Решение в виде «лестницы» получается, ес-
ли производная ϕ′(х) положительна, а решение в виде «спирали», если ϕ′(х) отрицательна. 

На рисунке 5, а, б кривая у = ϕ(х) в окрестности корня ξ пологая, т.е. ¨ϕ′(x)» < 1, и процесс итерации сходится. Однако, 
если рассмотреть случай, где ¨ϕ′(x)» > 1, то процесс итерации может быть расходящимся (рис. 6).  оэтому для практического 
применения метода итерации нужно выполнение достаточного условия сходимости итерационного процесса.  

Пусть функция ϕ(х) определена и дифференцируема на отрезке [a, b], причём все её значения ϕ(х) ∈ [a, b]. 
 

 
 

Рис. 6. Расходящийся итерационный процесс 
 
Тогда, если существует правильная дробь q такая, что ¨ϕ′(x)» ≤  q < 1 при a < x < b, то:  
1)  процесс итерации xi + 1 = ϕ(xi),   (i = 0, 1, …, n) сходится независимо от начального значения х0 ∈ [a, b]; 
2)  предельное значение 

∞→
=ξ

n
nxlim  является единственным корнем уравнения х = ϕ(х) на отрезке [a, b]. 

 

Пример 5. Уравнение 
f(x) ≡ x3 – x – 1 = 0                                         (10) 

 

имеет корень ξ ∈ [1, 2], так как  f(1) = – 1 < 0 и f(2) = 5 > 0. 
Уравнение (10) можно записать в виде 

 

х = х3 – 1.                                                 (11) 

а) б) 
Note, |φ1pθq| ă 1 on the pictures.
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Successive approximation method. Condition for
convergence.

If |φ1pθq| ą 1 then the method can diverge, see on the
following picture:
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Общие абсциссы точек А1 и В1, А2 и В2, …, очевидно, представляют собой соответственно последовательные приближения х1, 
х2, … корня ξ. 

Возможен также другой вид ломаной А0В1А1В2А2 … – «спираль»  рис. 5, б). Решение в виде «лестницы» получается, ес-
ли производная ϕ′(х) положительна, а решение в виде «спирали», если ϕ′(х) отрицательна. 
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Тогда, если существует правильная дробь q такая, что ¨ϕ′(x)» ≤  q < 1 при a < x < b, то:  
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имеет корень ξ ∈ [1, 2], так как  f(1) = – 1 < 0 и f(2) = 5 > 0. 
Уравнение (10) можно записать в виде 
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Aula 6. Optimization Methods I. 11

Successive approximation method. Criteria for
convergence.

Let φpθq defined and differentiable on the interval ra, bs
with values on ra, bs. If there exists q ą 0, such that
|φ1pθq| ď q ă 1 for all θ P ra, bs, then

1. iteration process θi`1 “ φpθiq converges indepen-
dently of the initial choice θ0 P ra, bs;

2. the limiting value ξ “ limnÑ8 θn is the unique root
of the equation θ “ φpθq on the interval ra, bs.
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Successive approximation method. Example.

Consider the equation gpxq “ 0, with gpxq “ x3´x´1.
Note that the equation has a root on the interval
r1,2s, because gp1q “ ´1 ă 0 and gp2q “ 5 ą 0. The
equivalent equation is x “ x3 ´ 1, with φpxq “ x3 ´ 1.
Observe that φ1pxq “ 3x2 ą 3 for any x P r1,2s. Thus
the process will diverge.

Another equivalent equation is x “ 3
?
x` 1, and φ1pxq “

1

3 3
?
px`1q2

ă 1
4

for any x P r1,2s. The process converges

very fast.
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[RC] Example 5.2. Newton-Raphson 2-dim in R:
“nlm” function.

The likelihood associated with the mixture model

0.25Npµ1,1q ` 0.75Npµ2,1q

is bimodal. For a simulated sample of 400 observa-
tions from this mixture with µ1 “ 0, µ2 “ 2.5, it is
produced (minus likelihood) by

ą set.seed(1)

ą da=c(rnorm(100),2.5+rnorm(300))

ą like=function(mu)-sum(log((.25*dnorm(da-mu[1])+
.75*dnorm(da-mu[2]))))
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[RC] Example 5.2. Newton-Raphson 2-dim in R:
“nlm” function.

By “contour” and “image” the log-likelihood function
“like” is computed.

ą mu1=seq(-2,5,by=0.05) #alpha grid for image

ą mu2=seq(-2,5,by=0.05) #beta grid for image

ą post=matrix(ncol=length(mu1),nrow=length(mu2))

ą for (i in 1:length(mu1)){ for (j in 1:length(mu2))

ą { post[i,j]=-like(c(mu1[i],mu2[j])) } }

ą image(mu1,mu2,post,xlab=”mu1”,ylab=”mu2”)

ą contour(mu1,mu2,post,add=T)
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[RC] Example 5.2. Newton-Raphson 2-dim in R:
“nlm” function.

−2 −1 0 1 2 3 4 5

−
2

−
1

0
1

2
3

4
5

mu1

m
u2
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[RC] Example 5.2. Newton-Raphson 2-dim in R:
“nlm” function.

Using “nlm” the models are obtained within a few
iterations, depending on the starting points, and the
intermediate values of the Newton-Raphson sequence
can be plotted by

ą sta=c(1,1)

ą mmu=sta

ą for (i in 1:(nlm(like,sta)$it)) {

ą mmu=rbind(mmu,nlm(like,sta,iterlim=i)$est)

ą }

ą lines(mmu,pch=19,lwd=2)
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[RC] Example 5.2. Newton-Raphson 2-dim in R:
“nlm” function.
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[RC] Example 5.2. Newton-Raphson 2-dim in R:
“nlm” function.

ą nlm(like,sta)

$minimum

[1] 695.8622

$estimate

[1] 0.1740339 2.5178156

$gradient

[1] 5.684342e-07 -1.219130e-06

$code

[1] 1

$iterations

[1] 8

Mensagens de aviso perdidas:
In nlm(like, sta) : NA/Inf substituido pelo máximo valor positivo
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[RC] Example 5.2. Newton-Raphson 2-dim in R:
“optim” function.

optim(par, fn, gr = NULL, ...,

method = c(”Nelder-Mead”, ”BFGS”, ”CG”,
”L-BFGS-B”, ”SANN”, ”Brent”),

lower = -Inf, upper = Inf,

control = list(), hessian = FALSE)
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[RC] Example 5.2. Newton-Raphson 2-dim in R:
“optim” function.

ą optim(c(1,1), like, method = ”BFGS”)

$par

[1] 0.174035 2.517817

$value

[1] 695.8622

$counts

function gradient

31 9

$convergence

[1] 0

$message

NULL
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[RC] Example 5.2. Newton-Raphson 2-dim in R:
“optim” function.

n=as.numeric(optim(c(1,1), like, method = ”BFGS”)$count[1])

sta=c(1,1)

mmu=sta

for (i in 1:n) {

mmu=rbind(mmu,optim(c(1,1), like, method = ”BFGS”,
control=list(maxit=i))$par)}

lines(mmu,pch=19,lwd=2,col=”blue”)
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[RC] Example 5.2. Newton-Raphson 2-dim in R:
“optim” function.
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Newton-Raphson for system of equations.

Consider the system of equations, for θ P Rd

Φpθq “ 0, where Φ : Rd Ñ Rd.

The method is derived from the equation

Φpθnq `Φ1pθnqpθn`1 ´ θnq “ 0,

and

θn`1 “ θn ´ pΦ
1pθnqq

´1Φpθnq.
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Newton-Raphson for system of equations. Bi-
dimensional case.

Consider the system of equations, for θ “ pθ1, θ2q P R2

Φpθq “
´Φ1pθq

Φ2pθq

¯

“

´0

0

¯

, where Φ : R2 Ñ R2,

the iteration formula is

´θ
pn`1q
1

θ
pn`1q
2

¯

“

´θ
pnq
1

θ
pnq
2

¯

´

´

BΦ1pθq
Bθ1

BΦ1pθq
Bθ2

BΦ2pθq
Bθ1

BΦ2pθq
Bθ2

¯

´1

θ“θpnq

´Φ1pθpnqq

Φ2pθpnqq

¯

.



Aula 6. Optimization Methods I. 25

Newton-Raphson for system of equations. Bi-
dimensional case. Example.

Find the minimum fpxq “ x2
1`2x1x2`3x2

2`4x1. Make
the first step of Newton-Raphson method.

After differentiation we have

´

Bf
Bx1

Bf
Bx2

¯

“

´2x1 ` 2x2 ` 4

2x1 ` 6x2

¯

“

´0

0

¯

.

Initial xp0q “ p0,0qT . Thus

´x
p1q
1

x
p1q
2

¯

“

´0

0

¯

´

´2 2

2 6

¯´1´4

0

¯

“ ´

´ 3
4
´ 1

4

´1
4

1
4

¯´4

0

¯

“

´ 3

´1

¯

.


