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Unidade I:
Fundamentos da Teoria Atomica

e Atomo de Hidrogénio
e Atomo de Hélio
e Introducéo a Espectroscopia






Capitulo 1: O Atomo de Hidrogénio

E natural comegarmos nosso estudo com o 4tomo de hidrogénio. Ele é o sistema
molecular mais simples que existe (é formado apenas por um elétron e um proton) e,
como veremos, é 0 Unico que possui solucdo exata (o proprio Schrodinger aplicou sua
equacéo para resolvé-lo).

1.1 A resolucéo
Para resolver o atomo de hidrogénio, devemos considerar alguns aspectos:

e O elétron estd submetido a um campo central devido ao nucleo dado por

vin--= (L)

sendo e a carga do elétron, r a posicdo e Z o nimero atébmico (no caso do
Hidrogénio Z = 1).

e O momento angular se conserva. Assim
[ H]=[L, H]=0 (1.2)

Note que esse € um problema de dois corpos, que obviamente é redutivel ao
problema de um corpo, se passarmos para o referencial do centro de massa e
considerarmos a massa reduzida .

0 Rn Ze

Figura 1.1: Representacdo esquematica de um atomo hidrogénico.

1 1 1 mM 1 m
—=—+—>=>u= =m =m|l-— (13)
u m M m+M 1+m/M M

Porém M >>m (M =1836m), assim x=m.
A equacéo de Schrodinger independente do tempo fica ento:
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Como a parte radial independe da parte angular, a funcdo de onda pode ser
escrita como

\Pmm(r'g' §”): R (r)YIm (0’ §”) (1.6)

Substituindo (1.6) em (1.5) e resolvendo a equagéo, temos que:
221 | g
Yo (r.0,0)=N_e" [naJ Lo (22 Inay)Y,, (6, 9) .7
sendo L3, (2Zr/na, ) os polindmios associados de Laguerre, Y, (6, ¢)os harmonicos

~0,5A o raio de Bohr.

esféricose a, = f
me?

Harmonicos Esféricos

I m Yin (6.9)
0 0
\Nar
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27
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Tabela 1.1: os primeiros harmonicos esféricos
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Funcdes de Onda Radiais Hidrogénicas

n I Orbital R,
3
1 0 15 (Lo
a
3 Pl
ZY\ [1 2
0 2s Z1 |Z(2=p)e 2
| g2~
2
zye 1 >
1 2p = = pe?
a 24p
3 Pl
zZYye [1 2
0 33 | =], [==(6-6p+p°)e 2
2 ) \azg(6-62+7")
3 Pl
zZYe [1 £
=) \ags(*7P)P
3
2 3d (2] L %
a) \2430

Tabela 1.2: as primeiras funcGes de onda radiais para atomos hidrogénicos,
27Zr

sendo que p = —.
n

Z%*m

Os autovalores sdo: E, = o n=1,2,3.. (1.8)
n°h

Note que para cada valor n (chamado de nimero quéntico principal) temos uma
ou mais fungdes de onda associada. Por exemplo, para n = 2, temos;

nN=2=1=0=>m=0 —> ¥ 00 = RyYoo
l=1>m=-101 - \Pll—l = R11Y1—1; \Pllo = R11Y10; \Plll = |:\>11Y11

Este fato € chamado de degenerescéncia. Para o atomo de hidrogénio, o grau de
degenerescéncia g é:

g=>Y " 2l+1=n’ (1.9)
Compare com o exemplo!
1.2 Transicdes e Regra de selecao
Os elétrons podem mudar de estado quéantico. Quando essas mudangas envolvem
0 numero quéntico principal n, chamamos o fendmeno de transi¢do. Se Ninicial>Nfinal

temos uma emissao. Se Ninicial<Nfinal, t€MOS uma absorc¢ao.
A probabilidade de que um desses eventos ocorra pode ser calculado por:
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2
Pz‘(‘PJ,u“IQ}‘ (1.10)
onde (¥, |é o estado inicial, “Pf > é o estado final e x é o operador dipolo.
Considerando a polarizagdo como linear, temos:

M =eZ=constY,, (1.11)
Aplicando esse resultado na parte angular da funcéo de onda, encontramos:

le.m.YloY,mdQ¢O se m=m=Am=0
I'=1t1=Al=+1

(1.12)

que sdo as regras de selecao.
1.3 Relacgdo entre a energia cinética e a energia potencial

Para operadores que ndo possuem dependéncia intrinseca do tempo podemos
escrever

ih%(ﬂ) =([QH]) (1.13)

Aplicando esse resultado para r.p temos:

i dt(r p)=([r.p.H]) (1.14)

[F,H]:{F,ﬁ*}gﬁlﬁ (1.15)

= [F.p,H]=-irr. vV +% p* =—ihr.VV +in(2T) (1.16)
3t<r p)=0=2(T)~(rVV)=2(T)=(rVv) (1.17)

Para o Campo Coulombiano: V = —% STVW=V=2(T)=-V (1.18)
SeV=r":=rVV=nr"=nvV=2(T)=n(V) (1.19)

Para o oscilador harménico unidimensional temos:
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V=ax2:>x%=zv:>2<T>=2<V>:><T>=<V> (1.20)

1.4 Momento Angular Total

O momento angular total consiste na soma de duas componentes:
e O momento angular orbital I, que esté relacionado a0 momento de dipolo
por:

7=l (1.21)

en .
sendo 4, = ome 0 magneton de Bohr.
mc

e O momento angular de spin§, relacionado ao momento magnético intrinseco

por
fi = 98 (1.21)
onde g é uma constante.
Assim, 0 momento angular total é dado por j =1 +3 (1.22)
Como se trata de uma soma vetorial, temos que |I —s| <J<l+s (1.23)
1 . 13
Exemplo: para | =1, s :§:> J =§’§

Notacgdo: chamamos o0 médulo do momento angular | de nimero quantico
secundario ou azimutal e denotamos:

=0 1 2 3
S P D F

Definimos também a notacgéo espectroscopica para os possiveis multipletos
como:

2S+1 L
J

onde L é o valor associado ao nimero quantico secundario, J sdo 0s possiveis valores
para 0 momento angular total e S é o momento de spin total. O nome do multipleto é
dado pela grandeza (2S+1) que é a multiplicidade de spin: se ela valer 1, temos um
singleto, se o valor for 2, temos um dubleto, para 3 é um tripleto etc.

Exemplo: para uma particula (s = %2) no estado caracterizado pelos nimeros quantico
n=2,1 =1 temos que o0s possiveis multipletos sdo:
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2 2
Porzs "Ry

que sao dubletos.
1.5 Perturbacéo de 12 ordem

Como vimos o atomo de hidrogénio possui degenerescéncia, ou seja, mais de
uma funcdo de onda com o mesmo nivel de energia. Entretanto a equacdo (1.7) ndo
considera o spin. De fato, o nimero quantico de spin € “posto a mao” na formulagdo da
mecanica quantica proposta por Schrédinger. Entretanto, se no operador Hamiltoniano
substituirmos o operador momento linear classico pelo operador momento linear
relativistico, o spin surge como uma consequiéncia natural. Essa substituicao foi feita
originalmente por Dirac, e a equacao resultante leva seu nome. Entretanto, a equacdo de
Dirac esta além do escopo deste curso.

O que nos interessa aqui € que uma vez que existe o spin, sua interacdo com o
momento angular (interacdo spin-orbita) faz surgir um desdobramento nos niveis, que
deixam de ser degenerados. A isso chamamos estrutura fina. A variacdo de energia AE

entre os dois novos niveis separados € proporcional a <T§> Vamos calcular quanto
vale esse termo.

j2=(Iﬁ+§).(r+§)=I2+2Iq.§+s2 (1.25)
:<T+§>:%[<j2>—<lz>—<sz>]:%[j(j +1)-1(1+1)~-s(s+1)] (1.26)

Exemplo: Para um atomo de 1 elétron (s = %) com | = 1, usando a equacdo (1.26), a
separacao entre os niveis sera proporcional a:

j:g:AED (+1),j:%:>AED (-2)

‘

[
i v
b

Figura 2.1: A separagéo de niveis degenerados devido a interagéo spin-orbita.

Note que apesar da assimetria do deslocamento dos niveis, hd uma conservacéo:
0 numero de projecdes de j vezes a distancia do novo estado ao estado degenerado.

= 4 projecies = 4 x1=4

N | w

11
22
2

projecdes = 2x2=4



Capitulo 2: O Atomo de Hélio

No capitulo anterior vimos que o atomo de hidrogénio pode ser resolvido
analiticamente. Vimos também alguns fendmenos espectroscdpicos que podem ser
explicados pela Mecénica Quantica. Agora, estudaremos 0 segundo atomo mais
simples, o Hélio. Apesar dessa simplicidade, por se tratar de um problema de 3 corpos
(um nucleo e dois elétrons), veremos que o atomo de Hélio ndo possui solucao analitica!
Para estudar esse sistema, teremos entdo que usar métodos mais sofisticados como
Teoria de Perturbacdo e o Método Variacional. Esses dois métodos sdo a base para o
estudo de sistemas atdmicos e moleculares mais complexos.

2.1 A resolucgéo

Para resolver o a&tomo de Hélio, podemos aplicar a equacdo de Schrodinger da
mesma maneira que fizemos para o0 &tomo de Hidrogénio, levando apenas em conta que
agora temos 2 elétrons orbitando o nucleo. O hamiltoniano podera ser escrito como a
soma dos hamiltonianos dos elétrons 1 e 2, mais um termo devido a interacdo entre 0s
dois elétrons.

H=h(1)+h(2)+V 2.1)
onde
n’ Ze?
h(l)=—V>-— 2.2
W=—5n Vi~ (22)
h’ Ze*
h(2)=——V;-— 2.3
(2)==5 Ve (23)
, Figura 2.1: Representacdo esquematica
V = f_ 2.4) para 0 atomo de hélio.
12
sendo Z = 2.

Note que devido a (2.4), a equacao de Schrodinger ndo é separavel, de forma que
é impossivel de se obter uma solugéo analitica.

O que fazer entdo?

Vamos analisar 3 tentativas distintas e ver que resultados podemos obter.
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Tentativa 1: O Desespero

Suponha que vocé precisa resolver o atomo de Hélio, mas ndo conhece nada
melhor do que utilizar a equacdo de Schrodinger da maneira que fizemos até agora. O
nosso problema para obter uma solucdo é a existéncia do termo (2.4), relativo a
interacdo elétron-elétron. Como um ato de desespero, vamos desprezar esse termo!
Dessa maneira a solucdo é simples: a equacdo de Schrodinger se torna separavel de
forma que a solucéo é o produto de duas fun¢des de onda, uma para cada elétron.

lIJ(:I" 2) = \Pnlllml 'lljnzlzm2 (25)

onde ¥, e ¥ sdo dadas por (1.7). Como a solucdo é do tipo produto, os
autovalores serdo a soma dos autovalores das fungdes originais de forma que:

Z%'m(1 1
Enlnz = — [—24‘—2} (26)

Nylom

2n* \nf n

Agora, precisamos checar a validade de nossa aproximacdo. Se o resultado que
obtivermos for muito préximo do que é medido experimentalmente, entdo vale a pena
desprezar (2.4) pela facilidade que isso proporciona em obter um resultado muito bom.

Vamos considerar o0 estado fundamental (nlznzzl). Sabendo que

e‘m

— =13,6eV, de (2.6) temos que E,, =-108,8eV.

n
O resultado experimental para o estado fundamental do Hélio é -79 eV!!l Ou
seja, a interacdo elétron-elétron é muito importante e ndo pode ser desprezada.

Tentativa 2: Teoria de perturbacdo em 1% ordem

Se a solucdo para o Hélio é simples se ndo considerarmos o (2.4), entdo
podemos fazer o seguinte: reescrevemos (2.1) como

H=H,+AV 2.7)
2
onde H,=h(1)+h(2)é o hamiltoniano ndo perturbado e AV :(:— é a perturbacéo,
12
sendo que a equagao

H,WY, =EY, (2.8)

que € a equacao nao perturbada, tem solucdo analitica dada por (2.5). Para calcular a
equacéo de Schrodinger independente do tempo com a perturbacéo, ou seja,

HY =EY¥ (2.9)

vamos assumir que a funcdo de onda (e consequentemente seus autovalores) tem uma
expanséo do tipo:
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Y=V, +A1P" +...

2.10
E=E,+AE® +... (2.10)

Os termos A¥®e AE® sdo ditos correcdes de 12 ordem. Substituindo (2.10) em (2.9)
temos

(Ho+ AV) (W + 290 ) =(E, + AED ) (W, + A¥?) (2.11)

Desenvolvendo, aplicando a identidade polinomial em A e desprezando os
termos de segunda ordem (que sdo proporcionais a A?), vem que

H, ¥, = E, %, (2.12)
H, @ +V¥, = E¥® + EVY, (2.13)

Como ja vimos, (2.12) é a equacdo nao perturbada cuja solucdo € (2.5). Agora,
multiplicando (2.13) por ¥, a esquerda e integrando

(W, |H, \\P<1>>+<\PO V|¥,)=E, (¥, \\P<1>>+ EO (¥, |¥,) (2.14)

devido a ortonormalidade das fungdes de onda (W,|H,|¥®)=0, (¥,[¥®)=0, e
(¥,|¥,)=1, 0 que resulta em

EY =(W,|V|¥,) (2.15)
De (2.5) vem que para o &tomo de Hélio no estado fundamental
¥, =¥ ()W (2) (2.16)

sendo ¥ (1) e ‘Pls(z)dadas por (1.7). Como as expressdes sao muito grandes,
convém utilizar aqui as unidades atdmicas para simplificar a notagéo.

Definicdo: Unidades Atdmicas

Definimos o sistema de unidades atbmicas (a.u.) como sendo o sistema onde
vale a seguinte relacéo:

e=h=a,=1
Neste sistema, a unidade de energia é o hartree, homenagem ao fisico e
matematico inglés Douglas Rayner Hartree (que, como veremos na Unidade 3, é

criador de um dos métodos para resolver sistemas moleculares), sendo que

1 hartree = 27,21 eV.
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Usando este sistema de unidades, podemos escrever:

W =207YZ% = W, = L gmzen (2.17)

N

Substituindo em (2.16) e em (2.15) temos

3 6
\I,O _ Z_e—Zrle—Zl’z = E(l) — Z—zj.e_zzrl ie_zzrzdfidrz (218)
T T P

2Zr, >, df, —)édﬁ'

Mudanca de variavel: 1 = L - Z—Z (2.19)
221, > 1,y F, > o, C
z° 1 1 1 5
=SEY =" =27 |e" et didi, > EY ==Z
n* 82°82° I r, L 8 (2.20)

2072

Usando Z = 2: E® =1 25hartree=34,01eV. Logo, E=E,+E® =-74,8eV,
lembrando que E_, =-79eV. Se usassemos mais ordens, obteriamos um resultado
mais proximo, embora isso aumentar muito a quantidade de calculos.

Tentativa 3: Método Variacional

Considere novamente a equacdo de Schrodinger independente do tempo, a qual
ndo sabemos resolver para o atomo de Hélio. Suponha agora uma funcdo arbitraria @
de quadrado integravel que possa ser expandida num conjunto completo ortonormal, ou
seja

®=3CY¥, (2.21)
n

Assim, n0s podemos escrever

HO =& = HY, =E W, vn (2.22)

O que nos interessa saber €é: quanto vale &(®)=(®|H|P)?
Um resultado importante quanto a isso é 0 seguinte teorema.

Teorema: para uma funcdo @ nas condicdes descritas acima, vale que
£(®)=(0|H|®)> E,

onde E, é a energia exata do estado fundamental.

Demonstracéo: de (2.21) podemos escrever que
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<®|®>=§C§Cm<in5|/‘@=zn: c,| =1 (2.23)
Entéo
~ . o ~ 2
X L L
Mas {E,} =E,,E,,E,,...
= &£(D)> Eozn:|cn|2 =E, .. |&(®)=(®|H|®)>E, (2.25)

Agora vamos tentar uma solucdo variacional para o Hélio. A idéia é bem
simples. Note que a repulsdo elétron-elétron faz com que cada elétron sinta a atragédo
coulombiana gerada pelo préton menos intensamente, dai a energia para excita-los ser
menor (79 eV e ndo 108,8 eV). Dessa maneira, podemos dizer que cada elétron cria uma
blindagem em torno do ndcleo, fazendo com que o outro elétron sinta apenas um campo
efetivo = eZgfetivo, OU S€ja, Um numero atbmico menor que o real. A questdo passa ser
entdo: quanto vale Zeeiivo? Para responder a essa questdo, considere a seguinte fungéo
@, adaptada de (2.18)

3
(24

O=—ge e (2.26)
T

onde vamos fazer o —Z (a é dito parametro variacional), minimizando a funcéo

efetivo

£(®), uma vez que o teorema acima garante que ela sempre serd maior ou igual a
energia exata E; .

£(@)=(®[H|®) (2.27)
H=h+h,+V com h, =—%V§—£ (2.28)
rn
Como
2
vio=| L 20 lpovio-|at-La (2.29)
or: r or r

entao
£(@)=-Lta? + Loa(o|to)-Lo? + Loa(o| L 0) - 2(0)| L |0) - 2(0| L |0)+ (@)v|0)
2 2 r 2 2 r, r r, —

- 5a
ja calculamos =?

mas os elétrons sdo particulas indistinguiveis, assim
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1 1
(@ f0)~(0]0) 230

0 que reduz a expressao acima a

5

§(®)=-a’ +22(0|=[0) -4(®] [ ®)+ @2:31)

1

Note que a fungdo @, assim como a funcgéo original ¥, pode ser escrito como
0 produto de duas funcdes, uma para cada particula

® =¢(1)¢(2) com ¢(n)=0=2a"""""Y,, (2.32)

. 1 ] ]

jaque — é operador de apenas uma particula, ele atua somente na particula 1, de forma
r1

que podemos reescrever (2.31) como

()= +2a{g (O]l (1) (00 o0} + 5 23y

Resta apenas calcular <¢(1)‘%‘¢(1)> .

<¢(1)|1|¢(1)> S 1 r7dn, [YedQ =4a° [e*r dr =a
h ho T e

T ~ (2.34)
Romaiizadon (20
Substituindo esse resultado em (2.33), temos
5(@):—a2+2a2—4a+5§:a2—2—87a (2.35)
Minimizando
98 0m20-2 _gmgX (2.36)
da 8 16
Note que a = 2seria 0 Heélio hidrogénico. Assim, podemos concluir que
5
a=2-—=72-0 (2.37)
16

onde o € ablindagem e para o Hélio vale 5/16.
Finalmente, substituindo o valor obtido em (2.36) na equacéao (2.35) chegamos a
& =-2,85hartrees =-77,5eV (apenas 1,5eV de diferenca para o resultado experimen-
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tall!). De fato, se usassemos mais parametros Vvariacionais nosso resultado se
aproximaria cada vez mais do valor real.

2.2 A forma da funcéo de onda

Até agora temos usado a seguinte forma para as funcdes de onda
¥(1,2)=¥(1).¥(2) (2.38)
Como as particulas séo indistinguiveis, deve valer
¥(1,2)=+¥(21) (2.39)
onde o sinal positivo é para bdsons (particulas com spin inteiro) e o sinal negativo é
para férmios (particulas com spin semi-inteiro). Ou seja, para elétrons, a funcéo de onda
dever ser antissimétrica em relacdo a troca das particulas. Entretanto usamos funcdes

que sdo simétricas em relacéo a trocal
Uma maneira de resolver isso é utilizar

Y(12)= \P(l).‘P(Z)—‘P(Z).‘P(l) (2.40)
ou ainda

¥(12)= =

N

(2.41)

que é conhecido como Determinante de Slater (o fator 1/~/2 é apenas para normalizar).
Como conciliar isso com o que calculamos na secao anterior?
Note que até agora, nossas funcdes de onda ndo levam em conta o spin. Entéo,
considere novamente o estado fundamental do Hélio. Podemos escrever

1

sa=—ha =
2 Fi=ga alque 2 , ouseja a—‘%,}@ (2.42)
T e
_1le@e®) a)e)|_ a@®a@)e) o)
= v FR0S0 s e s @
= ¥(1,2)= % [2(1)8(2)-a(2) p(1)] (2.44)

S parte de spin antissimétrica
parte espacial simétrica

Obviamente (¥|H|¥)=(p (1)¢,(2)|H|e (1), (2)).

Perceba que o Principio de Pauli é satisfeito pois:
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e Se ¥, =VY,, entdo duas linhas do determinante sdo iguais e, portanto, ele é

nulo;
e Se trocamos 1 por 2, entdo duas colunas trocam de lugar e, portanto, o
determinante troca de sinal.

Para o caso geral de n particulas, o Determinante de Slater € escrito da seguinte
forma

(1,2, N)=—"| 2 S (2.45)

Considere agora o estado excitado:

T Y, =9,a 1 l(l)a(l) 1(2)a(2)
27 \pFZla:\P(l’z):Ezz(l)a(l) 22(2)0:(2)‘ (2.46)
1 l 1 2
3‘1’(1’2):% Zz((]‘; Zz((Z; [2(1)e(2)] (2.47)

—  partedespinsimétrica
parte espacial antissimétrica

A simetria de cada parte foi trocada!!!
O que esta ocorrendo € o seguinte:

512}/ S=0=>M=0 (singleto) 2S+1=1
s, :yz: 3 :O’l%{s —1=M =10,-1 (tripleto) 25 +1=3
Assim:
2D (2)[a(1)B(2)-a(2)s(1)] corresponded S=0,M =0
[e.(1)9,(2)-0(2)e, (1) [[a(D)a(2)] correspondea S=1,M =1
[e.(1)e,(2) -0 (2)e,(1)[[a(1)B(2)+a(2)B(1)] correspondea S=1,M=0
[0V, (2)-9(2)0, (1) | (1) B(2)] correspondea S=1,M=-1

A verificagdo para essa correspondéncia entre funcdes de onda e autoestados
sera feita posteriormente.

Chegamos por fim a seguinte conclusao:

Spin |Parte Espacial X Parte de Spin
S=0 Simétrica X Antissimétrical
S=1 |Antissimétrica X Simétrica
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2.3 Momento Angular
Ja sabemos que:
L*|Im) =71 (1+1)|Im) e L,|Im)=7m|Im) (2.48)
Sendo que valem as seguintes comutacdes
(2L ]=[1.L]=[1L, ]=0 (2.49)
e as seguintes relacdes
LxL=inL=|L, L, |=inL, (2.50)
E conveniente definir os seguintes operadores:
L, =L +iL, (2.51)
L =L -iL, (2.52)
Note que:
=L el =L, (2.53)
Agora
LL =(L +iL (L —iL, )=+ +i(L L -LL) =+ —nL, (2.54)
-inL,
LL =>—12+5L, (2.55)
Analogamente
LL =225, (2.56)
Decorre entéo que
[L.L]=2n, e [L,L]=-AL, (2.57)

Vamos usar as relagdes (2.57) para mostrar os valores de L, e L quando

aplicados as autofungbes de L,. Considere entdo @, (ou [Im) ou |m)) uma destas

autofungdes. Entéo

m

LL®, =(LL +AL, D, =(ALm+AL, ) D, =h(m+1) L@
= L+(Dm = C+®m+1

(2.58)
(2.59)
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e, analogamente,

Ld, =C D, (2.60)

sendo C, e C_ constantes que determinaremos posteriormente.

Como vemos, L, e L, quando aplicados a um auto-estado, tém as propriedades,

respectivamente, de eleva-lo e rebaixa-lo, por isso as vezes eles sdo denominados
operados de “levantamento” e “abaixamento” OU “operadores degrau”.
Note que, se isso for verdade entdo

L,|Im)=0, para m=I;
L_|Im)=0, para m=—]

pois, ndo podemos elevar o estado mais alto, nem rebaixar 0 estado mais baixo.
Veremos que essa propriedade esta embutida nos coeficientes C, e C_.

Todas essas relacbes sdo andlogas para 0 momento angular de spin.
Mostraremos posteriormente que para 0 caso de spins="%:

s,a=0 s.f=«a 261
sa=/8 s =0 (261)
2.4 Determinacéo dos coeficientes C. e C.
Vamos determinar agora o valor de C, e C_. Considere
L,|Im)=C, (I,m)|l,m+1) (2.62)
multiplicando por (Im+1| temos
- 2
(L m+1|L,|Im)=(Im|LLL, |Im)=|C, (I,m)[" (I, m+1|l,m+1) (2.63)
=1(normalizagéo)
mas L’ =L_; usando (2.56) temos
(Im|L_L, [Im)=|c, (1,m)] = 7% (1+1)-#?m? —#*m =|C, (1, m)[ (2.64)
= #2[I(1+1)-m(m+1)]=[C, (I, m)[ (2.65)
- C.(I,m)=n[1(1+1)-m(m=+1)]" (2.66)

Note que se m=1=C, =0.
Analogamente
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C_(I,m)=n[1(1+1)-m(m-1)]" (2.67)

se m=—-1=C_ =0.
Concluséo:

C, (I, m)=[1(1+1)-m(m+1)]2 (2.68)

Agora que conhecemos 0s operadores degrau e seus respectivos coeficientes,
podemos verificar a correspondéncia entre as funcOes de onda e os autoestados
mencionada na sec¢do 2.3.

Verificagdo: se o (1)« (2)corresponde realmente ao estado S = 1, M=1, deve valer

a)S* (a(1)a(2))=2r’a(1)a(2);

b)S, (a(1)a(2))=ha(l)a(2).
O (b) é trivial:

1

S, (a(D)a(2))=(s,(1)+s,(2))a(l)a(2)= Eha(l)a(Z)Jr%ha(l)a(Z) =ha(l)a(2)

O (a) é mais elaborado. Usando a relacdo (2.56) podemos escrever:

S?=S2+7S,+S S, (2.69)
Mas
Sla(Va(2)=r*a(l)a(2) e 1S,a(l)a(2)=ra(l)a(2) (2.70)
Resta fazer S S,
S,a(la(2)=[s, (1)+s,(2)]a(l)a(2)=0=5S.a(l)a(2)=0 (2.71)
Entéo
S*(a()a(2))=2ra(l)a(2) (2.72)

Os demais casos séo analogos e ficam a cargo do leitor.
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2.5 Autofuncdes de Spin

Vejamos agora meios para obter as autofuncbes de spin. Para iniciarmos,
vejamos um sistema de duas particulas como o Hélio. Para esse caso, temos mais uma

utilidade dos operadores degrau; vamos aplicar o operador S_ em «(1)c(2).

s [a()a(2)]=(s ()+s Q) eWa(2)] ="« p)+«Bs?)] @

ou seja, como esperado, o operador S_ abaixou M = 1 para M = 0. Se o aplicarmos no
resultado, encontramos

s [a(2)A()+a(1)A(2)]=(s. (1)+s (2))[«(2) V) +a(1) 5(2)]=

(2.74)
=np(1) B(2)+1p(1) B(2)=2nB(1) 5(2)

que é a expressdo para M = -1.

Dessa maneira concluimos que se temos |SM > todos 0s outros estados

podem ser obtidos aplicando o operador S_. Assim dizemos que |SMmax> é 0 caso

principal.
Isto permite definir a seguinte notacéo:

Notacao:

1-|%. %)% 35) -a@a(2)
10)= (1% 535 1)+ o )| 35 4= e a2 @) 5 0)]
1-1=|%.- )| ¥~ ) = B A(2)

O caso de duas particulas é simples pois € trivial obter o momento de spin total
S. Vamos trabalhar agora o caso de 3 particulas e tentar um procedimento mais
sistematico para obter S:

A) Soma sobre soma:

$=1,0 (2.75)

mas

S= % = 2S +1=4(quarteto)
1 (2.76)
S= > = 2S +1=2(dubleto)
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entdo 3 spins %2 implicam em 2 dubletos e 1 quarteto.

B) Soma Total:

L S T S S

2 4+ 4+ 2 4+

2 2 4+ 4+ 4+ 2

M=% Yoo 2 Voo Vo Bl
s:% s=4 =1

Agora precisamos saber como € a autofuncao ‘% %>

33%)-aa@e@ - 51|51 H) o

Para obtermos ‘ % %> basta fazer

s%%)=c|%%) 278)
=[s (1)+s_(2)+s_(3)|a(D)a(2)a(3)=
=2n(p(1)e(2)a(3)+a(1)f(2)a(3)+a(l)a(2)5(3))

|34 V)= p1)a(2)a(3)+a(1) f(2)a(3)+a)a(2) 5(3) (2.80)

(2.79)

Note que (2.80) €é de fato autofuncdo de S° e S, :

S, %%>=[sz (1)+s,(2)+s,(3)|B(Da(2)a(3)+a(1) (2)a(3)+a(l)a(2) B(3) =
—%ﬁ(l)a(Z)a(3)+%a(l)ﬁ(Z)a(S)+—a(1)a(2)ﬂ(3)+
h +%ﬂ(1)a(2)a(3)—%a(l)ﬂ(Z)a(S)+%a(1)a(2)ﬁ(3)+ (2.81)
+2 B()a(@)a(3)+5a (1) f(2)a(3)-SaV)a(2) A(3)

—2[pWa(@a@)+a®)sR)a@)+a®e@@)]-7%Y) @8

Para obtermos as autofuncdes associadas aos estados ‘ % %> basta recorrermos

a ortogonalidade.
H4, entretanto, uma maneira alternativa mais pratica de obtermos as autofuncgdes
do caso principal, o Diagrama de Bifurcacao.
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2.6 Diagrama de Bifurcacao

O diagrama de bifurcacdo consiste em um grafico onde no eixo das abscissas

colocamos a quantidade de particulas e no eixo das ordenadas os possiveis valores de
spin, conforme mostrado na figura abaixo.

%1 | | | |
| | \ |
| | \ |
E e i B B A I
R N
741 E D (R (R
_ | | | |
5 | | | |
Y I N N R B
| | \ |
| | \ |
| | \ |
i e e o
| | \ |
| | \ |
| | | | .
0 1 2 3 4 5
Particulas

Figura 2.2: O Diagrama de Bifurcacao.

Agora, para obtermos as autofun¢des do caso principal, devemos ligar os pontos

no diagrama indo da origem até a linha definida pelo nimero de particulas que temos
seguindo as seguintes regras:

No diagrama sé podemos ligar pontos na diagonal (principal e secundaria);

Cada diagonal secundaria representa uma fungdo alfa e cada diagonal principal
representa uma funcdo beta aplicadas na particula onde estd o ponto no
diagrama;

Quando tivermos uma diagonal secundéria e uma principal juntas (e vice-versa)
devemos antissimetrizar, ou seja, teremos «(x)A(y)—a(y)B(x) ao invés de

simplesmente a(x)B(y)ou a(y)B(x). Mas ATENGAO: se tivermos varias

sequéncias de diagonais principais e secundarias, ndo se deve antissimetrizar a
mesma diagonal mais de uma vez. Por exemplo: se temos a seqléncias de
diagonais secundaria-principal-secundaria devemos escolher que par vamos
antissimetrizar (se a primeira com a segunda ou a segunda com a terceira),
ambos estdo corretos. NUNCA antissimetrize a primeira com a segunda e em
seguida a segunda com a terceira;

Finalmente, a autofuncdo sera o produto das fungdes geradas pelo caminho,
desde a origem até a linha definida pela nimero de particulas que temos. Cada
caminho gera uma autofuncéo diferente.

Vejamos alguns exemplos para entender melhor o diagrama:
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Exemplo 1: uma particula de spin Yz:

Esse caso é muito simples pois temos apenas uma diagonal secundaria (figura
2.3). Assim a autofuncéo sera simplesmente ‘% %> =a(1).

%1 | | | |

| | | |

| | | |
T ——

| | | |

| | | |
Wl

_ | | | |

s | | | |
R I S E N S B

| | | |

| | | |

| | | |
Wt ——— =

| | | |

| | | |
| | ! i .
0 1 2 3 4 5

Particulas

Figura 2.3: Diagrama de Bifurcacdo para o caso de uma particula de spin %.
Exemplo 2: duas particulas de spin Y%:

Esse caso também é razoavelmente facil. Temos dois caminhos possiveis, um
formado por duas diagonais secundéarias e outro formado pela seqiiéncia secundaria-
principal (que, pelas regras que temos, deve ser antissimetrizada) como mostrado na
figura 2.4.

Assim, temos as autofungdes: [11) =« (1) (2) e |00) = (1) B(2)—a(2) B(1).

% | | | |
| | | |
| | | |
1T T T
| | | |
748 S
_ | | | |
S | | | |
%)
P I N N SR
| | |
| | | |
| | | |
A
| | | |
! | ! ! .
0 1 2 3 4 5
Particulas

Figura 2.4: Diagrama de Bifurcacao para o caso de duas particulas de spin %.
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Exemplo 3: trés particulas de spin %:

Agora temos 3 caminhos:

A | | | |
| | | |
| | | |
S I E et e B
| | | |
| | | |
74 R [ Y
_ | | | |
3 | | |
N I S N A S
| | |
| | | |
| | | |
fp—— A ——
| | | |
| | | |
! . ! ; .
0 1 2 3 4 5
Particulas

Figura 2.5: Diagrama de Bifurcacéo para o caso de trés particulas de spin %.

e Secundaria-secundaria-secundaria: ‘% %> =a(l)a(2)a(3);
e Secundaria-secundaria-principal:

YY) =e)[a(2)A(3)-a(3) A(2)];

e Secundaria-principal-secundaria:

YY) =a(0)[a(3)(2)-(2) A(3)]ou
Y1) =[a()5(2)-2(2) 5] (3).

Note gue essas sdo as mesmas fungdes obtidas pelos outros métodos.

Perceba também algo interessante: para n = 1 temos 1 dubleto (2s+1 = 2); para
n = 2 temos 1 singleto e 1 tripleto; para n = 3 temos 1 quarteto e 2 dubletos. Assim
temos a soma da quantidade de repeti¢Oes vezes a multiplicidade igual a 2 (1x2) para n
=1, 4 (1x1+1x3) paran = 2, 8 (1x4+2x2) para n = 3. Isso ocorre devido a um resultado
geral que diz que o nimero total de estados é D", sendo D a dimensdo do espaco, que
corresponde ao numero de funcdes da base (nesse caso séo duas: a € £) e n 0 niUmero de
particulas.
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2.7 Exercicios

1. O estado fundamental do atomo de Hélio pode ser representado
aproximadamente pelo produto de fungOes hidrogénicas ¢, (1) ¢ (2). Nesta

aproximacéo, qual a energia necessaria para ionizar um elétron? Considere agora
que ha uma blindagem o =5/16 e obtenha essa energia. Esse produto, como se

pode ver ndo é antissimétrico com respeito a troca de coordenadas das
particulas. Como vocé concilia com o principio de Pauli?

2. O estado excitado do atomo de Hélio pode ser representado pela configuracao
eletronica (15)1(25)1.
a) Quais sdo os possiveis estados de multipleto (L e S)?
b) Escreva o Determinante de Slater para o estado singleto.

¢) Usando o item anterior, separe a parte espacial da parte de spin e obtenha
explicitamente a parte espacial da funcédo de onda.

3. Verifique que as fungdes de spin [a(l)B(2) — a(2)p@)] e [a(@)B(2) + o(2)BE)]
sd0 autofunces de S com autovalores O e 2, respectivamente (em unidades de
h/2r).

4. Considere trés particulas de spin Y.

a) Quais sdo os possiveis estados de spin total S?

b) Obtenha as autofuncdes para o caso principal (M=Mp,) de todos os
possiveis estados de spin.

c) Ha dois possiveis dubletos (S=1/2), escolha um deles e obtenha as
autofungdes |S=1/2, M=1/2> e |S=1/2 e M=-1/2> .

d) Verifiqgue o autovalor de spin, para os estados obtidos no item “b”
aplicando explicitamente o operador S°.

5. Utilize o diagrama de bifurcacdo e obtenha quais sdo 0s possiveis estados de
spin (ou seja, S total) associados a 5 particulas de spin Y.






Capitulo 3: Introducéo a Espectroscopia

Até agora temos visto como resolver apenas dois atomos: o de Hidrogénio e o de
Hélio (que séo apenas os dois primeiros da tabela periodica!) e a essas alturas podemos
imaginar quem, nesse ritmo, o curso ndo vai acabar nunca! Felizmente ndo é bem assim:
de agora em diante os métodos que foram apresentados para o atomo de Hélio podem
ser estendidos, generalizados e melhorados de forma a possibilitarem a resolucdo de um
sistema com um numero arbitrario de atomos. Esse serd o foco das proximas unidades.
O presente capitulo (o dltimo dessa unidade) visa servir como uma transicdo, onde
apresentamos alguns conceitos que serdo Uteis posteriormente.

3.1 Multipletos (Termos Atdmicos)

Primeiramente vamos fazer algumas consideracdes sobre 0 momento angular de
duas particulas. Nesse caso temos:

L, = Ll L] <L <l +1, -
5,5, = S:s,—5,|<S<s +5,

Exemplo: Para |, =1,=0, temos s =s,= %, temos: L=0, S=10. Os possiveis
valores para 0 momento angular total ser&o:

L=0,S=0=J=0—"S, (singleto)
L=0,S=1=J=1-—"°S (tripleto)

Para somar L e S dessa maneira, estamos supondo que a interagdo spin-0rbita
nado é forte, e essa maneira de somar juntamente com essa hipo6tese é conhecida como
regra LS ou regra de Russel-Saunders.

Como vimos no capitulo 1, o primeiro multipleto é dito singleto, pois sua
multiplicidade (25+1) € 1 e 0 segundo é dito tripleto pois sua multiplicidade é 3.

Vamos ver como podemos utilizar isto para compreender melhor os atomos.
Considere um atomo na configuragio 1s°2s°2p3p (4tomo de carbono num estado

excitado, por exemplo). Observe que

. L=11,=1=L=210
1s°25° 2p3p = 2p3p = (3.2)
S=1=0 51:%,322%33:1,0

Assim, usando a notacdo espectroscopica, temos que os possiveis multipletos
sio °D,'D,°P,'P,%S,'S. Porém, eles estdo incompletos, pois ainda precisamos
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determinar os possiveis valores de J para cada multipleto. Entéo, por exemplo, se L = 2
e S =1, temos

|2—quJ <2+1=J=321 (3.3)

Desenvolvendo para todas as combinagfes possiveis e utilizando a notacéo
espectroscopica temos todos os possiveis multipletos para esse atomo:

L S J Multipletos
2 1 321 |°D,,°D,,°D,
2 0 2 'D,

1 1 210 |°PR,°R,°P,
1 0 1 'R,

0 1 0 ’S,

0 0 1 'S,

Tabela 3.1: Valores de L,S e J e correspondentes multipletos da configuragéo 2p3p.

Vejamos outro caso. Vamos obter os possiveis multipletos para a configuragdo
3d4p (4&tomo de Titanio excitado):

=21, =1=L=321
3d4 .
"8 =Y%.5,= % =>5-10 (34)

Combinando todos os L e S para obter os possiveis J e usando a notacdo
espectroscopica temos:

L S J Multipletos
3 3 3
3 1 432 |°F,°R,°F,
3 0 3 'F,
3 3 3
2 1 321 [°D;,°D,,°D,
2 0 2 'D,
3 3 3
1 2,1,0 P, °R,°P
0 1 'R,

Tabela 3.2: Valores de L,S e J e correspondentes multipletos da configuragcéo 3d4p.

Até agora, calcular os multipletos foi uma tarefa simples. Mas isso porque
nesses casos em que calculamos néo tivemos restricdes. Considere agora a determinacao
dos multipletos de uma configurac&o terminada em 2p?. O leitor poderia argumentar: j&
fizemos esse calculo, deve ser idéntico a 2p3p. Mas isso ndo é verdade! Devemos
lembra do principio de exclusdo de Pauli que diz “dois férmions ndo podem ocupar o
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mesmo estado qudntico ao mesmo tempo’’, OU Seja, ndo podem ter todos 0s nUmeros
quanticos iguais. Assim:

44— — pode ocorrer
2+~ 2 — pode ocorrer
J+ — —néo pode ocorrer !!

Sabendo disso, vamos tentar encontrar todos os multipletos do d&tomo de carbono
em seu estado fundamental (1522322p2). Como ja vimos antes, os termos 1s®2s®

correspondem a L = S = 0 e por isso s6 temos que nos preocupar com o Ultimo termo.
Como temos 6 posicbes e 2 elétrons, teremos 15 arranjos possiveis

(C“:L:lSj.
27 216-2)!

1 0 -1 M, M,
MH—— 2 0
4 1 0
F——3d— 0 0{L=2S=0
— 14— 1 0
— 3 -2 0
Fr— 1 1
2 0 1
— 2 a1 1
+—F—— 1 0
+——23 0 o0iL=1S=1
—3—F— -1 o0
4 1
+—3d— 0 4
A |
—*— 0 0/L=0,5=0

Assim:

L=2,S=0=>J=2-"D,
L=1,S=1=J=210-°R,°P,°P,
L=0,S=0=J=0-"1S,



34 Introducdo a Fisica Atdmica e Molecular

Porém, saber simplesmente todos os multipletos de uma dada configuracéo
eletronica ndo € til se ndo soubermos a ordem energética. Para isso existem as regras
de Hund.

3.2 Regras de Hund
As regras de Hund foram desenvolvidas pelo fisico alem&o Friedrich Hund, por

volta de 1926, e servem para classificar os multipletos conforme sua energia.
Eis as regras:

As Regras de Hund:

(@) Os termos sdo ordenados de acordo com seus valores de S; o termo com maior S
€ 0 mais estavel e a estabilidade diminui com o decréscimo de S. Ent&o, o estado
fundamental tem maxima multiplicidade de spin;

(b) Para um dado valor de S, o estado com maior L € o mais estavel,
(c) Para dados S e L, o menor valor de J é o mais estavel se menos da metade da

camada estiver preenchida, caso contrério (mais da metade da camada esta
preenchida), o estado mais estavel é aquele com maior valor de J.

Para exemplificar, vamos aplicar essas regras para as trés configuracdes
eletrbnicas que ja resolvemos.

Exemplos:

1) Primeiro vejamos 2p3p. Pela regra (a) devemos escolher o termo com maior
valor de S. Olhando para a tabela 3.1 vemos que o maior valor possivel para S é 1, mas
ha 3 valores de L diferentes associados a ele (L = 2,1,0). Pela regra (b) temos que
escolher o maior deles, ou seja L = 2. Agora como menos da metade da camada esta
preenchida, a regra (c) nos diz que devemos escolher o menor J. Portanto, o estado

fundamental da configuracdo 2p3p é °D,. Aplicando as regras de Hund recursivamente
podemos ordenar os multipletos de acordo com sua energia:

°D,<°D,<°D,<’P<°P<°R, <%, <'D,<'P.<S,

Observe que os tripletos tem sempre energia menor que os singletos. Isto ocorre
porgue no estado tripleto todos os elétrons tem spin paralelo, o que, pelo principio de
exclusdo de Pauli, faz eles se repelirem mutuamente, minimizando a energia. No
singleto, os spins sdo antiparalelos, o que faz com que eles se aproximem, aumentando a
energia.

2) Agora vamos analisar 3d4p. Primeiro escolhemos o maior S (=1). Em seguida
escolhemos o maior valor de L associados a ele (L = 3). Por fim, como menos da
metade da camada estd preenchida, escolhemos o menor J. Portanto, o estado

fundamental da configuracdo 3d4p é °F, . A ordem energética dos multipletos fica:
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°F,<’F,<’F,<'D,<’D,<’D,< 'R <R <R, <'F<'D,<'R

3) Por fim, vejamos 2p?. Aplicando as regras de Hund vemos que o estado

fundamental é °P, e a ordem energética fica:
0
3 3 3 1 1
P, <°P, <°R, <D, <’S,

Abaixo temos uma determinacao experimental dos multipletos (e suas
respectivas energias) do &tomo de carbono no estado fundamental.

]S(]

2.684 eV
1D, ’
= 1.264 eV
C(1s%25%2p?%)
3
sp lPE 43.5 em™
b_—_fp‘ 16.4 em !
"Pn 0

Figura 3.1: Multipletos do 4&tomo de carbono no estado fundamental (adaptado de [1]).

3.3 Simetria buraco-particula

Vamos comecar com algo com o qual estamos ficando muito familiar:
determinacdo de multipletos. Vamos determinar os multipletos do &tomo de oxigénio no

estado fundamental (1522522p4). Novamente sd precisamos nos preocupar com o
ultimo termo. Temos 4 elétrons em 6 posi¢Oes possiveis, 0 que nos da 15 possiveis

|
multipletos [CM = ﬁ :15j .
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1 0 -1 M, M,
M — 2 0
rMNrd— 1 0
2—2L 0 0;{L=2S5=0
32 1 0
— L -2 0
Mt 1
24+~ 0 1
2 1 1
M- 1 0
24— 0 oiL=1S=1
32 1 0
M- 1 41
+—24— 0
S

+—44+— 0 0jL=0,5=0

L=2,S=0=J=2-"D,
L=1,S=1=J=210-°R,°P,°P,
L=0,5=0=J=0-1S,

Pelas regras de Hund, a ordem dos multipletos com relacéo a energia é
P, <°R <P <'D,<'S,

Repare que temos 0os mesmos multipletos que no caso do carbono no estado
fundamental (1s°2s?2p?). Isso NAO é uma coincidéncia: esse efeito é conhecido como
simetria buraco-particula e € muito Gtil pois nos poupa muito trabalho na determinacéo
de multipletos. Ela ocorre quando a quantidade de elétrons e “buracos” (espacos vazios
nos orbitais) é trocada de um atomo para outro. Quando isso ocorre, 0s multipletos sdo
todos iguais e o estado fundamental s6 muda com respeito ao J, devido a regra de Hund

(©).
3.4 Forma Direta

Muitas vezes estamos interessados apenas no multipleto que representa o estado
fundamental de um determinado atomo. Sera que mesmo assim, teremos que fazer todo
0 procedimento mostrado até agora, s6 para encontrar o de mais baixa energia? A
resposta € nao: a regra de Hund proporciona um meétodo para determinagdo imediata do
multipleto do estado fundamental de uma dada configuracdo, é a chamada Forma
Direta.
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Essa forma consiste no seguinte:

Forma Direta:

Observe qual a camada (ou quais as camadas) em que estdo os elétrons que serdo
analisados para determinar os multipletos. Agora complete os orbitais com os elétrons
existentes na camada(s) da esquerda para a direita, sempre com spin para cima (+%). Se
sobrarem elétrons, comece a preencher novamente da esquerda para a direita, com spin
para baixo (-¥2), lembrando que em cada orbital podem ser postos até 2 elétrons com
spin antiparalelos. Dessa maneira, temos 0 maior S e 0 maior L, tudo o que nos resta
fazer é calcular os possiveis valores de J e aplicar a regra de Hund (c).

Exemplos:

Vamos aplicar a forma direta para as configuragdes eletronicas que ja
conhecemos a solucéo.

1) Atomo de carbono no estado fundamental (,1322522p2): COMO ja vimos, para esse
caso temos que analisar apenas o Ultimo termo. E um orbital p, logo ha trés orbitais,
cada um podendo ser preenchido com até dois elétrons antiparalelos. Usando a forma
direta, temos

1 0 -1

Aplicando a regra de Hund (c), temos que o estado fundamental é °P, .
Usando a simetria buraco-particula, vem imediatamente que o multipleto de mais
baixa energia para o oxigénio no estado fundamental (1s°2s°2p*) é °P, .

2) Atomo de carbono excitado (1s°25°2p3p): Nesse caso, temos duas camadas a
considerar, 2p e 3p. Assim, devemos preenché-las e somar 0s nimeros quanticos.
1 0 -1
L

=L=2S=1=J=321
—

E a regra de Hund (c) implica que o multipleto de mais baixa energia é °D,; .
Analogamente, para o0 atomo de Titanio excitado (3d4p) temos:

2 1 0 -1 -2
3d=2

}:L:3,8=1:>J:4,3,2

De forma que °F, é o multipleto de menor energia.

A tabela 3.3 (pagina seguinte) apresenta o estado fundamental para os atomos
das 4 primeiras linhas da tabela periddica.




38 Introducdo a Fisica Atdmica e Molecular

Z Elemento Configuragdo  Est. Fundamental
1 H 1s 28]/2
2 He 152 lSo
3 Li  (He)2s %S,
4 Be (He)2s’ 'S,
5 B (He)2s?2p P2
6 C  (He)2s’2p’ °P,
7 N (He)2s’2p® *Ss/,
8 O (He)2s2p* °P,
9 F (He)2s*2p® Py,
10 Ne (He)2s*2p° 'S,
11 Na (Ne)3s ’Sy,
12 Mg (Ne)3s’ 'S,
13 Al (Ne)3s*3p ’P),
14 Si (Ne)3s?3p’ °P,
15 (Ne)3s?3p° ‘S,,,
16 S (Ne)3s’3p* P,
17 Cl (Ne)3s’3p° Py,
18 Ar  (Ne)3s*3p° 'S,
19 K (Ar)ds %S,
20 Ca (Ar)4s? 'S,
21 Sc  (Ar)4s®3d ’D,,
22 Ti  (Ar)4s*3d? °F,
23 VvV  (Ar)4s®3d’ ‘R,
24 Cr  (Ar)4s*3d* 'S,
25 Mn  (Ar)4s?3d° °S,,,
26 Fe (Ar)4s3d® °D,
27 Co (Ar)4s*3d’ “Fors
28 Ni  (Ar)4s®3d® ’F,
29 Cu (Ar)4s’3d’ ’Sy,
30 Zn  (Ar)4s®3d® 'S,

Tabela 3.3: Multipleto do estado fundamental dos 30 primeiros &tomos da tabela
periddica (adaptado de [2]).
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3.5 Origem do Exchange e Estabilidade do Estado Tripleto

Agora que estamos acostumados com multipletos, vamos voltar um pouco ao
4tomo de hélio para estudar seu estado excitado. O estado fundamental 1s* dé apenas

um singleto'S,. Ja o estado excitado 1s2s da origem a um estado singleto e um estado
tripleto.

0
2s=1 =g

=5=10L=0=J=10
lS=L=(pla}

Como podemos ver, o estado excitado do Hélio resulta em um singleto'S, e um

tripleto °S,. Vamos analisar a estabilidade relativa desses estados. Escrevendo o
determinante de Slater para o tripleto, temos (vide segéo 2.2):

1 [a@a®) o0
2=l 2)a(2) Z<z>a<z>‘ 9
¥ (12)= 5200 -a @ 0] a) 36)
Ja para o singleto:
C1la®e®) 200 1]a@s0) @0
¥ Bln@a@) w280 En@60) 6@« 7

desenvolvendo e reagrupando os termos, vem que
¥.(12)= 5[a 002 -a2e0]«0sR)«@s0] 6o

Note que, em ambos 0s casos, a parte espacial fatora com a parte de spin, de
modo que temos:

W = D¢ [spin] « parte espacial simétrica e parte de spin antissimétrica

Y. =0, [spin] <« parte espacial antissimétrica e parte de spin simétrica
Também € 6bvio que
S*W, =0;S°Y, = 2hY, (3.9)

ou seja, W e W, sdo autofungdes de spin de S* (e também de S, , verifique!)
Agora, estamos interessados em obter
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Es =(Ws|H|¥s) e E =(¥;|H|¥;) (3.10)

e compara-las.
O Hamiltoniano H é dado por (2.1), ou seja:

2 2 2 2 2
H :_h_'vf_zi_h_'vg—z—e+e— (3.11)
2m L 2m r LIPS

Observe que: a) H e invariante pela troca r, <> 1,;
b) H ndo depende do spin (ou seja, é ndo-relativistico).

Assim vemos que, se inicialmente desprezarmos o termo de interacdo dos
elétrons, temos

E=E+E,=E_ +E, (3.12)
tanto para o singleto como para o tripleto:
Egr) = B +Es (3.13)
Usando (b) vemos que
E=(¥Y|H|¥)=(P|H|D) (3.14)

de onde obtemos claramente (3.11), pois

O, = %[(ﬂl 1) e, (2)+0.(2)e, (1):|J O, = %[(01 1), (2)-9.(2) e, (1)] (3.15)

= B2 = (0, [n(1)+h(2):)= (@ () (2) + 2(2) 0 (D] (1) +0(2)| s (), (2)+ 4 (2) 1) =

= %[@1 (1)‘ h(l)‘q’l (1)> +<¢’2 (1)‘ h(l)‘qoz (1)> +<¢2 (2)‘ h(z)‘("z (2)> +<¢1(2)‘ h(2)‘§01(2)>}

pois

(elo)=(0,1p,) =1

3.16
<¢1|¢2>:<¢2|¢1>:O ( )
e, tendo em vista a propriedade (a) do Hamiltoniano
(1)|h (D), (1)) =(e(2)|h(2)|e,(2))=E;
(IOl @) =(a@)]h@a () .

(. )[h@)] . (1) = {22 (2)[1(2)] 2 (2)) = Exs

S EX=E +E, (3.18)
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Analogamente, obtemos:
E? =By +Eys (3.19)

Falta agora obter

eZ
E=(®O|H|®)=E;+E, +<<1>|r—|c1>>

12

(3.20)
EO
El

Para o singleto

Es =(@s |(:_2|q)5> = %<[¢’1 (1)2.(2)+ 9 (2) e, (1)]‘?12‘[% 1)e.(2)+ 9 (2)e, (1)}> -

12

:% <(p1 (1), (2)‘?12‘% 1) e, (2)> +<§01 (1) ¢ (2)‘é‘¢1(2)% (1)> "

(3.21)

1 1

+ <¢1(2)(/’2 (1)‘r—12‘¢l (1) ®, (2)> +<¢’1 (2)% (1)‘r—12‘(01(2)(02 (1)>}

Como o 1% e o 4° termos sé diferem pela troca de coordenadas 1 e 2 e o operador

1 .. . X i .
— éinvariante, esses 2 termos sdo iguais. O mesmo vale para o 2° e 0 3° termos. Dai
I’12

e’ e’
E = (Ve (2)| a0 (2))+(e (1), (2)| —|a(2) e (1)) (3.22)
12 12
O primeiro termo nos da:
. 1 .
I=[o (Ve (e—ep;(2), (2)dv.aV, (3.23)
(1) elox(2)

que chamamos de J e esta relacionado a interagdo coulombiana.
O segundo termo ndo permite essa interpretacdo, pois as coordenadas estdo
trocadas:

K=[g (1)401(2)9%9402 (2)¢. (L) dVidV, (3.24)

12

O termo K é entdo chamado de termo de troca ou exchange.
Entdo temos para o singleto:

Es=E;+E,+J+K (3.25)

Para o tripleto, é facil ver que obtemos E; =J K e
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E, =E +E,.+J-K (3.26)

Em um diagrama:

singleto

E+E,+J-K

tripleio

Figura 3.2: Diagrama ilustrando a alteracdes as alteracbes da energia, devida as
corre¢des do termo de Coulomb J e do termo de troca K.

Como ambos J e K sdo positivos, vemos que o termos de exchange torna o
tripleto mais estavel que o singleto, o que concorda com a regra de Hund (a).

Finalmente, note que o termo de Exchange s6 aparece por causa da antissimetria
da funcdo de onda ¥ (devida ao principio de exclusdo de Pauli).

3.6 Potencial de lonizagéo

Dizemos que um atomo esta ionizado quando ele possui menos elétrons do que
protons. Vamos considerar apenas ionizagdes simples (apenas um elétron a menos):

A—> A +e”

Definimos o potencial de ionizacdo IP como a diferenca entre a energia do ion
E(A") e aenergia do atomo neutro E(A).

IP=E(A")-E(A) (3.27)
Considere 0 a&tomo de He desprezando a interacdo entre os elétrons. Nesse caso
E=E; +E, =2E =-108,8eV. (3.28)

A energia do atomo de Hélio ionizado pode ser obtida da equacéo (1.8), ja que
ele € um atomo hidrogénico. Assim, fazendo Z = 2 e n =1 e lembrando que

4
% = E(H) =13,6eV, obtemos:

2

E(He')=4E(H)=-54,4eV (3.29)
Usando a equacéo (3.24), temos que o potencial de ionizagdo para o hélio é:

IP,, =—54,4—(~108,8) =54,4eV (3.30)
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Isso € irrealista, pois as duas particulas teriam a mesma energia de ionizagéo.
Considere agora a energia que obtivemos com o método variacional. 1sso nos
leva a

E(He)=-77,5eV = IP,, =231eV (3.31)

Resultado experimental: IPZ® =24,6¢eV.

A figura 3.3 mostra o potencial de ionizacdo obtido experimentalmente para
mais de mais de 80 atomos:

25.“0

Ar

l.’Jj Kr
!(n
11 d ﬂ
14 .
o

i 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Xe

1P, (eV)

Figura 3.3: Resultados Experimentais para o Primeiro potencial de ionizagdo IP; como
funcdo do numero atémico Z.

E possivel entender esse comportamento de serra com um raciocinio simples.
Note que para o &tomo de hidrogénio podemos escrever

(3.32)

Lembrando que o raio de Bohr é definido por a, = h2 (vide capitulo 1), temos:
me

Z%’° Z?

IP = = IP=—-(emu.a. )
2n*a, 2n? ( ) (3.33)

Para um atomo diferente do hidrogénio fazemos a trocaZ <> Z, e assumimos

mais drasticamente que a equagao é valida para o elétron mais externo (12 ionizagdo) de
qualquer atomo:

Z
: 3.34
o2 (3.34)

IP(A) =

A equacdo (3.34) é suficiente para explicar o comportamento mostrado na figura
3.3. Note, por exemplo, que do Litio ao Nednio o nimero quantico n esta fixo (n = 2):
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Li =1s*2s, Ne =1s*2s*2p°®. Porém, Z cresce de 3 & 10, assim, o potencial de ionizagio
cresce monotonicamente. A partir dai n cresce e ha um novo regime semelhante.

O potencial de ionizacdo € a principal informacdo experimental que temos
acerca da energia exata dos atomos no estado fundamental. Além disso, ela também
pode ser usada para estimar outras informacdes de interesse, como no exemplo abaixo,
onde calculamos o raio atdmico efetivo.

Exemplo: Sabendo que o potencial de ionizacdo do Litio é 5,4 eV (; O,2hartree),
calcule seu raio atdbmico efetivo.

2

Z
IP(Li) = 2:;2 =72 =2n°IP(Li)=16=Z, =126 (3.35)

Agora, para o raio da érbita, usamos o0 modelo de Bohr:

fy =——3 (3.36)

Assim, obtemos que T, (Li):&aO ~ 3,23, ~16A.

Essa € uma estimativa muito boa, pois o raio experimental do cristal de Litio
0
vale 1,45A.

3.7 Exercicios

1. Quais sdo os possiveis multipletos (todos os possiveis estados com S, L e J, na
aproximacdo de Russell-Saunders) associados com as configuracdes eletrdnicas
dadas abaixo? Obs: Notacao espectroscopica: 2*L,.

a) Atomo de Nitrogénio no estado fundamental N = 1s?2s?2p®. Use as
regras de Hund e determine qual deles corresponde ao multipleto de
menor energia (estado fundamental);

b) Estado excitado do atomo de carbono Ceyc = 1322522p3d;

¢) Estado ionizado do atomo de carbono Cio, = 15°25°2p. Use as regras de
Hund e determine qual deles é o estado fundamental.

2. Qual é o estado espectroscdpico associado ao estado fundamental dos &tomos de
Al,CleCa?

3. Use a forma direta para determinar multipleto que corresponde ao estado
fundamental do

a) atomo de manganés (Z,,, = 25);
b) atomo de Eurdpio (Eu=..4s*4p°4d"°4f '5s’5p°6s” ).

4. Determine o raio atdmico efetivo do 4tomo de Boro (IP(B) = 8,3eV) .
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Capitulo 4: Espectros Rotacional,
Vibracional e Rovibracional

Nesta unidade veremos os fundamentos tedricos das principais técnicas de
espectroscopia molecular existentes. Comegaremos nosso estudo com a Separacdo de
Born-Oppenheimer e sua principal conseqliéncia: os espectros rotacional, vibracional e
eletronico.

4.1 Separacao de Born-Oppenheimer

A separacao de Born-Oppenheimer é a sistematizacdo tedrica do fato empirico
que o espectro molecular se divide basicamente em trés regioes:

1. Radio freqiiéncia — espectroscopia rotacional;
2. Infravermelho — espectroscopia vibracional;
3. Ultravioleta e visivel — espectroscopia eletronica.

Assim, é possivel separar o movimento nuclear do movimento eletrénico.

Vamos proceder ao desenvolvimento necessario para esta separacdo e discutir
seus limites de aplicagéo.

Iniciemos considerando o Hamiltoniano molecular H, que pode ser escrito como

H=T,+T,+V (4.1)

sendo

? o .
T, = —Z—ZVf , a energia cinética dos elétrons;
m=

& 1 T .
= ZM—Vi , a energia cinética dos nucleos; r
a

T =
N 2 3

eV =V, +V,, +V,, as intera¢des coulombianas:

2

e : 1k .
V, = = as interagBes elétron-elétron; Z R
i<j T \
Z,Z, . . ol tcleo: Figura4.1:
Vi = 2, —2, as interacdes nicleo-nicleo; Esquema ilustrativo das

ap Tap grandezas fisicas envolvidas no

Hamiltoniano molecular.

ze . A .
Vy =— E “— , as interacOes elétron-nucleo.
R
La ai

* Parte do material deste capitulo foi extraido do capitulo 4 do livro Teoria Quantica de Moléculas e
Solidos, J. D. M. Vianna, A. Fazzio e S. Canuto, Editora Livraria da Fisica (2004).
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A equacdo de Schrodinger independente do tempo para elétrons e nucleos é

H(r,R)¥(r,R)=E¥(r,R) (4.2)

com r ={r1, rza} as posicdes nos n elétrons e R ={§@RTH} as posicdes dos m
ndcleos.

A separacdo de Born-Oppenheimer foi obtida inicialmente por Born e seu
estudante Oppenheimer em 1927 [3], assumindo que a razéo entre as massas do elétron
e do nucleo é suficientemente pequena de forma que os nlcleos ndo acompanham a
rapida mudanca dos elétrons, de forma que eles (0os ndcleos) podem ser considerados
fixos. Assim, eles desenvolveram a separacdo usando o parametro (m/M)**.

Este procedimento é espantoso pois parece indicar que a separacdo € sempre
valida ja que (m/M) é sempre pequeno.

Um tratamento mais conveniente é apresentado abaixo e foi desenvolvido no
apéndice VII do livro de Born & Huang [4]. Duas aproximac6es sao consideradas.

1. A funcédo de onda ‘P(r, R) pode ser separada em um produto de duas funcdes de

onda, uma para os elétrons (i) e outra para os nticleos (X ):
¥(r,R)=y(r;R)X(R) (4.3)

Note que a fungdo de onda eletrbnica depende parametricamente das posi¢oes
dos nucleos.

Usando essa aproximacao obtemos

(T,+Ty +V)w (r;R) X (R)=Ew(r;R) X (R) (4.4)
X(R)Tyw (r;R)+Tyw (r;R)X (R)+Vy (r;R) X (R)=Ew (r;R) X (R) (4.5)

Para prosseguir, vamos agora considerar a segunda aproximacao:
2. T (RR)X(R) =y (rR)T X (R)

Esta aproximacdo é muitas vezes chamada de aproximacao adiabética pois ela
assume que 1//(r; R) varia muito lentamente com as coordenadas nucleares.

Posteriormente vamos analisar com mais calma as implicagGes desta hipotese.

Usando a aproximagéo 2 podemos escrever
X(R)Tyw (r;R)+w(r;R)T X (R)+Vy (r;R)X (R)=Ew (r;R) X (R) (4.6)

dividindo por y (r;R) X (R) e arrumando os termos vem
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1
v (r;R)

1
X(R)

Tw(rR)+V =E- Ty X(R)=£(R) (4.7)

Como o lado direito s6 depende de R, escrevemos que € igual a uma funcgéo
¢(R).

Assim, obtemos
(4.8)

A primeira equacdo de (4.8) é a equacdo de Schrodinger para os elétrons e pode
ser resolvida pra valores fixos de R.

A segunda equacao de (4.8) mostra que a energia do movimento eletrénico
desempenha o papel de potencial para 0 movimento dos nucleos.

$(R)

Figura 4.2: A energia eletrénica §(R) é o potencial do movimento nuclear.
Fazendo na primeira equagdao H =T, +V temos

Hy =Sy (4.9)

Esta equacdo admite varias solugdes correspondendo ao espectro eletronico.
Hy, =Sw, (4.10)

Para cada estado eletrénico obtemos também um espectro nuclear, escrevendo
(Ty+£,)X,, =E..X,, (4.11)

Deixaremos o estudo do espectro eletrénico para o capitulo 5.
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a) b)

Figura 4.3: (a) espectro eletrénico; (b) espectro nuclear associada a um estado
eletronico.

4.2 O movimento nuclear: Espectroscopia Rotacional e Vibracional

Tendo obtido a separacdo de Born-Oppenheimer podemos agora analisar o
movimento nuclear separadamente

(Ty +&(R)) X (R)=EX (R) (4.12)

Para o caso de uma molécula diatbmica, temos

1, 1, 2
{M—AVA+M—BVB+?[E—§(RA,RB)J}X(RA,RB)=O (4.13)

Este problema de dois corpos pode ser reduzido a um problema de um Unico
corpo se trabalharmos com as coordenadas do centro de massa e introduzirmos a massa
reduzida (equacdo (1.3)). O resultado, ap6s eliminar o movimento de translacdo é

2p
VX +?[E—§(r)]X:O (4.14)
A r B
R, Figura 4.4: Reducdo do problema de dois corpos ao
' Rg problema de um corpo. r = Rs — Ra.

A equacdo (4.14) é separdvel em coordenadas esféricas, onde X =X (r, 0, ¢) e

1d dX 112
VZX :Fa(rz EJ—FFX (415)

onde L é o momento angular.
A solucdo € do tipo

X (1,6,4)=P(r)Y,u (6.9) (4.16)
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onde Y,,, sdo os harmdnicos esféricos (vide capitulo 1) que sdo autofungdes de L°:
LY, =73 (I +1)Y,, (4.17)

Desta forma, a equacéo diferencial se escreve

1d( ,dP) 2u J(I+1)
FE(I‘ZW)+?[E—§(I‘)]P—'_—ZPZO (418)
E conveniente escrever
S(r)=rpP(r) (4.19)
e assim obter
d’S 2u I (J+1
ar +h—2{5—[5(r)+%ﬂ5 =0 (4.20)

Vemos que esta equacao € equivalente a um caso unidimensional (em r) com um
potencial efetivo
I (J+1
R (3+)

2

U (r)=&(r)

4.21
2ur ( )

onde o segundo termo é a energia rotacional anadloga ao caso classico de Orbitas
planetéarias.

4.3 O Espectro Rotacional

Vimos que a equacdo para 0 movimento nuclear de uma molécula diatdmica
com distancia internuclear r se separa em duas partes. A primeira descreve variacdes em
r (vibragdes) e a outra descreve variacdes angulares com r fixo (rotacdes). Esta segunda
é exatamente o caso do rotor rigido.

Na aproximacao de rotor rigido, a energia é

e _M(3+1)

J 2

4.22
20 (4.22)

e os autovalores sé&o os harmdnicos esféricos com J o nimero quantico rotacional. Se
definimos a constante rotacional B como

2 2
B: h 2 :h—
2urc 2l

(4.23)

onde | é o momento de inércia, obtemos
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E, =BJ(J +1) (4.24)

A transicao entre niveis rotacionais € simplesmente
AE =hv=hw (4.25)
O namero de onda é

_ AE  AE
D=
h

_b_atE_ AE (4.26)
C C 2rxhc

N e

e é dado em cm™, a unidade favorita dos espectroscopistas!

OBS: 1cm™ = 30GHz

E, :

68 + - J=2

2B T J=1
oT J=0

Figura 4.5: Niveis de energia rotacional.

Expressando as energias rotacionais em cm™ obtemos
F(J)=BJ(J+1) (4.27)

_ B h . , .
onde B=———=——sendo | o momento de inércia. F (J) é conhecido como termo

2zwhc  4rcl
rotacional.
A energia rotacional ndo depende de M e, portanto, os niveis sdo 2J+1
degenerados.
A regra de selecdo entre estados rotacionais para transi¢cOes induzidas por
dipolo elétrico é a mesma satisfeita para os harménicos esféricos, ou seja,

Al =+1 (AM =0) (4.28)

Assim, na absorcao temos
estado inicial: F(J)=BJ(J+1),J =0,1,2,...

J
estado final: F (J)=B(J +1)(J +2)
e a transicdo é
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AF =B(J+1)(J+2)-BJ(J+1)=2B(J+1),J=0,12,...

_ (4.29)
=2BJ, J=12,..
Analogamente, na emissao temos
estado inicial: F(J)=BJ (J +1),J =1,2,...
estado final: F(J)=B(J -1)(J +1-1)=BJ (J -1)
e a transicdo é
AF =BJ(J+1)-BJ(J-1)=2BJ, J=12,.. (4.30)
Note que nos dois casos
AF =2BJ com J=12,.. (4.31)
e as energias de transicdo sao igualmente espacadas:
AF =2B, 4B, 6B, 8B, ... (4.32)

Claramente, isto apenas reflete o fato ilustrado na figura abaixo.

J F(J)
7 4 20B
Niveis de Energia =
Rotacional ] I 3 I12B
i 2 6B
— | 2B
. i 0 0
—

a
i

|
2B 4B 6B 8B

| linhas espectrais

Figura 4.6: Transicdes entre os niveis rotacionais

Como o espectro consiste de linhas igualmente separadas por 2B, podemos usa-
lo para calcular essa constante e dai, determinar a geometria da molécula.

4.4 O Espectro Vibracional
A cada valor de J temos um potencial efetivo dado por (4.21). Entéo, para

estudar o espectro vibracional puro vamos considerar J = 0.
Para pontos perto do minimo vamos considerar a aproximacgdo harmoénica e
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&(r) =%kr2 (4.33)

Isto nos leva a um problema bem conhecido, o oscilador harménico quéntico,
cujas energias sao

E, :(v+%jha) (4.34)

onde v é 0 numero quéntico vibracional e @ a freqiiéncia (a)2 =K )

O estado fundamental corresponde av = 0:

1

E, = Ehw (4.35)
e € chamada de energia de ponto zero.
A energia de ligacao €
1
AE, = AE _Ehw (4.36)

em termos do AE definido anteriormente.
O termo vibracional é entdo

G(v):%:(v+%j%:(v+%j6 (4.37)

onde & &, como ja vimos, 0 niimero de onda e o termo é novamente dado em cm™.
A regra de selecdo para o oscilador harménico também é conhecida e assim
transicdes induzidas por dipolo elétrico satisfazem
Av=+1 (4.38)

Note, portanto, que tanto na absorcao

AG=(V+1+%JU—(V+%)5=U (4.39)
€COMO na emissao
1)_ 1\ _
AG=(V+E]U—(V+1+EJU=U (4.40)

obtemos

AG=0 (4.41)
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Portanto, todas as transi¢des coincidem, como ilustrado na figura abaixo.

LR N N NN ]

G(em™) A
svi2 + V=2
v/i2 T v=1
vi2 T V=0
i >
v AG(cm!)

Figura 4.7: Niveis de energia vibracional.

Isto evidentemente s6 vale para moléculas diatdmicas e desvios claramente
acontecem no caso real.

4.5 Populagéo dos niveis de energia

A lei de distribuicdo de Maxwell-Boltzmann estabelece que em equilibrio as
populagdes relativas de dois estados de energia ¢; e ¢; obedecem

—&; KT

J —-AelkT
n Egi/kT e ( ' 2)

1
onde k ¢é a constante de Boltzmann e T é a temperatura.
No caso dos estados serem degenerados com graus g; € g; tém-se

i gj —AslkT
— == 4.4
no G (443)

Caso Vibracional: Para o caso vibracional, usando a aproximacdo harmonica,
vimos que os niveis de energia sdo dados por (4.34). Assim, a populacdo do 1° estado
excitado relativo ao estado fundamental é

n _ ot

n—o (4.44)
Considere como exemplo a molécula diatomica CO onde © =2143cm™; isto
nos da que para uma temperatura de 300K (usando o fato que para T =300K,

KT =0,5962 kcal /mol =210cm™)
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LA 3,7x10°° (4.45)
r]0

Realmente, em geral, na temperatura ambiente, apenas o nivel v = 0 esta
povoado. Outros exemplos em T = 300K sdo mostrados na tabela 4.1.

Molécula|o(cm™) | n,/n,
H, 4160 |2,2x10°°
0, 1556 |5,7x10™
Cl, 557 |6,9x10°°
L, 213 |7,4x10"

Tabela 4.1: populacdo relativa do primeiro estado excitado em relacdo ao estado
fundamental para o caso vibracional de algumas moléculas diatdmicas.

E por esta razdo que transicdes envolvendo v>1 sdo chamadas de bandas
quentes.

Caso Rotacional: Devido a degenerescéncia e as menores energias envolvidas, o
caso rotacional é distinto. Neste caso a populacdo relativa de um nivel com ndmero
quantico J é

2] +1 ~BJ(J+1)/kT B
n_( 1 Je T 2y epe e (4.46)
n, e

Esta fungdo tem um méximo antes de decair exponencialmente.

N/N,

1,0

J
Figura 4.8: o grafico da fungdo f (x)=(2x+1)e ", sendo & uma constante.

A figura a seguir ilustra o caso da molécula de CO em T =300K,
E(CO)=1,93cm*l.
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N
7 3 ‘Vo

9.0 |
8.0
7.0
6.0 |
50 |
4.0 t
3.0t
20t

1.0

e
10 20 30 ”
Figura 4.9: Distribuicdo da populacdo relativa dos estados rotacionais CO.

4.6 O Espectro Rovibracional
O espectro infravermelho consiste de uma série de bandas associadas com

transicdes vibracionais. Sob alta resolugdo verifica-se que cada banda é composta de
uma serie de transi¢des proximas decorrentes das transi¢cdes entre 0s niveis vibracionais.

E‘é{”v’

J
Y3

Figura 4.10: Transigdes rovibracionais.
Ignorando as corregdes centrifugas, vamos agora obter as transigdes

rovibracionais.
VVamos denotar por v, a transicdo vibracional pura. E claro que

0, =G(v')=G(v") (4.47)

A transicéo vibracional seré

v=AT (4.48)
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onde AT € o termo total
v=AT :G(v')+ FV.(J ')—G(v")+ FV.(J ) (4.49)

ou seja
v=0,+B,J'(J'+1)-B,J"(J"+1) (4.50)

Aqui estamos usando a notacéo espectroscopica onde
" se refere ao estado inicial;
' se refere ao estado final.

Como a regra de selecao para J é dada por (4.28), obteremos dois ramos:
e transicdes com AJ =1 formam o chamado ramo R;
e transicfes com AJ =—1 formam o ramo P.

Vamos trata-los separadamente.

Ramo R: Neste caso, temos

J'=J+1deV

451
J"=JdeVv" (4.51)
e decorre que
v, =0, +B,(J+1)(J+2)-B,J(J+1
=00t B3 41)(0+2)-B3 (341 s
=0, +B,(J°+33+2)-B,(J°+J)
ou
vz =0, +2B, +(3B,-B,)J—(B,-B,)J?, J=0,12,. (4.53)
Ramo P: Agora temos
J'=J-1dev (45
J"=JdeVv"
e decorre que
Up =0, +B,(J-1)J -B,J (J +1)
_ , (4.55)
=0,+B,(3°-J)-B,(3*+J)
ou
v, =0,—(B, +B,)J +(B,-B,)J?|, J=12,. (4.56)
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como B, = B, obtemos

v, =0, +2B+2BJ,J =0,1,2,...

_ (4.57)
e v,=0,—-2BJ,J=123.

A sequéncia € entéo

g, =0, +2B
Uy, =0, +4B I <2B—> | I I
Ug, =0, +6B % R, R R,
vy =0, 2B
Up, =v,—4B I I « 2B | |
Up, =v,—6B B B E %
—J=1
N J=0
e v
: J=1
— =0
V"

t—t— >
P] V() RO LR R v

Figura 4.11: O diagrama de niveis de energia rovibracional.

Abaixo temos o espectro real da molécula de CO na regido do infravermelho,
sendo que v, (CO)=2143cm™.

- 0022
- 0512
= 0012
- 0s02

7 (em)

BESBGIGN S BeovomruN-—0 —nusoe vaeS-BAaXGa 3as 3« Jinicial
WY T L S
Ramo R Ramo P

Figura 4.12: O espectro rovibracional da molécula de CO.
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Note que as intensidades maximas ocorrem em torno de J = 7, correspondendo a
distribuic@o de populag&o dos niveis rotacionais, como vimos na figura 4.9.

4.7 Interagdo Rotacional — Vibracional

Vimos que o potencial efetivo, que inclui 0 movimento rotacional e vibracional,
é dado por (4.21).

Analisamos cada termo acima independentemente e, assim, obtivemos o
espectro vibracional puro e o espectro rotacional puro (rotor rigido). Entretanto, o
periodo vibracional tipico de uma molécula diatdmica é ~10™s enquanto que o periodo
de rotacdo é ~10™s. Isto significa que a molécula vibra da ordem de 100 vezes durante
uma Unica rotacdo! Uma conseqiiéncia € que no movimento rotacional a distancia

interatdmica ndo é fixa e, portanto, a constante rotacional B reflete uma média desta
distancia.

— h 1 /1l
B:—<—2> ou B:—<—2> (4.58)
dmuc \r</, 2u\re/,
Aenergiaé E=E, +E, eotermo total é

T=G(v)+F,(J) (4.59)

4.8 Realizando o espectro rotacional: A Correcdo Centrifuga

O problema rotacional — vibracional pode ser analisado por teoria de perturbacéo
onde o potencial rotacional é tratado como perturbacao.

Seja S autofuncdo do problema vibracional puro com

G(v)= (v+%j5 (4.60)
A correcdo de primeira ordem é
ES =(s|v[s?) (4.61)
com
2
:h J(le) 4.62)
2ur
ou seja
n?J(J+1) 1 n?J(J+1)/1
o _ ©) O\ _
Eol - p <Sv - Sv >—T<F>v (463)
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L|EP =BI(J+1)| emcm™

que é justamente o termo rotacional.
Em segunda ordem, obtemos a correcdo centrifuga

E = (S|

) (4.64)

onde S& é a corregdo de primeira ordem na fungéo de onda do problema vibracional.
De acordo com a teoria de perturbacgéo

sO[v|sO)
Al Z% =D+ )
onde definimos
2
‘<35°) Hels?) (4.66)

D, => emcm™
0 0
o E( ) E( )

D, €é conhecido como a constante de distorg&o centrifuga. Tipicamente, D, [110° cm™
e € muito menor que a constante rotacional. A correcao centrifuga

D,J2(J +1)° (4.67)

torna-se relevante para altos valores de J.
Como a correcdo de segunda ordem €, em geral, negativa, é conveniente
escrever

F,(J)=BJ(J+1)-D,3%(J +1)’ (4.68)

\

e tomar Dy como uma constante positiva.

A figura 4.13 é um exemplo do efeito da correcdo centrifuga.

Vamos agora introduzir essa corre¢cdo no espectro rotacional. Usando a regra de
selecdo AJ =1 temos

F,(J+1)-F.(J)
(

:B£J+ 1)(3+2)-D, (3 +1)2(j+2)2—3_3(J +1)+D,9% (I +1)° (4.69)
=2B(J+1)-D, (43 +4)(3+1)
—2B(J+1)-4D, (3 +1)(J +1)°

. AF =5 =2B(J+1)-4D, (J +1)’ (4.70)



62 Introducdo a Fisica Atdmica e Molecular

8——¥_

e c———————

Energia —

o -

Rotor Rigido Rotor nao - rigido

Figura 4.13: O efeito da correcdo centrifuga nos niveis rotacionais.
A equacdo (4.70) permite a determinagdo graficade B e D,, basta escrevermos

) — - 2
——=2B-4D (J+1 471
J+1 i ) (4.71)

(J+1Y
Figura 4.14: Grafico de 0/(J +1) em fungéo de (J +1)2. A reta possui uma inclinagéo
de -4D,.

4.9 Atividade no Infravermelho

Até o momento consideramos apenas a interpretacdo do espectro rotacional e
vibracional em termos da separacdo dos niveis de energia. Agora vamos considerar a
questdo da probabilidade de transi¢do entre dois niveis vibracionais de uma molécula
(diatbmica, a principio). Esta probabilidade de transicéo, é claro, esta relacionada com a
intensidade.
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Como vimos, em geral, a transi¢do vibracional ocorre entre v=0e v = 1. De
qualquer forma a probabilidade de transicao é

R=(y|ulw) (4.72)

onde y; se refere ao estado inicial, y, ao estado final e 2 € o momento de dipolo.
Durante a vibracgéo o dipolo varia e podemos escrever a expansdo de ,u(l’) como

d

u(n)=a(e) | §) (r-r)e. 473

onde r, é a distancia internuclear de equilibrio.

Usando
q=r-r, (4.74)
obtemos

du

,u(r):,u(O)+ W q+... (4.75)
0

onde ,u(O) € 0 momento de dipolo para r =r, , normalmente, o dipolo permanente, que

¢ constante.
Substituindo em R vem que

R:<Wi|/u(0)“//f>+<y/i|q‘!r//f>(((jj_,::ljo (4.76)

O primeiro termo é nulo devido a ortogonalidade das fungdes y;, e w, . Assim,

d
_— o

Este resultado mostra que:

Vibragdes que ndo alteram o momento de dipolo ndo tém intensidade, ou seja,
um modo vibracional que ndo modifica 0 momento de dipolo ndo é ativo no
infravermelho. Note que este resultado é também valido para moléculas
poliatbmicas.
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Exemplos:
N, N+e—N ndo ¢ ativo no infravermelho
CO Ce—0 € ativo
H H
AN /
Cc=C ndo ¢ ativo
< N
H H
H H
Ny /
C=C € ativo
/ N
H H
«—0—C-0— ndo € ativo | CO, possui 4 modos vibracionais:
—O0—C—=+«0 € ativo J 3 fundamentais, 2 ativos no IR

OBS: dizemos que um modo é fundamental se sua freqiiéncia de vibracdo é distinta de
todos os demais modos. Dois modos de vibragdes distintos mas com a mesma
fregliéncia pertencem ao mesmo modo fundamental.

4.10 Anarmonicidade

Até agora, temos utilizado a aproximagdo harmonica, de modo que o termo
vibracional é dado por (4.60). Obviamente essa aproximacdo deixa de ser vélida a
medida que a energia aumenta.

Experimentalmente, o efeito anarmonico se manifesta como uma diminuicéo do
espacamento de niveis. Uma maneira de resolver isso é adotar o potencial de Morse

e(r)=D,[1-e"] (4.78)

q=0:>g(r)=0

de modo que
{q =wo=¢(r)=D

e

Dessa maneira, o termo vibracional pode ser reescrito como

G(v)=(v+%)5—(v+%) 2.0 (4.79)
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onde y, é a constante de anarmonicidade (ela € adimensional).
Apenas para se ter uma idéia do valor desta correcdo, vamos considerar a
molécula de CO que, como ja vimos tem o = 2143cm™. Parao CO: y,0 =13,8cm™.
Considerando a anarmonicidade obtemos que, para Av=1:

G(v+1):(v+gj5—(v+g)2 2.0

: (4.80)

G(v):(v+%)5—(v+%j 2.0
:>AGv+}/2 =G(v+1)-G(v)=0—(2v+2) 0 (4.81)
+|AG,,y, = 0-2(v+1) %0 (4.82)

que depende linearmente de o . Entretanto, esse comportamento ndo se mantém a
medida que Vv cresce.

4.11 A extrapolacdo de Birge-Sponer

Suponha que queremos calcular a energia de dissociagdo D, de uma dada
molécula. Para isso, observe a figura 4.15.

\d

Figura 4.15: limite de dissociacdo para uma molécula.

Vamos denotar a energia entre o limite de dissociacéo e o estado fundamental v
=0como D,. Devido a energia de ponto zero, temos

D, =D, +

e 0

N |-

o (4.83)

Parece que ndo melhoramos muito as coisas, pois agora temos que determinar
D,. Mas aqui, usamos a extrapolacéo de Birge-Sponer, um método espectroscopico

para se obter D,. Note que podemos escrever:

D0 :;AGW% ZAG% -I-AGH% +... (484)
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Repare agora no gréfico de AGV+;/ em funcdo de v+1 (figura 4.17)
2

AG
AN V+%

U

< aproximagdo linear

real —

N

v+1

Figura 4.16: A extrapolacdo de Birge-Sponer.

Note que a curva tem no comeco um comportamento linear, mas ela vai a zero
mais rapido do que uma linha reta. A area sob o grafico é justamente igual a energia de
dissociacdo da molécula, porém, ela nem sempre é facil de ser calculada. A
extrapolacdo de Birge-Sponer nada mais é do que adotar o comportamento linear até
que AGW}/2 =0, como mostrado na figura 4.16. Assim, resta-nos apenas calcular a area

de um triangulo.
Como é de se esperar, D, obtido dessa forma € normalmente superestimado.
Além disso, ja que h& limite de dissociagdo, o numero de estados ligados é finito.
Usando essa aproximacao € possivel estimar a quantidade desses estados: como
Vv, ocorre para AG =0, da equagéo (4.82) vem que

0 =2(Vy +1) 2.0 (4.85)
7
v = -1
méx 210 (4.86)

0 que nos da uma estimativa do nimero de estados ligados.
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4.12 Exercicios

1. Considere um problema de dois corpos (coordenadas 1, e r,) interagindo por um
campo central V(r), onde r =r, —r,. Utilize as coordenadas internas r do centro

de massa Rcm para mostrar que esse problema é redutivel ao problema de um
corpo. Obtenha a equacdo de Schrddinger para uma molécula diatbmica como
um problema de um corpo.

2. Sabendo que a constante rotacional para a molécula de H., é 60,8 cm™, obtenha a
distancia internuclear de equilibrio.

3. Considere uma molécula diatbmica AB cuja constante rotacional vale 21 cm™,
Obtenha:
a) O comprimento de onda para ocasionar uma transicdo entre os niveis
rotacionais J=0e J =1;
b) O nivel rotacional mais populoso a uma temperatura de 300 K.

4. Obtenha a distribuicdo de populacdo dos niveis rotacionais da molécula
diatdmica CO sabendo que sua constante rotacional é 1,93 cm™.

5. Qual deve ser a temperatura aproximada para que o nivel J = 4 seja o nivel
rotacional mais populoso para a molécula de HCI, cuja constante rotacional é B
=10cm™?

6. A freqiéncia vibracional da molécula diatbmica CO corresponde a
0 =2143cm™. Qual deve ser a temperatura T para que o primeiro estado
vibracional excitado tenha uma populacéo que seja 10 % da populacdo do estado
fundamental?

7. Na molécula de HCI, a transi¢ao vibracional v = 0—v = 1, ocorre em 2900 cm™,
Sabendo que sua constante rotacional é B = 10 cm™, obtenha os valores das duas
primeiras freqliéncias correspondentes aos ramos P e R rovibracionais.

8. Rigorosamente a constante rotacional depende do nimero quéntico vibracional v
e, portanto, B = B,.
a) Obtenha as duas primeiras transicbes dos ramos R e P fazendo essa
distingéo.
b) Sabendo que para certa molécula diatdmica obtém-se (em cm™) na
transicdiov=0ev =1:

Vg =2242,1 v, =2254,4; 0, =2216,3;v, =2203,7

Determine as constantes rotacionais B, e B, .

c¢) Sabendo que a massa reduzida dessa molécula é 1,66x10%" kg, determine
a distancia de equilibrio para os dois niveis vibracionais.

9. O espectro vibracional de alta resolucdo de HCI mostra que

0-1 (fundamental) = 2885,9 cm™;
0-2 (1° overtone) = 5668,0 cm™;
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0-3 (2° overtone) = 8347,0 cm™;
0-4 (3° overtone) = 10923,1 cm™.

Determine a constante de anarmonicidade usando o 1% e o 22 overtones e
compare 0s resultados.

10. O espectro rovibracional da molécula CS mostra que

v (quéntico vibracional) 0 1 2 3
B, (cm™) 0,817 | 0,811 | 0,805 | 0,799

Determine os valores de v, , vy, v € v, , @ partir da transicdo vibracional

pura v =uv.

11. O espectro rovibracional de uma molécula diatdmica registrado na regido do
infravermelho exibe uma separacdo de 80 cm™ entre as transicdes Ry e P;
(pertencentes respectivamente ao ramo R, onde AJ=1 e ao ramo P, onde
AJ =-1). Qual o valor da constante rotacional?

12. Considere os seguintes resultados obtidos experimentalmente para a separacéo
de niveis vibracionais de uma molécula diatbmica.

Vv 1-0 2-1 3-2 4-3 5-4
G(v+1)-G(v)/ecm™ | 2143 | 2116 | 2089 | 2061 | 2034

a) Determine a freqliéncia vibracional e a constante anarmonica;
b) Obtenha uma estimativa de quantos estados vibracionais ligados existem;
c) Obtenha uma estimativa da energia de ligacdo Dy e D, dessa molécula.

13. Abaixo sdo mostrados os resultados obtidos experimentalmente para a separagdo
dos niveis vibracionais de certa molécula diatbmica AB.

v'-v" 1-0 2-1 3-2
G(v+1)-G(v)/em™ 840 810 780

a) Determine a constante anarmonica;

b) Obtenha uma estimativa das energias de ligagdo Dge De;

c) Obtenha, a temperatura T = 300 K, qual a populagéo relativa do primeiro
estado excitado vibracional.



Capitulo 5: Espectros Raman,
NMR e Eletronico

Neste capitulo analisaremos mais alguns tipos de espectroscopias: Raman, que é
uma extensdo do espectro rovibracional para casos em que ocorre espalhamento de luz;
NMR — Ressonancia Magnética Nuclear, muito divulgada ultimamente e utilizada
(observe que ironial) para determinacao da estrutura eletrénica das moléculas e, por fim,
Espectroscopia Eletrénica, que nos ajuda na compreenséao dos estados excitados.

5.1 O Espectro Raman

Na regido do infravermelho, transicdes entre niveis vibracionais correspondem a
absorcéo ou emisséo de luz.

Se considerarmos o0 espalhamento de luz por uma amostra, verificamos que ele
pode ser elastico ou ineléstico. No caso elastico, temos o que se denomina
espalhamento Rayleigh. Uma pequena fracdo da luz sofre espalhamento inelastico que
corresponde ao espalhamento Raman.

A luz de freqiiéncia v, é espalhada com freqiiéncia

v, -0 (5.1)

onde v, pode assumir qualquer valor e |uO —ui| corresponde a freqliéncia vibracional.
A radiagdo com frequéncia v, <uv, € chamada de Stokes, estando relacionadas a
regra de selecdo Av=1 e a radiacdo com frequéncia v, > v, é chamada de anti-Stokes,

estando relacionada & Av=-1.

Para entender de uma forma simples o aparecimento dessas frequéncias, vamos
considerar a polarizabilidade do sistema.

Na presenga de um campo elétrico externo o momento de dipolo induzido é
(para campos fracos) proporcional a polarizabilidade

Mg =aE (5.2)
onde « é a polarizabilidade e E é o campo elétrico, que pode ser escrito como
E = E, cos(wt) (5.3)
onde w=2nv.

A polarizabilidade também depende da freqtiéncia (vibracional) natural e vamos
escrever

a = oy +Aa cos(mgt) (5.4)
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onde «, é a polarizabilidade no equilibrio e Aa sua variagdo maxima.

Portanto,
Hing =[ &, + Ac COS(t) | E, cOS(e0t) .
= o, E, cos(wt) + Aa cos (myt) E, cos(at) )
usando

cosAcosB=%[cos(A+ B)+cos(A-B)] (5.6)

obtemos

1

Ling =0 Eq Cos(a)t)+EAaE0 [COS((a)+a)o)t)+cos((a)—a)0)t)] (5.7)

e assim vemos gue o dipolo induzido oscila com freqiiéncias

@ : Rayleigh
®+ @, . anti — Stokes
@ — @, : Stokes

de forma que os dipolos irradiam freqiiéncias eletromagnéticas correspondentes.

5.2 Atividade do Raman-Vibracional

Para o caso vibracional, a atividade Raman é bem simples. A probabilidade de
gue uma transicdo ocorra também € dada por (4.72), mas desta vez devemos considerar

o dipolo induzido g, no lugar do dipolo x, de forma que podemos escrever:

R= (| ttoa w1 ) (5.8)

Note que o dipolo induzido esté relacionado a polarizabilidade por (5.2). Se a
expandimos da mesma maneira que expandimos o dipolo no caso vibracional (veja
sec¢do 4.9) temos

da
a:a(R):a(RO+X):C{O+(d—Rj X+... (59)

0

com R a coordenada nuclear, Ry a coordenada de equilibrio e «, a polarizabilidade no
equilibrio. Segue entdo que

d
R =(£j (wilx|w ) (5.10)
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ou seja, um dado modo vibracional sera ativo no Raman se ocasionar variacdo na
polarizabilidade.

Note que, como se trata do caso vibracional, temos Av==1, correspondendo
aos casos Stokes e Anti-Stokes.

5.3 Regra de Selecdo e Atividade do Raman-Rotacional

Diferentemente do caso vibracional, a regra de selecdo muda para o caso
rotacional.

Vimos no capitulo anterior que para o caso rotacional a regra de selecdo é
AJ =41, derivada das propriedades das transi¢cdes induzidas por dipolo elétrico
relacionadas com os harmdnicos esféricos (mais especificamente, com Y1, vide equagdo
1.11). No caso Raman € importante analisar primeiro a polarizabilidade e mostrar que o

dipolo induzido exibe Y.
Considere simplificadamente

u =a,E, cosd (5.11)

a componente do dipolo ao longo do eixo molecular (na verdade a polarizabilidade
deveria ser escrita como um tensor mas especificamente para esse caso, o resultado é o
mesmo).

O campo elétrico na direcéo z pode ser escrito como
E, =scosé (5.12)
e assim
U =a,ecos’ 0 (5.13)
Observando a tabela 1.2, vemos que
Y, =const (3cos® 0-1) (5.14)

ou seja, u, esta relacionada a Y, .
Como

(Yo [Yao|Yyp:) #0 s€ J=3'==42 (5.15)

temos que a regra de selecdo para o espectro Raman-Rotacional é
(5.16)
Outra forma de ver esse resultado é notar que a polarizabilidade de CO € a

mesma se temos C — O ou O — C. J& o dipolo troca de sinal. Entdo na rotacdo, a
polarizabilidade funciona como se rodasse o dobro do dipolo.
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C 0
>
(0] C ¥ o repete

C 0 1t repete

Figura 5.1: as relacOes entre polarizacéo, dipolo e as regras de selecéo.

Agora, usando a equacao para o termo rotacional dada por (4.27) com essa nova
regra de selecédo, temos:

Caso Stokes (ou Ramo S):

J—>J+2,J=01..
= AF =-B(J+2)(J+3)+BJ (J +1) (5.17)
=-B[J?+5J+6-J"-] ]

~.|AF =—B(4J +6) (5.18)

Caso Anti-Stokes (ou Ramo O):

J—>J-2,J=23,..

= AF =-B(J-2)(J-1)+BJ(J+1) (5.19)
=-B[J?-8J+2-J7-1]
“|AF =B(4J -2) (5.20)
4B
-~ 4B
-
IR A

Linhas Stokes : i ' Linhas Anti-Stokes

6B 6B
Figura 5.2: Esquema representativo do espectro Raman-Rotacional.

Usualmente escrevemos:
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Stokes : AJ =+2:>U=UO—4§(J +g) J=01,.. (5.21)

Anti — Stokes : AJ :—2:>u:uo+4§(.] —%j J=2,3.. (5.22)

sendo v, a freqliéncia independente.

5.4 Espectro NMR

A ressonancia nuclear magnética (NMR) se tornou uma técnica espectroscépica
muito importante devido sua utilidade para identificar moléculas e examinar suas
estruturas. Como o préprio nome ja diz, ela trata do espectro obtido a partir dos niveis
de energia do ndcleo quando um campo magnético é aplicado. Para que esse espectro
seja passivel de observacdo, é necessario que o nucleo tenha spin ndo-nulo.

Recorde que j& vimos (secdo 1.4) que o momento angular orbital I é
responsavel por um momento de dipolo magnético:

= ,uor (5.23)

en . . ) . , .
onde g, = ome € 0 magnéton de Bohr; vimos também que o spin do elétron esta
mc
relacionado ao momento magnético intrinseco por
/Zzint =gs (524)

Similarmente, o ndcleo atdmico tem spin e, associado a ele, um momento
magnético nuclear

/ZZN = gNﬂNT (5-25)

onde g, : fator g nuclear (adimensional);

e
L, - magneton nuclear = VR (M :massa nuclear);
C

I : spin nuclear.

Abaixo damos como exemplos o spin e o fator g para dois atomos importantes
para sistemas organicos

1H—>I:%, g =5.585
BC =%, g =1.404

sendo ‘H o is6topo natural mais abundante do hidrogénio (corresponde a 99,99% do
hidrogénio existente). J4 o *C, apesar de responder apenas por 1,11% do carbono

existente, é um is6topo importante em NMR, uma vez o carbono natural **C tem spin
nuclear nulo e, portanto, ndo apresenta espectro NMR.
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E comum se trabalhar com a constante

7 =0uBy (5.26)

que é chamada de raio giromagnético. Assim

Ty =71 (5.27)

O raio giromagnético é que determina a extensdo dos desdobramentos dos
subniveis.

'H—> y=26,752
s > 7=2675 (x10' T*srad)
C—>y=6,728

Considere agora um ndcleo magnético na presenca de um campo magnético

homogéneo externo B. Valores tipicos para campos magnéticos em NMR estdo na
regido de 1 — 20 Tesla (Os primeiros aparelhos de NMR tinham um campo em torno de
1,A4T; os mais modernos tém hoje 17,6T) .

Na presenca do campo, temos um termo de perturbacao

V=—7,B (5.28)
Assumindo B =B,z
V =—yB.l, (5.29)
e a correcéo de 12 ordem é
EY =(V)=-hyB,m, =E (5.30)

e, portanto, ha um desdobramento dependente dos valores de m,:—m,,m,+1,...,.+m

yAR)
com 21 +1, sendo m, a projecédo de | ao longo do eixo z.
Considere novamente *H . Para ele

|:% e mzz%h,-%h (5.31)

com

E :i% yB.h (5.32)

e 0 desdobramento ocorre como ilustrado na figura 5.3.
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Sem
Campo Com Campo

Figura 5.3: a separacdo de niveis degenerados, devido a aplicacdo de um campo
magnético B.

Para qualquer valor do campo B, temos que a separagao entre os dois niveis é
AE = hyB, (5.33)

ou seja, ela € linear em B.

Transicdes entre esses niveis ocorrem para freqiiéncias na regido de poucos MHz
(10 — 100 MHz).

Para um campo B fixo:

AE =hv="hyB, :UZLISZ(em Hz)
27 (5.34)

oucomow=27v=w=yB, (emrad/s)

Deste modo, temos duas maneiras para estudar o espectro NMR de uma
molécula: fixamos o campo e variamos a freqliéncia ou fixamos a freqiiéncia e variamos
0 campo. Normalmente, a segunda opcao é a mais usada.

Exemplo: Qual o campo necessario para induzir no*H transicdes em 60 MHz? E no
13
C?

v =60 MHz = 60x10° Hz = 60x10°s™* (5.35)
Como y =26,752x10' T"s™rad e usando (5.34)

6a-1
p, =2 271ad00d0s ) yr (5.36)
y 26,752x10' T s rad

Isso determina a escala comercial de aparelnos NMR. Um aparelho de 500 MHz
correspondendo a um campo de 11,75T.
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Para o *C, as transicdes ocorrerdo em outra regio

lH UszHBZ 1
27y =u Lo =2y, =15 MHz (5.37)
1B, _7ch w4
Co, =7+
2r

Reciprocamente, para observar *C em 60 MHz é necessario um campo 4 vezes
maior: B, =5,64T.

Até agora consideramos nucleos isolados e todos absorvem na mesma
freqUéncia. Vamos entdo considerar a presenca dos elétrons, cujo papel é muito
importante em NMR.

O principal efeito da nuvem eletronica é que, quando aplicamos um campo B,

ela gera um campo oposto B, dado por

Bele = _O-BO (538)

Assim, o campo sentido pelo nucleo passa a ser
B,=(1-0)B, (5.39)

e as equacdes que determinamos anteriormente passam a ter B, —>(l—0') B,, onde o é

a blindagem magnética (magnetic shielding), que é obviamente adimensional. Para o

'H os valores tipicos de o s&o da ordem de 10°.
Temos agora entdo

,_r(1-0)B (5.40)
27

E justamente a sensibilidade da blindagem o que faz a espectroscopia NMR t&o
atil.

5.5 Chemical Shift

Vimos no exemplo da secdo anterior, a frequéncia de absor¢do depende do
aparelho NMR. Se o aparelho operar em 60 MHz (portanto B = 1,41T) o *C absorve
em 15 MHz. Em um aparelho mais moderno que opera na faixa de 500 MHz (ou seja, B
=11,75T), o mesmo “*C absorvera em 125 MHz.

Concluimos que o espectro depende do aparelho!!

Para evitar isso € comum utilizar apenas o deslocamento da freqiiéncia em
relacdo a um padrdo. Mas como o € proporcional ao campo B, faz-se necessario
normalizar em relag&o ao aparelho. Assim

_ Ressonancia em relagéo a um padréo
frequéncia do aparelho

o

(5.41)
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ou seja,

S = Dejemento —

padréo 6
x10 5.42
. (5.42)

aparelho

L

O 10° é apenas uma conveniéncia, ja que o ~ 10, ou seja, Av= 5~ Hz.
o € chamado de chemical shift (ou deslocamento quimico se preferir, embora esse
termo definitivamente ndo seja usado) e é independente do espectrémetro.

Porém, note que temos um novo problema: precisamos de um valor de
referéncia para calcular o chemical shift (um para cada atomo!).

H& muita discusséo atualmente sobre como definir bons valores de referéncia.
De um modo geral, para que a blindagem de um atomo de uma molécula possa ser
considerada um bom valor de referéncia, as seguintes condi¢cdes devem ocorrer:

e A molécula deve existir em abundancia;

e Tem que ser pouco reativa;

e A blindagem deve ter valor extremo, ou seja, a maioria dos atomos do mesmo
tipo em outros sistemas devem possuir blindagens maiores (ou menores).

N&o é trivial obter uma molécula com essas caracteristicas para todos os &tomos,
de forma que os estudos se concentram em alguns poucos como Carbono, Nitrogénio,
Hidrogénio e Oxigénio.

Como exemplo, podemos citar a referéncia para o hidrogénio, que é a molécula
de tetra metil-silano (TMS): Si(CH,) ,» CUjas caracteristicas sdo:

=

Em TMS todos os hidrogénios possuem o0 mesmo sinal;

TMS é muito pouco reativo;

3. TMS tem valor extremo: a maioria dos hidrogénios em outros sistemas
absorvem em freqliéncias mais altas (ou seja, o chemical shift é positivo).

N

Isso nos permite escrever:

5, =AU 1001 (em ppm) (5.43)

Uaparel ho

De um modo mais geral, considere que um atomo absorve em v, em um sistema
e em v, em um outro sistema, entéo

B yB
v, =2—7;(1—0'1) e v, =2—7:(1—62) (5.44)
0 que nos leva a
b —b 7By 6
0,—06,= = (02 _0-1))(10 (5.45)

270

U, aparelho

aparelho
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Como v

aparelho

=7/2—BZ e B, ] B, pois o [110°, obtemos
T

8, -6, =(0,—0;)x10°| (em ppm) (5.46)

Normalmente o ¢é dado em ppm (partes por milh&o).

Exemplos:
1) O chemical shift do "Hda molécula de acetona (CH3(CO)CH3) é 2,0 ppm.
Calcule a que diferenca de freqliiéncia esse valor corresponde em um
espectrometro de

a) 400 MHz;
b) 100 MH.

Usando (5.43) temos

O,

aparelho
U, —Ugppe = —————r 5.47
acet TMS 106 ( )
Oy =2,0ppm = a) Se v, .o, =400 MHZ = v, —Urys =800 Hz (5.48)

=Db) Sev,

aparelho

=100 MHZ = v, — Uyy,s = 200 Hz

2) Calcule o chemical shift da linha ressonante do *H em &gua em relagdo a
acetonitrila (H3CN), sabendo que a blindagem magnética desse atomo nessas

duas moléculas vale o, =34,474 ppm € o = 29, 783 ppm.
De (5.46) vem
5égua - 5acet0nitrila = (O-égua - O-acetonitrila) =34,474-29,783=4,691 ppm (549)

Vale ressaltar que a blindagem magnética também pode ser negativa: nesse caso
temos um magnetic deshielding e ele ocorre devido as contribuigdes paramagnéticas.

Note também que a blindagem depende exclusivamente do ambiente quimico
em que cada 4&tomo se encontra. Dessa maneira é possivel obter informacgdes sobre a
geometria da molécula medindo seu espectro NMR.

Exemplo: Considere a molécula de 4gua. Quantos picos esperam-se serem observaveis
no seu espectro NMR de Hidrogénio?

Como na molécula de agua a distancia de cada Hidrogénio até o Oxigénio é a
mesma, ambos estdo no mesmo ambiente quimico, logo o espectro NMR devera
apresentar um anico pico.
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5.6 Espectro Fotoeletrénico

Este tipo de espectroscopia € muito utilizado para desvendar a estrutura
eletrénica de atomos e moléculas.

Ao contrario da espectroscopia eletronica, ndo ha uma condicdo de ressonancia
entre dois niveis pois a energia cinética do elétron é continua e a conservagdo da energia

é satisfeita com a energia cinética do elétron (M —> M7 +e‘). A equagdo mestre é
hV = Ii +Tion +Te (550)

onde I, é a energia de ionizagdo e T € a energia cinética. Como a massa do elétron é

muito pequena comparada ao nucleo, a energia de recuo do ion é muito pequena e,
portanto,

I =hv-T, (551)

Experimentalmente conhece-se hv (fonte monocromatica) e mede-se T,. Em
geral, a espectroscopia fotoeletronica é subdividida em dois tipos:

e UPS — espectroscopia fotoeletronica na regido do ultravioleta. Para esse tipo, as
principais fontes de radiacdo sdo lampadas de Hélio | (transicdo 1s2p —1s®

com A =584A e que permite o estudo da regido de valéncia) e Hélio 1l (ou seja,
He*, transicdo 2p —1s com A=304A e que permite o estudo da regifo de
valéncia e também de camadas mais internas);

e XPS — espectroscopia fotoeletronica na regido de raio X. Obviamente, nesse
caso a fonte de radiacdo emite raio X, 0 que permite o estudo de camadas
profundas. Este tipo de estudo deu o prémio Nobel de Fisica a Siegbahn em
1981.

5.7 Exercicios

1. No caso Raman, a regra de selecdo vibracional continua sendo Av=+1, mas a
regra de selecdo rotacional muda para AJ =+2. Isso da origem aos ramos O
(Stokes) e S (Anti-Stokes). Considere que a constante rotacional B € a mesma
para ambos 0s casos e despreze corre¢des centrifugas e anarménicas. Deduza
entdo as posicdes das transi¢des rovibracionais associadas a esses dois ramos.

2. A primeira linha Stokes e a primeira linha anti-Stokes do espectro Raman-
rotacional de uma molécula diatbmica homonuclear estdo separadas por
24 cm™. Qual o valor de sua constante rotacional?

3. Metil-acetato e Etil-metanoato (ou etil-formiato) sdo isémeros, ou seja, tem a
mesma formula quimica (C,H,O,) embora suas estruturas moleculares sejam

distintas (veja a figura abaixo).
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a) b) o
n 7
| e
C

AN
AN O—CH, — CH,
CH, 0—CH,

Figura 5.4: as moléculas a) metil-acetato e b) etil-metanoato.

A qual dessas duas moléculas se refere o espectro de NMR abaixo? Justifique.

500 400 300 200 100 0 Hz

! i L L Al A

8 6 4 2

TMS
r
0

Figura 5.5: Espectro NMR do *H da molécula (C,H,0,).

4. Considere o espectro de *C da molécula de fulereno (Cg, ). Quantas linhas
NMR vocé espera nesse espectro?

5. O espectro NMR do Oxigénio da molécula de CO3 possui dois picos distintos,
de tamanhos muito parecidos. Supondo que essa molécula é planar, como € sua
geometria?
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Capitulo 6: O Método de Htickel

Neste capitulo veremos o método quantico mais simples para o tratamento de
moléculas: 0 Método de Huickel. Desenvolvido na década de 30 do século passado, foi 0
primeiro método a obter uma explicacdo correta para o espectro da molécula de
benzeno. Ele ainda se mostra muito 0til, principalmente para 0s casos em que 0
tamanho do sistema esbarra com os limites computacionais atuais.

6.1 Idéias principais

O método de Hiickel ¢é possivel gragas a separabilidade c-n , proposta por Pariser
e Par na década de 50. Para entendé-la, precisamos saber o que sdo orbitais moleculares
e, em particular, os orbitais @ e G.

Quando ocorrem ligacdes quimicas os orbitais atbmicos ndo sdo preservados:
eles se sobrepdem e formam novos orbitais, 0s orbitais moleculares. Se a sobreposi¢do
for construtiva, temos um orbital molecular ligante, se for destrutiva, o orbital formado
é antiligante. Os orbitais ligantes sdo subdivididos em tipo o e tipo m.

e Orbital o: ocorre quando o orbital molecular formado esta no eixo de ligagéo;

e Orbital ©: ocorre quando o orbital molecular formado n&o esté no eixo de
ligagéo.

Se a molécula for planar, podemos dizer que orbitais moleculares ¢ sdo aqueles
que estdo no plano da molécula e que os orbitais ® sdo aqueles que estdo
perpendiculares a esse plano. A separabilidade 6-n propde que os dois tipos de orbitais
ndo interagem de maneira significativa, de modo que podemos estuda-los
separadamente.

De um modo geral, observa-se que em moléculas organicas, os orbitais menos
energéticos, ou seja, mais externos, sdo do tipo m, logo as informagdes quimicas
envolverdo elétrons deste tipo.

O que o metodo de Hiickel faz é propor uma maneira sistematica de montar um
Hamiltoniano para um sistema onde vale a separabilidade c-n.

Seja entdo um Hamiltoniano representado por uma matriz quadrada de ordem n:

h, ... h,
H=| @ . (6.1)

h

nl o nn

onde n ¢ o numero de atomos que possuem orbitais w. As regras de Hiickel para
determinacédo desse Hamiltoniano sdo:
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e Paratodos os termos na diagonal principal, h,, , referentes as integrais de

sobreposi¢do (overlap), € atribuido o valor a;
e Paraos outros termos, h,,,com u v, consideramos:

Y%

f,se uev foremvizinhos adjacentes;
0, caso contrério.

sendo que o e B sdo Sempre menores que zero.
Uma vez construido o Hamiltoniano, utiliza-se a equagdo secular

det(H —&1)=0 (6.2)
para determinar os autovalores e autovetores: 0s autovalores correspondem a energia
dos orbitais e os autovetores correspondem a funcdo de onda desses orbitais. Somando a
energia dos orbitais ocupados, obtemos a energia total.

Os exemplos a seguir ilustram o método.

6.2 Alguns exemplos

Exemplo 1: Etileno — Vamos comecar com o etileno, C,H, (figura 6.1).

H H

AN /

o=

H/ \H
Figura 6.1: A molécula de etileno.

Como as ligagdes entre os carbonos e os hidrogénios sdo do tipo o, resta-nos
apenas os carbonos como detentores de orbitais m e, nosso problema se reduz a
determinacéo dos autovalores e autovetores de uma matriz 2 x 2. Temos ento:

a-& f

5 a_gzO:gi:aiﬁ (6.3)

Para os autovetores fazemos:

(a ﬁj(a):&(a):}{aaﬂﬁb:a(aiﬁ):b:ia 64

B a)\b b Ba+ab=b(atp)

logo

) =i[ 1j:>¢ =i(z +7,) (6.5)
+ \/E + ﬁ 1 2 .

+1

com y, e y, 0s vetores da base, que nesse caso, representam orbitais p;, com 0 mesmo
tamanho pois estdo todos sendo multiplicados pelo mesmo fator. Assim:
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o, .

Figura 6.2: FuncGes de onda para os orbitais moleculares do etileno, obtidas com o
método de Huckel.

Os orbitais sdo:

& =a-f—¢
814¢—:a+ﬂ—>¢+
e aenergia total é 2(a+ 4).

Podemos nos perguntar agora: mas como determinamos os valores de o e ?
Para isso sdo necessarias informacdes adicionais como a energia de excitacdo e a
energia de ionizacdo, como mostrado no exemplo abaixo.

Exemplo 2: Butadieno — Analogo ao etileno, no butadieno, C,H, (figura 6.3) também

sO precisamos nos preocupar com o0s carbonos, pois s6 as ligacdes entre eles dardo
origem a orbitais 7.

H H

]
C C H
v \\‘;/ \‘:/

H H
Figura 6.3: A molécula de butadieno.

Montando o Hamiltoniano e resolvendo a equacao secular temos:
=0 (6.6)

dividindo ambos os lados por £ e fazendo x = a-¢
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x 1 00
1 x10 3 2 4 2
0 1 x 1 :0:>x[x —ZX]—[X —1]:0:x -3x°-1=0 (6.7)
0 01 x
+
sejay=x2=y?-3y+1= O:y_i: atp % (6.8)
logo os orbitais s&o:
&, =a-16184
& =a-0,6184

&,—4—=0a+0,618p
g——=a+1,6188

e aenergia total é 4o+ 4,472 .

Agora, sabendo que a primeira excitacdo dessa molécula é obtida em 6,0 eV e a

primeira ionizagdo é obtida em 8,7 eV, podemos determinar os pardmetros a ¢ 3, basta
fazer:

&, =a—-1,6184
&—F—=0-0,618p c

82 ¢ :(l+0,618ﬁ excitada
&——=a+1,6188

=40 +3,236 =6eV

&, —a-1,6184
=q-0,6188
82 $ —a+ 0, 618ﬂ |on|zada

g§—MN—=a+1,6188

&3

=30 +3,8543 =8V

primeiraexcitacdo:AE =E,,, —E, e =—06,06V=AE =12365=-6eV = [ =-4,85eV
primeiraionizacdo:AE =E, ,, —E .00 =8 7€V = a+0,6185 =-8,7eV = a =-5,7eV

Se calcularmos as fungdes de onda, encontramos:

¢, =0,3724,+0,602y, +0,602, +0,372y,
0, =0,602y,+0,372y, 0,372y, -0,602,
9, =0,6024,—0,372, 0,372y, +0,602,
0, =0,372, 0,602, +0,602y, - 0,372,

(6.9)
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Figura 6.4: Fungdes de onda e respectivos orbitais moleculares do benzeno, obtidos
com o método de Hiickel.

Exemplo 3: Benzeno — Hiuckel foi o primeiro método bem sucedido a explicar o
espectro da molécula de benzeno (C,H).

H

|
H C
\C/ \C/H
P c
H \C/ \H

H

Figura 6.5: A molécula de benzeno.
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Agora temos um Hamiltoniano 6 x 6:

a-& f 0 0 0 p
g a-¢ B 0 0 0
0 p  a-¢ 0 0 0 6.10
0 0 B a-& B 0| (6.10)
0 0 0 g a-¢ p
p 0 0 0 p  a-¢
fazendo x=%—%:
Y
x 1 0 0 0 1
1 x 1 00O
01 x 100 0 = x =+1(raizes duplas), + 2 6.11
= f— =T y .
0 01 x 10 P ( )
0 00 1 x 1
1 00 0 1 x
Assim:
— a-2p
__a_
ENRE S
2 a+2p
e aenergia total € 6 +84.
As funcgbes de onda séo:
(P1=i()(1+7(2+)(3+7(4+7(5+7(6)
J6
1
§02:ﬁ(zﬂﬁ"'lz_ls_zﬂﬁ_}(s"')(s)
1
(/’3=§(Zz+;(3_7(5_7(6)
(6.12)

1
, :E(le_lz_ls‘*'zﬂﬁ_ls_la)

1
¢5=§(Zz—z3+xs—ze)

1
s :ﬁ(ll_lz+}(3_l4+ls_le)
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Figura 6.6: Orbitais moleculares do benzeno, obtidos com 0 método de Huickel, que foi
o0 primeiro método a explicar corretamente o espectro dessa molécula (adaptado de [5]).

6.3 Extensdes para Huckel

Apesar dos exemplos que vimos até agora mostrarem que o método de Huckel
funciona bem, ele muitas vezes deixa a desejar na precisdo. Algumas tentativas foram
feitas para melhora-lo. A principal delas diz respeito as interagfes entre vizinhos: nos
trabalhamos aqui com a chamada aproximagdo de primeiros vizinhos: além das
integrais de sobreposicao, estamos considerando apenas os vizinhos adjacentes de cada
atomo, o que nem sempre pode ser uma boa aproximacdo. Pode-se entdo definir outros
termos de interacdo vy, & etc para segundos vizinhos, terceiros vizinhos e assim por
diante. Note também que as integrais de sobreposi¢do sdo assumidas como tendo o
mesmo valor, independente do atomo que seja, 0 mesmo vale para 0s Vvizinhos:
independente dos &tomos envolvidos, a interacdo tem o mesmo valor. Para um melhor
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resultado, poderiamos diferencia-los, usando diferentes parametros. Estas modificacbes
que tentam tornar o método de Hiickel mais preciso nos levam ao método de Huickel
extendido. Note, entretanto, que se temos mais parametros, mais dados experimentais
s80 necessarios, o que pode inviabilizar o processo. O grande nimero de parametros
também pode tornar os calculos excessivamente custosos.

6.4 Exercicios

1. Considere a molécula ciclobutadieno (C,H,).

a) Utilize o método de Hiickel para obter as energias dos orbitais
moleculares;

b) Utilize um diagrama para mostrar as ocupacdes referentes ao estado
fundamental. Qual é a energia total?

¢) Respeitando as regras de Hund, qual o valor do spin total (valor de S) do
estado fundamental?

2. Repita o exercicio anterior para o anion do ciclobutano (C,H, ). Qual a energia
necessaria para remover o elétron extra?

3. No exemplo 2 vimos o método de Huckel aplicado ao butadieno (figura 6.3).
Suponha agora que o carbono mais a esquerda seja substituido por um
nitrogénio e obtenha o0s novos orbitais moleculares assumindo que

Pec =5 By =2P ey =1

4. Utilize o método de Hiickel para obter as energias dos orbitais moleculares da
molécula C3H3N, assumindo Bec = B, Ben = 2P € an = ac = a. Qual o spin total
do estado fundamental? Justifique.

H
C
O\
HC M
%
C

A molécula C3HsN.



Uma Introducédo Pratica a Teoria de Grupo
Sylvio Canuto

A teoria de grupo (particularmente a teoria de grupo pontual) é muito Gtil para
resolucdo de problemas moleculares. Nesse capitulo apresentamos de maneira breve e
sucinta os principais resultados, teoremas e ferramentas que serdo utilizadas
posteriormente para o estudo de métodos tedricos em fisica molecular, abrindo méo do
formalismo matematico e das demonstracfes rigorosas. Desta maneira, ndo temos a
pretensdo de substituir textos muito mais completos ja existentes sobre essa teoria;
queremos apenas facilitar a compreensdo do contetdo que esta por vir.

7.1 Elementos de um grupo: o grupo Cyy

J& que vamos dispensar o formalismo, vamos trabalhar diretamente com
exemplos e tirar deles os resultados mais gerais.
Considere assim a molécula de &gua (figura 7.1).

O
7\
H H

Figura 7.1: a molécula de agua. Note que ambos os atomos de hidrogénio distam
igualmente do atomo de oxigénio.

Observe o seguinte:

e A molécula de dgua permanece a mesma se fizermos uma rotacdo de 180° em
torno do eixo Z mostrado na figura 7.2: esse eixo é dito eixo de simetria;

e Existe um plano que contém o eixo de simetria e toda a molécula de agua.
Devido a isso, um espelho plano paralelo a esse plano nos da uma molécula de
agua idéntica a original;

e Se colocarmos um espelho perpendicular ao eixo de simetria, a reflexdo no
espelho faz com que tenhamos uma molécula de agua idéntica a original,

e Por fim, se ndo fizermos nada (?!) a molécula permanece a mesma (se essa idéia
for incomoda, pode-se pensar que todas as coordenadas da molécula foram
multiplicadas por um).

Essas 4 propriedades definem o grupo:

1. A primeira propriedade e dita propriedade C,: se girarmos a molécula de um
angulo ¢
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~ 360°
n

0

(7.1)

obtemos a mesma molécula. No caso da agua, n = 2, de forma que dizemos que a
molécula de 4gua possui a propriedade Cy;

2. A segunda propriedade é chamada de o, ;

3. Aterceira propriedade é conhecida como o, ;
4. A ultima propriedade nada mais é que a identidade E.

Essas quatro propriedades juntas definem o grupo ao qual a agua pertence: o
grupo C,, .

Outro exemplo de molécula pertencente ao grupo C,,, : formaldeido

Obviamente o grupo C,,, ndo é o Unico grupo que existe, mas veremos tudo o
que € necessario para trabalhar com um grupo utilizando o C,,, e depois veremos as
diferencas em outros grupos.

7.2 Representacéo do grupo

Vamos buscar uma representacdo matricial para o grupo C,,. Considere o
referencial de coordenadas como dado na figura abaixo.

.

Z

w

Figura 7.2: O referencial de coordenadas adotado.

Baseados no que vimos na sec¢ao anterior, podemos escrever:
X X 1 00
Ely|=|y|=E=[{0 1 0 (7.2)
z z 0 01
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X —X -1 0 O
Cly|=|-y|=C,={0 -1 0 (7.3)
yA Z 0O 0 1

x
>
[N
(@)
o

oy|Y|=|-yY|=0o,=/0 -1 0 (7.4)

N
N
o
o
[EEN

>
|
x
|
-
o

o, |Y|=| Y |=o,=[0 10 (7.5)

N
N
o

Note que cada matriz é sua prépria inversa, uma vez que para todas vale a
relacdo

A =E (7.6)
e além disso, elas comutam, ou seja
AB = BA (7.7)

Esse tipo de grupo € dito grupo abeliano comutativo.
Podemos, desta maneira, construir uma tabela de multiplicacdo para o grupo

Cu:
E C, oy o,
E E C, Ov Vv
C, C, E o, oy
oy oy o, E C,
o o, oy C, E

Tabela 7.1: Tabela de multiplicagéo do grupo C,, .
Claramente a tabela 7.1 representa o grupo C,,,, pois, por exemplo, considere
GV'CZ = GV' (78)

é possivel verificar a igualdade graficamente
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z z
X
X
= O-V . / — | i = O- VI
¥ y

Figura 7.3: verificagdo grafica da equacéo 7.8.

ou matricialmente

oy C, o,
1 0 0)y-1 0 O -1 00
(7.9)
0 -1 00 -10|={0 10
0 0 10 0 1 0 01

Observe que nossa representacdo tem dimensdo 3 porque escolhemos um Unico
conjunto de coordenadas (x,y,z) para representar toda a molécula. Poderiamos optar, por
exemplo, em definir um sistema de coordenadas no centro de cada atomo da molécula
de agua e, dessa maneira, definiriamos uma representacdo de dimensao 9 (!!). Isso nos
leva a concluir que a representacdo de um grupo ndo € Unica. De fato, temos um
resultado importante quanto a isso:

Teorema: Suponha que o conjunto de matrizes E, A, B,C,... seja uma representacdo
para um grupo. Entdo o conjunto de matrizes E,A',B',C',..* obtidas por uma
transformacéo de similaridade, ou seja, através de

X'=UXU

também sdo uma representacdo do grupo.

Isso nos d& uma infinidade de possiveis representacfes para um grupo. Veremos
agora como obter a menor delas.

7.3 RepresentacOes Redutiveis e Representacdes Irredutiveis
Do teorema anterior temos que
AB=D=AB =D (7.10)
Pois

AB =UAUU'BU =U*ABU =D (7.11)

* Observe que uma transformacdo de similaridade na matriz identidade E resulta na
propria matriz E.
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Suponha agora que U fatora as matrizes A,B,C,... em blocos, entdo se para
todas elas pudermos escrever uma relagdo do tipo

A

A'=U"AU = A | (7.12)
A

onde A sdo matrizes de ordem inferior, temos que

D, =AB E,AB,... ) .
, .. e, portanto .~ sdo também representacfes do grupo.
D,=AB, E,A,B,,...
Sempre que for possivel achar uma transformacgdo de similaridade que reduza a
representacdo, dizemos que a representacdo é redutivel. Caso contrario, temos uma
transformac&o irredutivel.
As representacdes irredutiveis sdo o que realmente caracterizam o grupo.
Para o grupo C,,, a tabela de caracteres da representacdo irredutivel é dada

abaixo.

E C, oy o,
T, 1 1 1 1
r, 1 1 1 1
r, 1 1 1 1
r, 1 1 1 1

Tabela 7.2: representacéo irredutivel do grupo C,, .
Note o seguinte:
> IT, =hs, (7.13)
onde h é a ordem do grupo.

Exemplo:

> I, =11+11+1.-1+1.-1=0
> I, =11+1.-1-1.-1-1.1=0 (7.14)
D T5=11+11+1.-1+1.-1=4— ordem do grupo C,

A relacdo (7.13) é conhecida como Teorema da Grande Ortogonalidade.

A tabela 7.2 a primeira vista parece misteriosa, mas sua interpretacdo é muito
simples. Considere o eixo x. Se aplicamos as quatro operacgdes do grupo C,, obtemos:
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(7.15)

de onde segue a linha 4 da tabela 7.2. Chamaremos essa linha de agora em diante de B;.
Note que o eixo y se transforma segundo B,. Dessa maneira, o produto Xy se

transforma como
B®B,=11-1-1 (7.16)
que é a terceira linha da tabela 7.2, que chamaremos de A, . Observe que

I:QZ

(xy'-y'x) (7.17)

também se transforma segundo A, pois
E(xy—y'x)=xy'-y'x=1
C,(xy'-y'x)=xy'-y'x=1
8 C ) Co (7.18)
oy (Xy'-y'x)=—xy+y'x=-1

o, (xy'=y'x)=—xy+y'x=-1

Seguindo esse raciocinio, podemos encontrar que as transformacfes do grupo
C,, sdo sempre descritas por uma das linhas da tabela 7.2. Assim a tabela completa,

com as respectivas transformacdes é:

E G o, oy | aione
A 1 1 1| 2,y 7
A, 1 1 -1 -1 R, Xy
B, 1 1 1 -1 X, Ry, Xz
B, 1 -1 -1 1 Y,R., ¥z

Tabela 7.3: A representacdo irredutivel do grupo C,, e suas respectivas
transformagoes.

7.4 Obtenc¢do de modos vibracionais usando grupos

No capitulo 4 estudamos o espectro vibracional. La, calculamos apenas as
frequéncias de vibracdo de uma molécula. Nessa se¢do, utilizaremos a Teoria de Grupo
para obter os modos vibracionais, ou seja, as possiveis maneiras que uma molécula
pode vibrar.
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Vamos utilizar como exemplo a molécula de agua. Comecemos com a
representacdo redutivel proveniente de se adotar um sistema de coordenadas
centralizado em cada atomo conforme mostrado na figura 7.4.

Figura 7.4: Sistemas de coordenadas centrados nos 4&tomos que constituem a molécula
de 4gua (adaptado de [6]).

As transformacdes podem ser escritas como

Xy, Xt
Vi, Vi,
Z,, Z,,
X, Xy,
y;42 = Mgyq Yu, (7.19)
Z,, Z,,
X X
Vi, Vi,
Z Z

onde M,,, é uma matriz quadrada de ordem 9, uma para cada operacdo de simetria do

grupo C,, . Obviamente, para a operagdo de identidade E, a matriz M,,, € uma matriz

identidade de ordem 9.

Né&o e dificil calcular as outras matrizes (embora seja muito tedioso). Para C,,
por exemplo, temos
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0 00 -100U0 00
0 000 -100 0 0
0 000 010 00
1000 00O 0O
C,={0 -1 0 0 00 0 0 0 (7.20)
0O 010 0O0UO0 00O
0 000 0O0-100
0 000 00O -10
0O 000 0O0TUO0 0 1

Neste ponto convém definir algo muito 0til, o carater da representacéo.

Definicdo: Definimos y, o carater da representacdo, como sendo o trago Tr da matriz
associado a essa representacédo, sendo que

Tr(M)zzmnn (7.21)

ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal. Dessa maneira, o caraterde E€ 9 e
odeC,é-1.
Assim, efetuando os calculos, encontramos que

‘ E C, oy o,

x | 9 -1 1 3

Como estamos trabalhando com 3N coordenadas (ou seja, para esse caso 9),
temos graus de translacdo e rotacdo que, posteriormente, termos que retirar.

Jé& dissemos que a representacdo obtida desta forma é redutivel. Para obter como
essa representacdo se relaciona com a representacdo irredutivel, basta projetar as linhas
da matriz da representacéo irredutivel em y . Assim

OAZ:%[E"H:Z toy +GV-]1=—[9—1+1+3]=3
1 1
OAQZ=Z[E+C2 ~oy -0, |x=2[9-1-1-3]=1
1 (7.22)
OBlz=Z[E—C2+JV o, |x="[9+1+1-3]=2
1
OBZZ:Z[E_CZ —Oy +GV':|Z:_[9+1—1+3]:3

logo
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A ocorre 3 vezes
A, ocorre 1 vez

B, ocorre 2 vezes
B, ocorre 3 vezes

x=3A+A +2B +3B, (7.23)

Observando a tabela 7.3 verificamos que os graus de translacdo sdo dados por
A, B, e B, e os de rotagéo sdo dados por A,,B, e B,. Descontando-os de y temos

Zvibr = 2A1 + BZ (724)

ou seja, as vibragdes da molécula de agua tem simetria A, A e B,, como mostrado na
figura 7.5.

A -
5
/L v =3652cm’
H H
/ Ny
A i)
L =1545 cm™?
"\ / \ /!
H H
B, :
- 0O—-
AR v = 3756 cni’
H H

/

Figura 7.5: os possiveis modos vibracionais da molécula de agua.
7.5 Atomos imoveis

Vimos na se¢do anterior o procedimento para se obter os modos vibracionais de
uma molécula. Entretanto, esse método é inconveniente para sistemas moleculares
maiores, por demandar uma quantidade de calculos grandes (além de ser extremamente
tedioso). Essa grande quantidade de calculos também pode atrapalha o desempenho
computacional em simulagdes. Além disso, em alguns grupos de simetria, 0 uso de
projetores néo é possivel (é o caso dos grupos C_,,e D_, ).

Um processo alternativo é o método dos atomos imdveis. Vamos ilustra-lo
usando novamente a molécula de dgua como exemplo. Observe o seguinte: quando
aplicamos



100 Introducdo a Fisica Atdmica e Molecular

e E, 0s 3 &tomos permanecem imoveis;
e (C,, 1 atomo permanece imovel (o oxigénio);
e o,,1atomo permanece imovel (o oxigénio);

e 0,,0s3atomos permanecem imoveis.

Agora, utilizamos o seguinte algoritmo:

=

Somamos as linhas da representacgdo irredutivel correspondentes as translacoes;

2. Multiplicamos os valores assim obtidos com o numero correspondente de
atomos imoveis para aquela operacéo de simetria

3. O resultado assim obtido corresponde ao carater da representacao.

O diagrama abaixo esquematiza essas operagdes para 0 caso da agua:

E C, oy o,

x+y+z| 3 1 1 1

#atomos| 4 1 1 3
Imovels

Z 9 1 1 3

que de fato corresponde ao obtido na secdo anterior.
7.6 Outros Grupos

Agora que ja vimos 0 necessario para operar grupos de modo a obter os
resultados que desejados para moléculas. Vejamos agora, de maneira breve e resumida,
0S outros grupos pontuais existentes.

1. Grupos C, : possuem a propriedade de simetria C, definida na se¢éo 7.1. Aqui,
particularmente, temos trés casos especiais: os grupos C,, C, e C,. Esses
grupos séo os mais simples possiveis. C, possui apenas a identidade, C, possui
a identidade e uma reflexdfo e C, possui a identidade e uma inversao.

Entendemos por inversao a operacao de simetria dada por uma rota¢do em torno
de um eixo de simetria de ordem par seguida de uma reflexdo em relagdo a um
plano perpendicular ao eixo em questao;

2. Grupos C,, : como é de se imaginar, € a generaliza¢éo do grupo C,, : possuem
a propriedade de simetria C, e n planos de reflexdo vertical (oy,0,,,0,,,..).
Em fisica molecular se destacam os grupos C,, (molécula de amoénia), C,
(molécula de benzeno) e, é claro, C,,. Algo interessante de se notar é que
podemos ter n=oo, ou seja, existe o grupo C_,,, que é o grupo de simetria ao
qual uma molécula diatdmica heteronuclear pertence;

3. Grupos C,, : além da propriedade C, esses grupos possuem uma reflexdo num

plano horizontal (plano atraves da origem e perpendicular ao eixo de simetria de
maior ordem) e todas as operagdes que essas propriedades juntas implicam;
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4. Grupos D, : possuem n eixos duplos perpendiculares ao eixo principal C, e
todas as operacdes que essas propriedades juntas implicam;

5. Grupos D, : esses grupos possuem as propriedades de D, mais uma reflexéo
num plano horizontal. Aqui tambeém podemos ter n=c: D, € grupo de
simetria de uma molécula homonuclear;

6. Grupos D,,: além das propriedades de D, , esses grupos possuem n reflexdes
diedrais e todas as operagfes que juntas ambas implicam;

7. Grupos S, : possuem um eixo de rotagdo impropria de n-ésima ordem.

Entendemos por rotacdo imprépria a operacdo de simetria dada por uma
rotacdo propria (em torno de um eixo de simetria) seguida de uma reflexdo num
plano perpendicular ao eixo de rotacdo. Note que a inversdo é um caso
particular de rotacdo improépria (n = 2).

8. Grupos de Alta Simetria ou Grupos Cubicos e Icosaedrais: Esses grupos
contém mais do que uma rotacdo de ordem n com n>3. Os grupos cubicos
podem ser:

e Tetraédricos, que se subdividem em: T, se 0 grupo possui apenas as 12
rotagOes proprias de um tetraedro regular, T, se alem delas possuir as
reflexdes de um tetraedro e T, se possuir as rotagbes proprias e a

inversao.
e Octaédricos, subdividido em: O, que € o grupo no qual as operagdes de
simetria s&o rotacBes proprias de um cubo ou de um octaedro e O, , que

possui essas operacOes mais a reflexéo.

O grupo dos icosaedros regulares é dito I, se possuir a inversdo. Caso
contrario, temos o grupo |.

9. Grupo R, ou Grupo de Rotagdo Total: esse grupo é composto de todas as
rotacOes possiveis em qualquer angulo e orientacdo. Seu representante é a esfera.

As principais tabelas de caracteres relacionadas as esses grupos podem ser
encontradas no apéndice B.

Abaixo temos um diagrama para classificar as moléculas de maneira sistematica
segundo 0s grupos pontuais.
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Molécula
Deteminag¢do do l
Grupo Pontual Linear?
Nao Sim
Dois ou mais
C,,n=3? 12
Sim Nao
Nao Sim
i? =2 Car
Sim
T; — C,?
C 9 Sim Nao
Ndo Sim I, O,
o? Considereo C,
Nao Sim de maior ordem
i?
CS
Nao Sim
f)
C, C, nC, L€ 7
Sim Nao
()
o7 h
Nao Sim Sim Nao
noy, 7% Cnh no, 2
Dnh
Nao Sim Sim Nao
Cnv Szn -
Dn Dnd
Sim Nao
*Se existirem 3 eixos C, mutuamente L, S C
2n n

cheque cada eixo com 2 planos .

Figura 7.6: diagrama para determinar o grupo pontual de uma molécula.
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7.7 Outro exemplo de teoria de grupos aplicada a sistemas moleculares

Antes de encerrarmos esse capitulo, vejamos mais um exemplo, relacionado
agora com a determinagdo da geometria de uma molécula. Faremos depois uma
correspondéncia com um caso real.

Considere uma molécula hipotética ABs, da qual desconhecemos a geometria. A
teoria de grupos pode determinar de modo univoco essa geometria. Para isso, vamos
fazer hipoteses sobre a geometria e analisar suas consequéncias. A confrontagdo com os
resultados experimentais nos dira qual hipdtese € a correta.

Hipdtese 1: A molécula AB3 é plana, e todos os atomos do tipo B possuem a mesma
distancia de A e o mesmo angulo entre si (figura 7.7).

P
A
VAN
B B
Figura 7.7: A molécula AB3 segundo a hipotese 1.

Nesse caso, podemos classificar AB; como pertencente ao grupo D, , cuja
tabela de caracteres reproduzimos abaixo.

D, | E 26, 3, o, 25 30, | oo
A 1 1 1 1 1 1 X2 +y?, z°
A, 1 1 -1 1 1 -1 R,

E 2 -1 0 2 -1 0 (xY) (xy, x2—y2)
A 1 1 1 -1 -1 -1

A; 1 1 -1 -1 -1 1 z

E" 2 -1 0 -2 1 0 (RX,Ry) (xz,yz)

Tabela 7.4: representacdo irredutivel do grupo D, .

Pelo método dos &tomos imdveis obtemos:

2C, 3G, o, 25, 3o,
X+y+z| 3 0 1 1 2 1
# at,om.os 4 1 2 4 1 2
Imoveis
X 12 0 -2 4 -2 2

Projetando y nos elementos da representacao irredutivel, temos:
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Oﬁgzé[E+2C3+3C2+ah +283+30V];(=é[12—6+4—4+6]=1

1 1
O, z=7-[E+2C,-3C, 0, +25,~30y | = [12+6+4-4-6]=1

1 1
OE,Z:E[ZE—2C3+O+2ah—283+0];(:E[24+8+4]:3
O —1E2C 3C 2S, -3 —1126446—0
Ai}[—ﬁ[ + 3t 9 — O — &9 — O_V]Z—E[ —-o0—4+4— ]—

1 1
OA;Z:E[E+2C3—302—% —283+30V];(:E[12+6—4+4+6]:2

O ..;(zi[ZE—ZC3+O+—20h +283+0];(=i[24_8_4]:1
E 12 12
Entdo
7=A+A +3E +2A +E (7.25)

Da tabela 7.4, temos que os graus de translagdo sdo dados por E e A, e 0s
graus de rotagdo por A, e E . Subtraindo-os de y, chegamos finalmente a:

Xvibr = A1+2E +A; (726)

Conclusdo: 6 estados vibracionais
4 modos vibracionais
3 modos ativos no infravermelho.

]/; simétrico B fora do plano
A4 B/A;B A
./B B\ (inativo) N . (ativo)
B estiramento 0 dobramento
* degenerado ]|3 degenerado
B/A\B E B/A\B £
/ N, (ativo) N (ativo)

Figura 7.8: Modos vibracionais de uma molécula hipotéetica AB3; com simetria D, .
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Hipdtese 2: A molécula AB3 é piramidal, com todos os atomos do tipo B possuindo a
mesma distancia até A e a mesma distancia entre si (figura 7.9).

Figura 7.9: A molécula AB; segundo a hipotese 2.

Desse modo, AB; pode ser classificada como pertencente ao grupo C,,, .

Transformagdes
Cov E 2C, 3oy Relacionadas
A 1 1 1 z x?+y?, 7°
A, 1 1 -1 R,
E 2 1 0 [(x¥):(RuR)|(X =y xy):(xz, yz)

Tabela 7.5: representacéo irredutivel do grupo C,, .

Seguindo 0 mesmo procedimento que usamos na hipétese anterior, temos:

2C, 3o,
X+Yy+1z 3 0 1
#atomos| 1 2
Imovels

X 12 0 2

Projetando y na representacao irredutivel:

Opl;(=%[E+2C3+3av];(=%[12+0+6]=3
OAQ;(:%[E+2C3—30V];(:%[12+0—6]:1

O, 7= [26-2C,+0] y=Z[24+0+0] =4
Logo

x=3A +A +4E (7.27)

Subtraindo os graus de translacdo (A e E) e rotacdo (A,e E), chegamos
finalmente a:
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(7.28)

Zvibr = 2A1 +2E

Conclusdo: 6 modos vibracionais
4 modos vibracionais
4 modos ativos no infravermelho.

1: estiramento simétrico A fora do plano
/} simetria A, A }#\T simetria A,
g-B--p ativo no infravermelho BB ativo no infravermelho
/b N
“—A degenerado degenerado
/%\ simetria E / \ simetria E
/B'-'-'B-'-Z'—'B\ ativo no infravermelho ~ B--* /‘ B ativo no infravermelho

Figura 7.10: Modos vibracionais de uma molécula hipotética AB; com simetria C,,

Hipdtese 3: A molécula AB;3 é plana, dois &tomos do tipo B possuem a mesma distancia
até A, mas o terceiro tem uma distancia diferente (figura 7.11).

B

B/ \B
Figura 7.11: A molécula AB3 segundo a hipotese 3.

Usando essa hipotese, a molécula AB3 passa a ter uma simetria que ja uma velha

conhecida nossa, C,,, .
Partindo da tabela 7.3 e usando 0 método dos &tomos imoveis, chegamos a

E C, oy o,

x+y+z| 3 1 1 1

#atomos) 2 2 4
Imovels

Z 12 2 2 4

Assim, as projecoes nos déo:
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oAi;g:%[sz+av+av.];(:%[12—2+2+4]:4
OAQZ:%[E+C2—GV—GV,]Z:1[12—2—2—4]:1
O%z:%[E—C2+o-V—O'V,];(:%[12+2+2—4]:3
oBZ;F%[E C,-oy+o, |y="[12+2-2+4]=4

= y=4A +A +3B, +4B, (7.29)
Descontando translagéo e rotacéo:

Zvibr = 3A1 + Bl + ZB2 (730)

Conclusdo: 6 modos vibracionais
6 modos vibracionais
6 modos ativos no infravermelho.
Finalmente, chegamos ao seguinte sumario para AB3:

Simetria |# modos ativos
D,, 3
C,y 4
C,, 6

Portanto, o espectro infravermelho desta molécula determina sua simetria.

Exemplos:

e O espectro IR de NH3 tem 4 freqliéncias vibracionais, entdo sua geometria tem
simetria pertencente ao grupo C,,, ;

e O espectro IR do CO7 tem 3 freqiiéncias vibracionais, logo sua geometria tem
simetria D, ;

e O espectro IR de CO3 neutro medido em matriz de CO tem 5 frequiéncias
vibracionais, assim... mas, 5?!

Essa molécula é um problema a parte. A molécula de CO3 ndo € estavel, por isso
s pode ser medida em matrizes de CO. Assim, para analisarmos o espectro de COsg,
devemos subtrair do espectro medido, o espectro do CO. Coincidentemente, uma das
freqiiéncias de vibracdo do CO é ressonante com uma freqiiéncia de vibracdo do COs.
Por isso, quando se subtraia o espectro de CO, uma das freqiiéncias do CO; era
subtraida junto e concluia-se que ele tinha apenas 5 freqtiéncias de vibracdo, quando na
verdade ele tem 6 e, portanto, sua geometria tem simetria C,, (Compare com a

geometria obtida no exercicio 5 do capitulo 5). Para mais detalhes veja a referéncia [7].
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7.8 Exercicios

1. Utilize a teoria de grupos para obter as simetrias dos modos vibracionais da
molécula etileno (figura 6.1). Dica: o etileno pertence ao grupo D, .

2. a) Se na molécula do exercicio anterior, substituirmos dois atomos de hidrogénio
por dois atomos de fldor (C,H;—C,H;F;), como mostrado abaixo, quebramos
algumas simetrias. ldentifique a qual grupo essa nova molécula pertence e
determine as simetrias dos modos vibracionais.

Figura 7.12: A molécula C,H,F,.

b) Quantos modos inativos existem no infravermelho?
c) O modo vibracional abaixo se transforma de acordo com qual simetria
(representacdo irredutivel)?

Figura 7.13: Um dos modos vibracionais da molécula C,H,F,.

3. a) Utilize a teoria de grupos para obter todas as simetrias dos modos vibracionais da
molécula P,H,.

H H

AN /

P—P
Figura 7.14: A molécula P,H,.

b) O modo vibracional abaixo se transforma de acordo com qual simetria
(representacdo irredutivel) do grupo? Ele é ativo no infravermelho?

/ " '}

Figura 7.15: Um dos modos vibracionais da molécula P,H,.



Capitulo 8: O Método de Hartree-Fock

O método de Hartree-Fock é um dos mais importantes em fisica molecular e
serve como base para métodos mais sofisticados. Ele busca um solucdo aproximada
para o0 estado fundamental de um sistema de elétrons num atomo, molécula ou sélido
considerando apenas um determinante de Slater.

O método original foi desenvolvido por Douglas Rayner Hartree, fisico e
matematico inglés, que com a ajuda de seu pai, realizou os calculos para todos 0s
atomos do Hidrogénio até o Argbnio (Z = 18), por volta de 1927 (lembrando que nessa
época ndo existia nem mesmo calculadora eletronical).

Em 1930, o método foi aperfeicoado por Vladimir Aleksandrovich Fock, um
fisico soviético, dando origem ao método que conhecemos hoje e que agora passamos a
descrever.

8.1 O método de Hartree-Fock para camadas fechadas

Vamos inicialmente considerar duas particulas em uma camada fechada. O
determinante de Slater nesse caso € expresso por (2.41), ou seja

1

N

O hamiltoniano é dado por (2.1)

2] (1) 2] (2

¥= ?, (1) P, (2

g‘%[%(l)%(z)—@(zm )] )

H =h(1)+h(2)+V (82)

com h(i) o operador de uma particula associado com o elétron i e, em unidades
atdbmicas, é dado por

LR, o Z
h(|):—%vi -y = (8.3)

A fia

onde z corre sobre as coordenadas nucleares. Ja o operador V é um operador de duas
A

particulas dado por
V=2~ (84)

2
: e ]
ou simplesmente V = — para o0 caso de duas particulas.
r12
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Assumindo que o conjunto de funcGes de onda {goi} ¢ ortonormal obtemos que
=(¥|H[¥) (8.5)
donde

= E=(a)[h(1)|a @) +@(2)|n(2)|a(2))+

1 1 (8.6)
+ <(/’1 (1)(02 (2)|r_|¢1 (1)% (2)> _<¢1 (1)% (2)|r_|¢1 (2)% (1)>
12 12
Para o caso geral de n elétrons, temos
1 1
E = Z o |h(i) )+ ZBWP; \r—\coico,-)—(coi(p,- \r—\coj(pi)} 8.7)
12 12
onde
<§0i(0, ‘Q@, J‘§0| ( )(Dj (Z)dVldVZ
. 1 . (8.8)
=[o W (1)r—¢>,( )¢; (2)dV,av.
N 12
o0 loy(2)f
que corresponde a interacdo coulombiana e
<f/)i<o, \(p,(p. = [ (1) ?; (1) ¢ (2)dv,dv, (8.9)

gue como vimos no capitulo 3, ndo tem um correspondente classico e é chamado de
termo de troca ou termo de exchange.
Obtemos assim a expressdo para a energia dada por (8.7) mas ela ndo é pratica

pois ndo conhecemos {(pi}. Aqui entra o método de Hartree-Fock propriamente dito:
vamos obter {¢,} variacionalmente.
O determinante ¥ é dado por {goi} que por sua vez determina a energia. Vamos

obter {(pi} de forma a otimizar ¥, ou seja, vamos fazer E ser a menor possivel.
A seguir, faremos variagdes infinitesimais

P> P+ 0P, (8.10)
0 que provocara mudancas na energia
E —>SE (8.11)

e impomos que SE =0 no processo.
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Mas note que a expressao para a energia foi obtida assumindo ortonormalidade.
Durante as variacdes em ¢. essa ortonormalidade ndo pode ser perdida; portanto

necessitamos que
(0;)=8;=0 (812)

Vamos minimizar usando o método dos multiplicadores de Lagrange com esse
vinculo

—E-NxaAl{oloN-65
é b U [Ez;i‘gzldzvincu:] (813)

=S (o ln(le) +§z[<m\é\w—m%m};%[<¢i\¢j>—aﬁ]

L]

Entdo

§+oe=2 {n+dpho+p)+

+= Z[< +5¢,( +§¢j)‘é‘((pi+5(oi)(¢j+§(pj)>+

(8.14)
o on)(oyron | oy +om ) o)

12

_Zﬂij [<((0i +5¢i)‘(¢j +09; )>_5u}
]
Note agora que cada termo
(¢ +50,|h|g +5p,) (8.15)

nos déa 4 parcelas, que sao

a)

(@,|h|@;), que cancela com 0 mesmo termo em ¢&;
b)(Sp,|h| @), que mantemos;
<
{

c){(g,|h|5;), que é o complexo conjugado do termo acima;

d)(Jp, | h|5¢,> que é variacdo de 2% ordem e, portanto, iremos desprezar.
Portanto, para 6£ temos que esse termo nos dara
(50, [h]¢)+(e || om) (8.16)

Uma analise semelhante para os outros termos nos leva a:
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sz =300 e+ 3 00| oo, -6, | 2|oi0) |- [(omle)-a,]

L]

+Zi:<§0i |h|5¢i>+;|:<¢i¢j ‘é‘5@¢j>_<¢j¢i ‘é‘é‘(oﬂ’jﬂ ﬂ‘||:<¢j ‘5¢i>_

ij

Considere o termo de Coulomb

1 . . 1
<5¢’i‘/’1 ‘E‘(M’j > = _[5(4 L), (Z)E(Pi (1) e; (2)dv,dV,

podemos definir o operador de Coulomb J tal que

“ 1
)=/ foi(@L 0, @0 o0
12
e com isso o termo de Coulomb sera
<5¢’i |‘]j |¢|>
Considere, igualmente, o termo de troca
1 * * 1
<5¢i(/)1 ‘r_‘(pj(pi> - ,[5¢i (1)(pj (2) (pJ ( ) ( )dV dV
12

podemos definir o operador de troca K

00| [ @ 0@, o)
tal que o termo de troca sera
<5¢i | K |¢|>

Portanto

5§:Z<5¢i |h|(/’i>+z<5¢i 19, -Kjlo) =24 <5¢i‘¢’1>

i i

+Zi:<(/7i |h|5¢i>+z<(ﬂi |‘]j _Kj |5(/)i>_;ﬂj*i <(/’i ‘5(/)i>

1]

ou

5]

(8.17)

(8.18)

(8.19)

(8.20)

(8.21)

(8.22)

(8.23)
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55:2{@@ I:(h+§~’i ‘Ki]”’i%Z;i“' W:}

(8.24)

S e B

Note que as duas linhas da equacdo (8.24) sdo equivalentes se 4; = /1“ (umaéo

complexo conjugado da outra).
Como as o¢. podem ser tomadas como independentes, temos que & =0 se

Fo, = Z’iﬂ(/’j (8.25)
]
onde
F=h+>J,-K, (8.26)
]

é 0 operador de Fock.
A equacdo (8.25) é conhecida como equagdo de Hartree-Fock, mas ela ndo é

conveniente nessa forma.
Veja que, como 4; = /1“ , entdo A pode ser arrumado em uma matriz hermitiana.

Essa matriz pode ser diagonalizada por uma transformacéo unitaria (que nao altera o
determinante de Slater). Com isso obtemos

Fo =sop (8.27)

que é a equacao canonica de Hartree-Fock.
O operador F ¢é dado por J e K que dependem de ¢, , entdo F depende de ¢, .

Dessa maneira, a solucdo para a equacdo (8.27) pode ser obtida de maneira iterativa:
comegamos com uma func¢do ¢, obtemos um F, resolvemos a equagéo que nos da um

novo ¢, e assim sucessivamente de modo que na convergéncia tem se um campo auto-
consistente (ou seja, a funcdo ¢, de entrada € a mesma fungéo ¢. de saida).

8.2 Interpretacao de &, e o Teorema de Koopmans
A equacdo de Hartree-Fock nos permite interpretar a energia ¢, da particula

como a energia de ionizagéo.
De (8.27), onde o conjunto {¢,} é ortonormal, é possivel obter

& =(0|Fla) (8.28)

e como o operador F € definido por (8.26) vem que
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ei=<¢)i|h+§Jj—K,-|¢i> (8.29)

0 que nos da

& =(o Ihlfﬂi>+2[<¢>i¢j =low,)~(oe \%\WPJ} (8.30)

Comparando essa expressdo com a equacgdo para energia dada em (8.7), notamos
que

E= Zé‘i (831)

e que, na realidade,

E=D¢ —%ZBWD] \ri\wo,-)—(coi(p,- \ri\co,-coi)} (8.32)

ij

A interpretacéo € clara pois ¢ inclui a interagdo com os outro n-1 elétrons,

porém ela conta, por exemplo, a interacdo 1-2 (elétron 1 com elétron 2) e a interacdo 2-1
(elétron 2 com elétron 1), que na verdade sdo a mesma interacdo! Logo, a energia total
deve subtrair interacdes contadas duas vezes, que é o papel do segundo termo em (8.32).

O teorema de Koopmans nos da uma interpretacdo para o significado fisico de
&; . Considere um sistema com camada fechada e que possua n elétrons. Nesse caso a

energia E, pode ser expressa por (8.7).
Considere agora 0 mesmo sistema, mas com o elétron ¢, removido, ou seja, um

sistema com n-1 elétrons. Dessa vez

- Tollal 3 3 (oo L)oo |Hlom)|- 639

i=k i,j(=k)

:Zix(”i |h|¢i>+%2|:<¢i¢j ‘é‘¢i(ﬁj>_<¢i(ﬁj ‘é‘¢j¢i>:|_<¢k |h|(0k>+

ij

_£Z|:<¢i¢k |i|¢i¢k>_<¢i¢k |i|¢k¢i>i|_12|:<¢k¢j ‘i‘¢k¢j>_<¢k¢j ‘i‘¢j¢k>j|
25 P P 2 o P

j

As duas primeiras parcelas correspondem a E,. Definindo a energia de ionizagdo
para remover o elétron ¢, como

l, =E,.(k)-E, (8.34)

vemos que
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| =—{<¢k |h|¢k>+§(z[<¢k¢i o) -{ae |%|<oi¢k>}

i rELZ 1

(8.35)

onde reorganizamos os indices na primeira soma.
Agora, como j é um indice que corre da mesma maneira que i, a segunda soma é
igual & primeira soma e

= _{<¢k |h|¢k>+%2{<¢k¢i |ri|(pk¢)i>_<¢k¢i |ri|(/)i¢k>}} (8.36)

sendo que o termo entre colchetes pode ser facilmente identificado como ¢, . Assim
I, =—&, (8.37)
Note que isso € uma aproximacao pois
1. O método de Hartree-Fock ndo € exato: falta a energia de correlacéo
Ecorr = Eep —Ene (8.38)

2. A relacédo (8.37) pressupde que os orbitais {(pi}n do sistema de n elétrons sdo 0s
mesmos orbitais {go,} , do sistema de n-1 elétrons. Note porém que isso nao €

.
verdade: quando um elétron é removido, o campo alto consistente é alterado,
uma vez que os elétrons se reorganizam. Em outras palavras, estamos dizendo
que o Teorema de Koopmans ndo considera a energia de relaxacdo. Um
exemplo dessa diferenca é mostrado abaixo, usando-se o0 atomo de Neonio.

TK(V) Exp(eV)
N 231 -21,6
4 -52,5 —48, 4
o -891,7  -870,2

Tabela 8.1: A energia de cada orbital ocupado do &tomo de nednio segundo o Teorema
de Koopmans e medida experimentalmente.

Incluir a energia de relaxacdo € simples: fazemos dois calculos, um com o
sistema e outro com o sistema ionizado. A diferenca é a energia de relaxa¢do. Como
Hartree-Fock & um metodo variacional, a inclusdo dessa energia faz a energia total
diminuir.
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A incluséo da correlacdo faz o oposto: para um menor nimero de elétrons, a
correlagdo é menor, entdo acrescenta-la tende aumentar a diferenga entre os dois
sistemas.

8.3 Exercicios

1. Mostre que o determinante de Slater W é invariante por uma transformacéo
unitaria dos orbitais que ¢, que o compde.

2. Mostre que a soma dos operadores de Coulomb e de Troca também sdo
invariantes por uma transformacéo unitéria, embora cada operador isoladamente

ndo o seja. Isto é: ZJJ. e ZKJ. sdo invariantes, mas J; e K; ndo sdo. Isso
significa que o operador de Fock é um invariante.

3. Mostre que a soma das energias dos orbitais de Hartree-Fock ndo é igual a

energia total do sistema [E # Zgi ] Qual a possivel explicacdo para esse fato?
i

4. As energias dos orbitais moleculares da molécula de agua obtidas pelo método
de Hartree-Fock sdo, em ordem crescente de energia (do caroco a valéncia):
-20,56; 1,36; -0,73; -0,58 e -0,51 (em hartrees).

a) Estime o valor da energia total e justifique seu procedimento.

b) Qual o valor do primeiro potencial de ionizagdo? Como vocé espera que
seja a comparacdo com o resultado experimental (ou seja, discuta
brevemente os possiveis erros de sua aproximagao)?



