Matematica IV - Lista 4

Lista 4: Maximos e Minimos e Teoremas Principais do

Calculo Diferencial

Maximos e Minimos

Os exercicios 1-3 abaixo t€m como objetivo apresentar um roteiro de como encontrar pontos de
extremo (maximo ou minimo) de uma fungdo f: {2 C R” — R definida num aberto. Ao longo

desses exercicios, demonstraremos o critério da Hessiana.

(Formas quadriaticas) Seja L: R" x R" — R uma transformagdo bilinear. Dizemos que L é
simétrica se L(x,y) = L(y,x) V x,y € R™. Se L é simétrica, definimos sua forma quadridtica

associada q: R" — R por ¢(x) = L(x,x). Tipicamente, denotamos o valor de ¢ no ponto x

por q - x2.

Equivalentemente, toda transformacao bilinear simétrica L: R" x R" — R é do tipo L(x,y) =
i j=1 QijTiy; em que a matriz [L] € M, x,(R) definida por [L];; = a;; € simétrica (isto &,
Qij = Qi)

Dessa forma, toda forma quadratica € do tipo ¢ - x* = 37 j—1 Qi T;T; em que a matriz dos a;;’s

é simétrica. Toda forma quadrdtica € homogénea de grau 2: q - (cx)* = ¢*(q - x?).
Seja ¢: R" — R uma forma quadratica. Dizemos que g é:
(i) ndo-negativa definida se q - x> > 0V x € R™;
(ii) positiva definida se ¢ - x> > 0V x € R™;
(iii) ndo-positiva definida se q - x> < 0V x € R";
(iv) negativa definida se ¢ - x> < 0V x € R™;

(v) indefinida se existem x,y € R" taisque ¢- x> > 0e q-x? < 0.
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Sejam agora 2 C R™ aberto e f: 2 — R uma funcdo de classe C?. Pelo teorema de Schwarz,

. 2 7z . 7z . 7z . .
para cada x € (), a matriz |h;;(x) := %(X) ¢ simétrica. Ela é a chamada matriz hessiana
105

de f no ponto x, e a denotamos por hs(x). Sua forma quadrdtica associada, H;(x) - v? =

> i1 h;j(x) v;v;, é chamada de forma quadrdtica hessiana de f no ponto x.
Relembramos que p € €2 € dito ponto critico de f se D f(p) é a transformagéo linear nula, ou,
equivalentemente, se V f(p) = 0.

1) (Critério de defini¢io de uma forma quadratica) Sejam ¢-x> = Z’: j—1 ;2 ; uma forma

quadrdtica e [A;; = «;;| sua matriz associada. Como A € simétrica, vimos em Algebra Linear

que A € diagonalizavel: existem i, Aa,..., A\, € R (seus autovalores, ndo necessariamente
todos distintos) e uma base ortonormal B = {u;, us, ..., u,} de R" consistindo de autovetores
de A:

A-ui:/\iui‘v’izl,Z,...,n

(a) Mostre que ¢ - u? = \; paracadai = 1,...,n. Usando a transformagio bilinear L

associada a matriz A, mostre que, se v =Y ;_, c;uy, entdo

¢-vP=L(v.v) =) ¢ Llw,u) =Y M M
k=1

k=1

(b) Mostre que:

(i) se A possui um autovalor \;x < 0, entdo ¢ ndo pode ser ndo-negativa ou positiva

definida. Dica: quanto vale g - u.?

(ii) se A possui um autovalor A\;« > 0, entdo ¢ ndo pode ser ndo-positiva ou negativa

definida. Dica: quanto vale ¢ - u’.?

(¢c) Mostre que, se todos os autovalores de A sdo > 0 (respectivamente, > 0, < 0, < 0),
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entdo ¢ é ndo-negativa definida (respectivamente, positiva definida, ndo-positiva definida,

negativa definida). Dica: use a equagdo (1) acima.

(d) Mostre que ¢ € indefinida se, e somente se, A possui autovalores tanto positivos quanto

negativos. Dica: use a equacdo (1) acima.

(e) Considere o caso especifico n = 2. Mostre que:

(i) g é ndo-negativa ou ndo-positiva definida se, e somente se, det A > 0;
(ii) g € positiva ou negativa definida se, e somente se, det A > 0;

(iii) q € indefinida se, e somente se, det A < 0.

Dica: Lembre que o determinante de uma matriz diagonalizdvel € o produto de seus

autovalores, € use os itens (¢) e (d).

2) (Pontos de extremo local sdo criticos) Seja f: 2 C R® — R de classe C'! e suponha que

p € um ponto de extremo (minimo ou maximo) local de f. Mostre que p € um ponto critico de
f.

Ideia da prova: para cada v € R", seja 6 > 0 suficientemente pequeno tal que o segmento
aberto

(p—0v,p+dv) CQ

e considere a curva v: (—d,d) — Q dada por v(t) = p + tv.
Como p = (0) é um ponto de extremo local de f, 0 é também um ponto de extremo local de
fovy:(=6,8) — R. Nesse caso, sabemos da Matematica I que precisamos ter (f o)’ (0) = 0.

Conclua que D f(p)(v) = 0 usando a Regra da Cadeia.

3) (Critério da Hessiana) Seja f: 0 C R" — R uma funcdo de classe C?, e seja p € € um

ponto critico de f.
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(a)

(b)

Suponha que p é também um ponto de extremo local de f. Mostre que a forma quadratica

hessiana de f em p, H;(p), é:

(i) ndo-negativa definida se p € um ponto de minimo local;

(ii) ndo-positiva definida se p € um ponto de maximo local.

Ideia da prova: Foquemos no caso em que p € um ponto de minimo local: se p € um ponto
de médximo local, entdo p € um ponto de minimo local de —f e vale H_;(p) = —H(p).

Portanto, o caso de maximo segue do caso de minimo.

Seja v € R™ qualquer, e tome ¢ > 0 suficientemente pequeno para que a curva

v:(=0,0) = Q

tsp4tv

seja bem-definida. Como vimos no exercicio anterior, (f ov)": (—=6,0) — R é dada por

(fo)(t) =(Vf(v(1),7 () = (Vf(p+tv),v). Usando a Regra da Cadeia, mostre
que (f 09)"(0) = ((f 27)')'(0) = Hy(p) - v*.

Como 0 é um ponto de minimo local de f o+, use o critério de minimo local da Matematica
I para concluir que H(p) - v > 0.

Mostre que, se H;(p) € positiva definida, entdo p é um ponto de minimo local estrito.

Conclua que se H(p) é negativa definida, entdo p € um ponto de maximo local estrito.

Ideia da prova: Como ¢ = H(p) é continua e a esfera S = 5(0,1) é compacta, o

Teorema do Valor Extremo de Weierstrass nos diz que existe u € S tal que

g-v?>q-u!Vves

Como ¢ é também positiva definida, ¢ - u > 0; seja ¢ = (g - u?).
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Seja x € () qualquer. Aplicando o Teorema do Polindmio de Taylor de ordem 2 para f

no ponto p, temos que

F() = £(p) + DF(P)x ~ ) + 5 D () (x — p.x — ) + r(x ~ p)

com

7 (h)|
b0 [[h]]?

=0 2)

Mas p é um ponto critico de f e D?f(p) € a transformacdo bilinear associada a forma
quadrética H;(p) = q (prove essa segunda afirmagdo; € s6 usar a defini¢do de D*f(p)),

logo

l¢- (x—p)*] +7(x—p)

N —

f(x) = f(p) =

Intuitivamente, o que mostramos € que, na vizinhanga de um ponto critico, o grafico de f

¢ uma «perturbagdo de ordem 2» de um paraboldide eliptico concavo com minimo em p:
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(E um resultado da Geometria Analitica que, se uma forma quadrdtica () € positiva defi-

nida, entdo seu grafico é um paraboldide eliptico concavo).

O que faremos agora € mostrar que essa caracterizacdo € estdavel por perturbagdes de
ordem 2: o fato de ¢ ser positiva definida nos dird que p € também um minimo local

estrito de f.

Para isso, use a equagao (2) para concluir que, se € > 0 € suficientemente pequeno, entao
Ir(h)| < £ ||h||* desde que ||h|| < € (c é a constante definida acima). Entdo, se x € Q ¢

tal que ||x — p|| < &,

Conclua que p € um ponto de minimo local estrito de f.

OBS. 1: Um ponto critico que ndo € ponto de extremo local € chamado de ponto de sela. Se
H(p) ¢ indefinida (isto €, se hy(x) possui autovalores tanto positivos quanto negativos), p
serd ponto de minimo local em algumas dire¢des (por exemplo, na dire¢do correspondente a
um autovetor de hs(x) com autovalor positivo) e ponto de maximo local em algumas outras
diregdes (como na direcdo correspondente a um autovetor de h(x) com autovalor negativo).

Nesse caso, p é um ponto de sela de f, e o formato do grafico de f numa vizinhanga de p
é semelhante ao da fun¢do g(z,y) = x* — y* numa vizinhanca da origem (figura abaixo) (o

grafico da funcdo g inspirou o nome ponto de sela).
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OBS. 2: Juntando os exercicios 1, 2 e 3, construimos um modo algoritmico de encontrar pontos

de extremo local de uma funcdo de classe C? definida num aberto.

Primeiro, encontramos seus pontos criticos. Em segundo lugar, analisamos os autovalores da
matriz hessiana em cada ponto critico: se todos os autovalores forem positivos, o ponto € de
minimo local; se todos os autovalores forem negativos, o ponto € de maximo local; e se a matriz

hessiana tiver autovalores tanto negativos quanto positivos, o ponto € de sela.

Se todos os autovalores da hessiana forem nao-negativos (respectivamente, ndo-positivos) mas
algum dos autovalores for 0, em geral ndo € possivel dizer se o ponto é de minimo local (res-

pectivamente, de mdximo local) ou de sela. Um exemplo € o seguinte:

f:R? =R

(z,y) — 2* +y?

A origem (0, 0) é um ponto critico dessa fung@o, e H;(0,0)-(v1, v2)? = 207 tem matriz hessiana
[3 9], cujos autovalores sdo 2 e 0. No entanto, (0,0) ndo é um ponto de minimo local de f: a
sequéncia (O, — %) converge para (0, 0) (e portanto, eventualmente entra em qualquer vizinhanga

daorigem)e f (0,—1) = —% < 0= f(0,0)Vn € N.
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Nos exercicios 4-6 abaixo, encontre e classifique (entre ponto de méximo local, de minimo
local ou de sela) os pontos criticos da funcdo f. Verifique se f possui pontos de extremo globais,

e, em caso afirmativo, encontre-os.

4) f:R* >R, f(z,y) = 2* — 3zy + 4y?

5) f:R? =R, flo,y) = 10(z? — y? + (2% + 12)?)

6) f:R? >R, f(r,y) = cos (x — y) cos (z + y)
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Teorema da Funcao Injetora

7) Seja~y: (0,2) — R? dada por (t) = (cos (27t),sin (27t)). Mostre que v € diferencidvel
e D~(t) é injetora para todo ¢ € (0,2), mas v ndo € injetora: v (1) = v(2) = (-1,0). Isso

contradiz o Teorema da Funcao Injetora?

8) Seja f: [—1,1] — R uma fungdo de classe C' com o seguinte gréfico:

Sejam Q = [—1,1] x [0,1] e F: Q@ — R? dada por
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F(t,s) = (t,(1—s5)f(t) +s(2 = f(t)),1")

Deduza do Teorema da Funcao Injetora que

dim Im DF(t,s) <1 V(t,s) € (0,1)x(0,1)

Encontre I'm DF(t, s) explicitamente para cada (t,s) € Q. e mostre que dim I'm DF(t,s)
passa por uma descontinuidade ao cruzar o eixo dos s, S = {(0,s) s € (0,1)}.
(0,0,0)=F (0,3) e M =F (é) ¢ um exemplo do que chamamos de singularidade geomé-

trica de tipo cuspide:

Teoremas da Func¢do Sobrejetora e da Fungdao Aberta

9) Seja f: R?* — R? dada por f(z,y,2) = (2% — 3™ + 10y3, 52522 — cos(x? — 2)). Mostre

que f é uma fungdo aberta, i.e., se ) C R? é aberto, f(£2) é aberto.
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Teoremas da Funcao Inversa e da Fun¢do Implicita

10) (Invariancia diferenciavel da dimensao) Sejam U C RP, V' C R abertos ndo-vazios
e f: U — V uma bijecdo. Suponha que f € diferencidvel em xo € Ue f~1:V — U é

diferencidvel em f(xo) € V. Mostre que p = g.

11) (Invariancia diferencidvel da fronteira) Dizemos que um aberto limitado U de R" tem
fronteira regular de classe C* se, para cada ponto x € OU da fronteira de U, existem ¢ > 0

1 sd0 de classe C¥; (ii)

e uma fungdo bijetora ¢: B(x,e) — ¢(B(x,¢)) tal que (i) p e ¢~
o(x) = 0; e (iii) se ¢ = (@1, .., ¥n), entdo OU N B(x,¢) = ¢, 1 ({0}).

Sejam U,V C R™ abertos ndo-vazios e f: U — V de classe C* com f~! de classe C*. Mostre
que, se 2 C U é um aberto de fronteira regular de classe C* tal que Q C U, entdo f(Q) é
também um aberto de fronteira regular de classe C* e f(9Q) = 0f(Q). Dica: f(9Q) = 0f(Q)
é uma consequéncia de ser f um homeomorfismo entre Q e f(Q). Sey = f(x) € f(Q),
x € 052, tome € > 0 e ¢ como acima. f(B(x,¢)) é aberto (por qué?), logo existe 6 > 0 tal
que B(y,d) C f(B(x,¢)). Mostre que ¢: B(y,d) — R, dada por ¢ = ¢ o f~!, satisfaz as

condi¢cdes necessdrias.

12) Seja f: R* — R dada por f(x,y,2) = 2* + 2xcosy + sinz. Prove que existem um
quadrado aberto ) = (—4, )% centrado em (0, 0), um intervalo aberto I = (—¢, ) centrado em
0 e uma fungdo ¢: Q — I de classe C"! tais que, se (z,y, 2) € Q x I pertence ao prisma aberto
(—=6,0)? X (—¢,¢), f(x,y,2) = 0 se, e somente se, 2 = ((z,y). Isto é, em Q x I, a relagdo
f(z,y,z) = 0 define z implicitamente como fun¢do C! de z e ¥.

¢

Calcule as derivadas parciais 5> e %X g possivel encontrar uma forma explicita para ?
or = Oy

13) Seja f: R* — R? dada por
flz,y, z,w) = ((z —1)log(l + (2 — 1)?) — zysinw + (1 + 2)(1 — w), 2%e¥* + arctan w)

Prove que existem um quadrado aberto 1 = (—4, 4)? centrado em (0, 0), um quadrado aberto
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Q2 = (—¢,¢)? centrado em (0,0) e uma fungdo ¥: Q; — Qo de classe C! tais que, se
(,y,z,w) € Q1 X Qa, f(z,y,2z,w) = (1 —log2,0) se, e somente se, (z,w) = (zx,y).

Calcule as derivadas parciais %, 88—1?, % e 86—1?. E possivel encontrar uma forma explicita para
P?

Juntando Tudo: Superficies

Sejam M C R™™ um conjunto ndo-vazio e p um ponto de M. Uma parametrizacdo de di-
mensdo m de M numa vizinhanca de p consiste de um par (U, ¢), em que U é um aberto do

R™ e  é uma fungdo p: U — R™*™ tal que:

(i) existe aberto V' C R™*™ tal que p(U) = VN M (V N M é chamada de vizinhanga

parametrizada de p de dimensdo m);
(ii) ¢ € um homeomorfismo entre U e V' N M;
(iii) ¢ é de classe C'*;
(iv) Dp(x) é injetora para todo x € U.

Se cada ponto de M possui uma vizinhanga parametrizada de dimensao m, dizemos que M ¢

uma superficie de classe C* de dimensdo m e codimensdo n (m-superficie).

14) Seja S* = {(z,y,2) € R® | 2% + y* + 22 = 1} a esfera unitdria em R®. Denotamos seu

pdlo norte por N' = (0,0, 1), e seu pélo sul por S = (0,0, —1). Considere as fun¢des

Env: SP\{N} = R?, & S\ {S} = R? on,ps: R? 5 R?

dadas por:
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SN EY

(4, 0) 2u 20 w02 -1
u,v) = s s
P, 1+u24+0v2" 14+u2+02" 1+u2+02

_(__*r Y
fs(l‘,y,Z)—( 1+Z’ 1+Z>

(:DS(u? ?)) = _¢N(u7 U)

Mostre que £y e £g sdo continuas, que ¢y € g sdo de classe C' e que Doy (u,v), Dpgs(u,v)

sdo injetoras para todo (u,v) € R?. Mostre também que

Ev = oN

SV} = (B (V) 01 5°
s = pg'
SIS} = (R°\ {S}) n s

Conclua que @y € g sdo parametriza¢des de dimensdo 2 de S?. Como

5% = (5% \ {M}) U (5*\ {S})

segue que S? é uma 2-superficie. Serd que é possivel generalizar esse exercicio para mostrar

que S™ € uma n-superficie? (S6 para pensar sobre).

15) Sejav: R? — R? dada por

»(0,¢) = ((2 + cos ) cos ¢, (2 + cos ) sin ¢, sin 6)
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Seja T? = 1)(R?). Mostre que, para quaisquer 0y, ¢y € R, a restri¢do de 1 a
Qo = (0o — m,60 + ) X (do — 7, o + )

¢ uma parametrizacdo de dimensdo 2 de T?. numa vizinhanga de (6, ¢). Conclua que T? é

uma 2-superficie (o 2-toro). Mostre que T? é compacto.

16) Sejam
S1={(z,y,2) €ER* | 2” +y* — 2 =0}

Sy = {(w,y,z) €R3|3:2+2y2+22:1}

e C' = 51 NS, Use o Teorema do Valor Regular do ex. 24 (sem necessariamente prova-lo)
para mostrar que Sy, Sy sdo 2-superficies e C € 1-superficie. Encontre uma fungdo ¢: R — R3?
que seja uma parametrizacdo local de C' (i.e., cada ¢t € R possui uma vizinhanga aberta para a

qual a restri¢do de ¢ é uma parametrizagido de C' numa vizinhanga de (t)) com p(R) = C.

17) (Fungdes racionais no circulo) Seja S = {(z,y) € R? | 22 4+ y* = 1} o circulo unitério,

e considere as funcdes

&8N\ {(0,1)} - R

(z,y) = 5

p: R — ST\ {(0,1)}
2t t2-1
b (m m)
Fazendo analogia ao exercicio 14 acima, podemos supor que ¢ € uma parametrizacdo de di-

mensdo 1 do circulo. Observe também que a imagem de ¢ contém todo o S*, com a excecdo do

ponto (0, 1). Podemos assim, de certa forma, «identificar» R com S\ {(0,1)}.

Observe que temos ¢(0) = (0, —1) e
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lim ¢(t) = lim ¢(t) =(0,1)

t——o00 t—+00

Assim, podemos tentar «atribuir» ao ponto (0, 1) o simbolo oo e «identificar» o circulo com um
«completamento» da reta real, adicionando-se um «ponto no infinito».

Considere a fun¢do f: R\ {0} — R dada por f(¢) = 7. Como vimos em Matemdtica I,
infelizmente néo € possivel atribuir nenhum valor f(0) a 0 de forma a estender f a uma fungao
continua definida em todo R.

O objetivo desse exercicio serd mostrar que € possivel, sim, estender f a uma funcdo continua,
mas agora tomando valores em S!, fazendo uso do ponto no infinito. A maneira ingénua de

fazer isso, encorajada pelas informalidades

seria colocar f(0) = oo, f(oco) = 0. Veremos agora que isso, surpreendentemente, funciona.

Seja f: S* — S a funcdo dada por f(z,y) = (x, —y). Mostre que, para todo ¢ # 0, vale

Como f(p(0)) = f(0,-1) = (0,1) = coe f(oo) = f(0,1) = (0,~1) = (0), segue que
f ¢ a extensio desejada. Com um pouco mais de teoria, poderiamos verificar até que f éuma
extensdo analitica de f.

Sejam agora p(t), ¢(t) polindmios, ¢ ndo identicamente nulo. Se cancelamos todas as raizes

reais comuns a p e ¢, obtemos polindmios p;(t), ¢;(¢) sem raizes comuns tais que, para todo ¢

tal que ¢(t) # 0:

Assim, podemos assumir de inicio que p e ¢ ndo possuem raizes em comum e considerar a



Matematica IV - Lista 4

fun¢do racional R(t) = %, definidaem U = {t € R | ¢(t) # 0}.
Ora, pelo raciocinio que fizemos acima, podemos estender R unicamente a uma fun¢ao continua
R: St — S!. Para isso, definimos R(s) = oo se q(s) = 0; e, para definir R(o00), precisamos

primeiro analisar a relacdo entre os graus de p e ¢:

(i) se o grau de p é menor do que o grau de ¢, entdo lim; , ., R(t) = lim;_, ., R(t) =0e

definimos R(o0) = 0;

(ii) se o grau de p é maior do que o grau de ¢, entdo lim;, |R(t)| = limy_, ;| R(t)| = o0

e definimos R(c0) = 00;

(iii) esep(t) = agt? + -+ +ait +age q(t) = bgt? + - - - + byt + by t8m 0 mesmo grau, entido

limy—, oo R(t) = limy—, o R(?) = 32 e definimos R(co) = 32.

A extensdo de funcOes racionais complexas para a esfera de Riemann (o plano complexo mais
um ponto no infinito, equivalente a S?) para o estudo de suas propriedades é um tépico de

pesquisa atual nas dreas de Andlise Complexa e Dinamica Complexa.

18) Seja F': R? — R? dada por F(x,y,2) = ((x — 3cos 2)? + 12, 2).

(a) Mostre que

2(x —3cosz) 2y 6(r—3cosz)sinz
0 0 1

V (z,y,z) € R3, e conclua que DF(p) € sobrejetora V p € R3.

(b) Sejam R = (4,16) x (—2m,27) e Q = F~'(R). Mostre que para cada (t,s) € R,

F~'({(t,s)}) é um circulo no plano z = s.

(¢) Faga um esbogo de €2, indicando F~' ({(9,—%)}) e F~* ({(12, %) }).
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Q= {J F'd(ts)})

(t,s)ER

¢ um exemplo de uma folheagdo de codimensao 2 por circulos.

Extremos com Vinculos: Multiplicadores de Lagrange

19) Considere o seguinte subconjunto de R3:

T = {(x,y,z) € R? | (\/a:2+y2—2>2+22 < 1}

(a) Mostre que 7 é compacto e que T = g~ *({0}),

g: R =R

(z,y,2) = (2? + y* + 22 + 3)2 — 16(2? + v?)

(b) Encontre os valores maximo e minimo da fun¢ao
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flz,y,2) = x? — 3y* + 422

O
em 7. Dica: use o critério da hessiana em 7 e o critério dos multiplicadores de Lagrange

em 07 .

Desafios

20) (Raiz quadrada de uma perturbacio da identidade) Consideramos o conjunto My (R)

das matrizes 2 x 2 a entradas reais como equivalente ao R* através do isomorfismo linear:

L: MQXQ(R) — R*
[gg] = (CL?bJC?d)

Definimos uma fungdo F': R* — R* por

Mostre que

DF(1,0,1,0)(hy, hy, ha, ha) = DF (L7'(1d)) (L ([} }2]))

— 2(h17 h’27 h37 h4)

€ uma transformacao linear inversivel. Conclua, usando o Teorema da Fung¢ado Inversa, que
toda matriz A suficientemente préxima da matriz identidade possui uma tnica raiz quadrada

numa vizinhanga da identidade: se V' C Masy»(R) é uma vizinhanga aberta de /d, existe uma
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vizinhanga aberta U C Ms»(R) de Id tal que, se A € U, existe uma tinica matriz B € V' com

B? = A.

21) (Funcoes harmonicas e Principios do Maximo e do Minimo)

Recordemos o operador de Laplace, A, agindo sobre um campo escalar: se 2 C R? € aberto e
u € C?(2) (na notagdo do ex. 16 da lista 3), definimos:

P 9%y
2 ot ™

Au(x) :=V - (Vu)(x) = Tr J(Vu)(x) = Tr hy(x) =

Uma fungdo u € C?(N2) é dita harménica se satisfaz a equagdo de Laplace em (2:

Aux)=0 VxeQ

(a) Mostre que A: C?*(Q) — C°(Q) € um operador linear, i.e., A(u +v) = Au+ Av e
A(ou) = aAu.

(b) Sejam (2 C R? um aberto limitado e u: Q) — R harménica em ) e continua em 2. Como

() € compacto e u € continua, existem max, .5 u(x) e min, g u(x).

Suponha que u ndo atinge seu maximo em OS2, i.e., existe Xy ponto de maximo local tal
que u(xg) > maxyecpq u(x). Prove que existe € > 0 tal que a fungdo v.: 2 — R, dada
por v.(x) = u(x) + €||x — x¢||?, ndo assume seu maximo em 9. Dica: Seja § > 0 tal

que B := B(xg,0) C 2 e tome € > 0 tal que

g-0 <u(xg) — max u(x)

Mostre que

Ve(X) < max u(x) +e-0 <u(xg) =v:(x0) ¥V x € 0
xXE
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(©)

(d)

Seja x; € € um ponto em que v. assume seu valor maximo. Mostre que Av.(x1) =
2ep, e observe que isso € uma contradicdo (dica: o trago de uma matriz € a soma de
seus autovalores; use o ex. 3.(a)). Conclua que v tem que assumir seu valor maximo
na fronteira 0S). Esse é o chamado Principio do Mdximo: uma fun¢do harmoénica num

aberto limitado e continua em seu fecho assume seu valor maximo na fronteira.

Deduza também o Principio do Minimo: se u: {0 — R € continua em (2 e harmdnica em
(), entdo u assume seu valor minimo em 0€). Dica: se u € harmonica em (2, entdo —u

também o €.

22) (Teoremas da Identidade) Esse exercicio € uma continuacgdo do ex. 21.

(a)

(b)

(©)

Usando os Principios do Maximo e do Minimo, prove o Teorema da Identidade para
funcdes harmonicas em abertos limitados: se u: 2 — R é continua em (), harmdnica

em 2 e u(x) = 0 para todo x € 02, entdo u € identicamente nula.

Seja u: RP — R continua. Dizemos que u se anula no infinito (e escrevemos u € () se

para todo € > 0, existe R > 0 tal que:

||| > R = |u(x)| <e

Suponha que u € C € harmonica. Usando os Principios do Médximo e do Minimo, mostre
que u € identicamente nula. Dica: escolha £ > ( arbitrariamente pequeno, e seja R como
acima. Tome U = B(0,R + 1), observe que |[x]| = R+ 1 > RV x € 00 e use
os Principios do Mdximo e do Minimo. Observe que V x € RP, existe ¢ > 0 tal que

||x|| < 1, e conclua a demonstragdo.

Suponha que hd uma distribuicao de cargas (puntiformes, lineares, superficiais ou volu-

métricas) em materiais condutores numa regido limitada do espaco tridimensional. Su-
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ponha que essa distribui¢do estd em equilibrio eletrostitico. Mostre o Teorema da Identi-
dade: se ¢, ambas satisfazem as propriedades do potencial eletrostatico, entdao ¢ = ).
Dica: se definimos o infinito como ponto de referéncia para o potencial eletrostatico,

entdou := ¢ — Y € Cy.

23) Sejav: R? — R* dada por

¥(0,v) = (2(6,v),y(0,v), 2(0,v), w(0,v))
0.0 o2 oo (2) )
0.0 s (D)oo o (2) )

2(0,v) = 10cosO(1 + 0.05sinv)

w(f,v) = 10sinf(1 + 0.05sinv)

Seja K = 1 (R?). Prove que, para quaisquer 6y, vy € R, 9 restrita a uma pequena vizinhanga
aberta de (6y, v9) € uma parametrizagio de dimensao 2 de K. Conclua que K é uma 2-superficie
(a garrafa de Klein). Mostre que K € compacta.

Essa superficie tem a seguinte propriedade curiosa: se uma pessoa caminha sobre ela sobre uma
linha (f = constante) até voltar ao ponto do qual partiu, terd seu lado esquerdo trocado com seu

lado direito.

24) (Graficos e Conjuntos de Nivel Regulares)

(a) Sejam Q C R? aberto, f: 2 — R? de classe C' e

M =grdf f ={(x,y) € Y xR [y = f(x)}

Sejam ¢: Q — RPT9, : M — RP dadas por p(x) = (x, f(x) e 7(x,y) = x. Prove que
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(b)

(©)

€ uma parametrizacdo de dimensao p de M, cuja imagem é todo M, e cuja inversa é
7. Conclua que o grifico de uma fungio C' com dominio aberto no R? é sempre uma p-
superficie. Dica: ositens (ii) e (iii) da defini¢do de parametrizacdo saem por manipulagao
direta. Paraoitem (i), use V' = (2xRY. Para o item (iv), mostre que as primeiras p colunas
de J f(x) sdo linearmente independentes e portanto, dim /mD f(x) > p. Conclua usando

o Teorema do Niicleo e da Imagem (lista 1, ex. 1).

Sejam © C R™'" aberto, p = (Xo,¥0) € 2 (xg € R™, yp € R") e f: Q — R" de
classe C''. Suponha que f(p) = c e que a matriz de derivadas parciais de f em p com
relagdo aos y;, J fy(p), € inversivel. Use o Teorema da Func¢do Implicita e o item (a)
acima para provar que existem vizinhancgas abertas U C R de xp e V' C R" de yy tais
que f~'({c})N (U x V) é uma vizinhanga parametrizada de de p de dimensdo m. Dica:
a conclusdo do Teorema da Fungdo Implicita é justamente que f~!({c}) N (U x V) é o

gréfico de uma fungdo C* definida em U.

Sejam 2 C R™™™ aberto e f: 2 — R" de classe C''. Suponha também que ¢ € f()
tem a seguinte propriedade: para todo p € f~!({c}), a diferencial D f(p) é sobrejetora
(dizemos que c € um valor regular de f). Mostre que o conjunto de nivel c de f, M =

f~!(c) é uma m-superficie (esse é o chamado Teorema do Valor Regular).

Ideia da prova: Seja p um ponto qualquer de M. Como D f(p) é sobrejetora, pelo Teo-
rema do Nicleo e da Imagem, dim ker D f(p) = (m+n)—n = m. Sejam V' = ker D f(p)
e W = V= o complemento ortogonal de V, i.e., o conjunto de todos os vetores u € R™*"
tais que (u,v) = 0 para todo v € ker D f(p). Mostre que a restricdo de D f(p) a W é

um isomorfismo linear (qual a dimensdo de 17?7 Use o Teorema do Niicleo e da Imagem).

Use o Teorema 1.15 de (T. Apostol, Calculus, v. 2, 2* edi¢ao) para mostrar que

R™" =V oW
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¢ uma decomposicéo em soma direta de R™*" (lista 1, ex. 2). Use o ex. 2 da lista 1 para

encontrar um isomorfismo linear A: R™*" — R™*" tal que A(V) = R™e A(W) = R".

Sejam Q = A~1(Q), p = A7 (p) = (x0,y0) e g: © — R" dada por g = f o A. Entio
g(p) = c e, pela Regra da Cadeia, Dg(p) = D f(p) o A. Mostre que Dg(p) - (0,v) =
Df(p)|lw - A(0,v), e portanto, Jg,(p) € inversivel. Pelo item (b), existe uma parame-
triza¢do o de dimensdo m de ¢g~'({c}) = A~'(M) numa vizinhanga de p. Conclua que

A o p é uma parametrizacdo de dimensdao M numa vizinhanca de p.



