Eletromagnetismo — 7600021
Resolugdo da segunda prova

31 de maio de 2021

A figura 1 mostra um disco de raio g, carregado com densidade super-
ficial o. Define-se um sistema de coordenadas cilindricas com origem
no centro do disco.

1. Suponha que, em coordenadas cilindricas, a densidade superficial
seja
o(s) = oy exp(—sz/bz),
onde ¢, é uma constante com unidade de densidade de carga e

b < a é uma distancia. Encontre o potencial elétrico no centro do
disco, supondo que o potencial seja zero no infinito.

Resposta. O potencial no centro do disco é dado pela expressao

v 1 /@dA.
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Dado um ponto na posigdo 7, com coordenadas (s, ¢,0), a sua dis-
tancia até o centro serd s, e o elemento de area, dA = sd¢ds. O
potencial, portanto, serd

_ 2
v % /2”/“—6 S ds dg.
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A integral sobre ¢ da 27t. A integral sobre s pode ser simplificada
pela mudanga de varidveis s = bu, que implica ds = bdu e muda o
limite superior para a/b. Resulta que

a e—(s/b)2 a/b ’
/ —sds=b/ e " du.
0 s 0

Como b é muito menor do que 4, a exponencial serd praticamente
igual a zero no limite superior. Podemos, por isso, estender o li-
mite superior até co, para aproveitar a integral definida dada no
enunciado da prova. Tudo junto, resulta que
v \/%aob'
de,
2. Suponha, agora, que a densidade ¢ seja uniforme. O potencial no
ponto (0,0,z) é
o
V(0,0,z) = e (\/22 +a2 — z).
€
0

Encontre o campo elétrico no mesmo ponto.

Figura 1: Questdo
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Resposta. O campo elétrico é o negativo do gradiente do potencial.

Como este tiltimo somente depende de z, 0 campo é E = — 9V [0z 2,
ou seja

I/ z

E=-9(1—- 2.

1o —=
2¢, VZ2 +a?
3. Discuta o resultado do item 2 para

a. z kK a,;
b. z>a.

Resposta a. Para z < 4, o segundo termo entre parénteses na ex-
pressdo para o campo elétrico se torna muito menor do que o
primeiro e pode ser desconsiderado. Sobra a igualdade

= (Y
E=22
2¢,
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que é a expressdo para o campo elétrico de uma placa infinita
uniformemente carregada. E o que se espera, porque, visto de
perto do centro, o disco parece ser infinito.

Resposta b. Para z >> a, o segundo termo dentro dos parénteses se
torna comparéavel ao primeiro e precisa ser descrito com alguma
precisdo. Especificamente, devemos expandir a raiz quadrada no
denominador em série de Taylor na varidvel a/z, que agora é
pequena. Para isso, primeiro extraimos z? da raiz quadrada:

z zZ

Os fatores z no numerador e no denominador da fracdo a direita

se cancelam, e a expansdo até ordem mais baixa da

4 1(&)2

Vz2 + a2 2\z/ "~
Substituido esse resultado na expressdo para o campo elétrico na
questdo 2, encontramos que

- opa

S

Z.

2
deyz
Para interpretar, basta notar que a carga g no disco é 0, 7a”. As-
sim,
E - %2,
4meyz
que é a expressdo de Coulomb para o campo de uma carga g a

distancia z. De novo, é o que se espera, porque, visto de longe, o
disco parece ser uma carga pontual.
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4. Encontre a densidade de energia eletrostética perto da origem.

Resposta. A densidade pj de energia é €,E%/2. Como 0 campo perto
da origem é 0, /(2¢,,), encontramos que

2
%

PE = 860'

Considere um ponto (s,0,z) a uma pequena distancia s do eixo z. E
correto afirmar que

E(s,0,z) = E(0,0,z) + 0(52>?
Justifique sua afirmacéo.

Resposta. Como visto na questdo 2, ao longo do eixo de simetria do
disco o campo somente tem componente na direcdo Z. Fora do
eixo, por simetria, ele ndo pode ter componente E ¢ Uma vez que a
componentes E; se anula no eixo, basta verifica o que acontece com
E,. Este ultimo pode ser expandido em série de Taylor a partir do
eixo z, o que significa que, para pequenas distancias s, o campo é

da forma
E,(s,¢,z) = E,(0,¢,2) + as + Bs?,
onde
a= 2L
0z |,_o

A afirmag¢do do enunciado sera correta se o coeficiente « for nulo,
ou seja, se a derivada 0E /9z se anular em s = 0. Vejamos, agora o
rotacional do campo elétrico em s = 0. O rotacional é zero, o que
significa que suas trés componentes se anulam. A componente ¢ é
0E; /0z — OE, /0s. Assim,

OE, OF,

0z 05

No eixo z, a componente E; é nula. Significa que a derivada a
esquerda é nula. Assim, JE, / ds = 0, no eixo z. Isso mostra que o
coeficiente & é nulo, e a expansao Taylor do campo elétrico é

Ez (S/ 4)/2) = Ez (0/ 4)/2) + ,852/

o que confirma a afirmac¢do no enunciado.
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