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1 Pontos de maximo, de minimo, de sela

Em muitas situagoes, é importante descobrir quais sao os pontos criticos de
uma funcao e descobrir se um certo ponto critico ¢ um ponto de maximo, de
minimo ou de sela (i.é, nem méximo nem minimo).

Definigio 1 Seja f: Q= Q c R" — R de classe C. -
Dizemos que T € €2 é um ponto critico de f se Vf(Z) = O (ou seja, se
Df(Z) é a transformacao linear nula).

Definicdo 2 Seja f: Q= Q c R" — R™, onde n > m, de classe C.

Dizemos que T € Q é um ponto regular de f se Jf(Z) tem posto maximo
(ou seja, se D f(Z) é uma transformagao linear sobrejetora). Caso contrério,
dizemos que T é um ponto critico de f.

Observacao 1 Note que a definicao 1 é compativel com a definicao 2.
Definicdo 3 Seja f: Q=0 CR" = R. SejaT € Q.

(a) Dizemos que T é um ponto de minimo [respect. mdzimo| de f se f(z) >
f(@), Vo € Q [respect. f(x) < f(T),Vx € Q).

(b) Dizemos que T é um ponto de minimo local [respect. mdzximo local] de
f se existe uma vizinhanga U C Q2 de T tal que f(z) > f(z),Vz € U
[respect. f(x) < f(z),Vz € U].

(¢) Dizemos que T é um ponto de minimo estrito [respect. mdzimo estrito

de fse f(z) > f(T),Vx € Q\ {T} [respect. f(z) < f(T),Vz € Q\ {T}].

(d) Dizemos que T é um ponto de minimo local estrito [respect. mdximo
local estrito] de f se existe uma vizinhanga U C Q) de T tal que f(z) >

f(@), Vo € U\ {z} [respect. f(x) < f(T),Vz € U\ {T}].

Proposicio 1 Seja f: Q= Q c R — R de classe C.
Se T € 0 € um ponto de maximo local ou de minimo local de f, entao T
¢ um ponto critico de f.



Exercicio 1 Prove a proposicao anterior.

Definicdo 4 Seja f: Q2 =Q c R" — R de classe C*.
Dizemos que um ponto critico T € {2 de f é um ponto de sela se ele nao
for nem ponto de maximo local nem ponto de minimo local de f.

1.1 Formas Quadraticas e pontos criticos
Seja f: Q=0 cCc R* — R de classe C.

Para tentar descobrir se um determinado ponto critico de f é ponto de
maximo, de minimo ou de sela podemos usar algumas ferramentas envolvendo

o estudo de um caso particular, a saber, o estudo do ponto critico O de formas
quadraticas.

Seja A uma matriz real n X n, simétrica.
A funcao @ = Q4 : R® — R definida por
Qy) = Qaly) == (Ay |y ) =y' Ay,

¢ dita uma uma forma quadrdtica.

Ela satisfaz: Q(ty) = t?Q(y), Vt € R, Vy € R™.

Proposicao 2 Dada uma uma forma quadrdtica Q) = Qa, a origem y = O
¢ sempre um ponto critico de Q).

Exercicio 2 Prove a proposicao anterior.

Definicao 5 Considere uma forma quadratica @Q = Q4 : R" — R.

i. Se Q(y) >0, Yy € R", Q é dita uma forma quadrdtica semidefinida
positiva (neste caso, Q tem minimo global em 7 = O).

ii. Se Q(y) <0, Yy € R", Q é dita uma forma quadrdtica semidefinida
negativa (neste caso, Q tem maximo global em O).

iii. Se Q(y) > 0, Yy € R™\ {0}, Q é dita uma forma quadrdtica definida
positiva (neste caso, Q tem minimo estrito global em 7 = O).

iv. Se Q(y) <0, Vy € R*\ {O}, Q é dita uma forma quadrdtica definida
negativa (neste caso, Q tem méaximo estrito global em O).

v. Se existem y, e y_ tais que Q(y+) > 0 e Q(y_) < 0, @ é dita uma
forma quadrdtica indefinida (neste caso, Q tem sela em O).
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Observacgao 2 Note que se A é uma matriz real n x n, simétrica, a trans-
formacao linear ' = T4 : R" — R" definida por T'(z) = Ta(z) := Az é uma
transformacao linear simétrica em R", portanto vimos em “Algebra Linear”
que ela é diagonalizavel. Mais que isso, vimos que existe uma base ortonormal
formada por autovetores de T' = T4. Note também que Q () = (Ta(z) | x ).

Exercicio 3 Enuncie e demonstre um resultado sobre classificacao para for-
mas quadraticas Q4 em termos dos autovalores de T4 (ou de A), caracteri-
zando quando ela definida positiva, definida negativa e indefinida.

Exercicio 4 Em cada item, usando argumentos sobre os autovalores de A,
determine se ()4 ¢ ou nao definida positiva, definida negativa, indefinida.

(a)A:<§ 2) (b)A:(g g) ((:)14:(2\2/§ Qf)

-2 3 0
(d)A:<_32 _35>. (e) A= g —05 _(11

Proposicao 3 (Critério de Sylvester) Seja A uma matriz real nxn, simétrica,
e considere as submatrizes

@113 Az o Qi
a1 12 Q21 Q22 -+ Q2
Alz[an],Agz[ ],...,Ak: 20 ezt Al g
21 Q22 : : - :
a1 Qg2 - Qg

(a) Sedet Ay >0, k=1,2,...,n, entao Q4 € definida positiva.

(b) Se det A; < 0,det Ay > 0,...,sgndet A, = (—=1)*,..., entdo Qa €
definida negativa.

(c) Sedet A, >0, k=1,2,...,s edet Agy1 <0, entdo Q4 € indefinida.

(d) Se det A; < 0,det Ay > 0,...,sgndet Ay = (—1)*, e sgndet Ay, =
(—1)%, entao Q4 € indefinida.



Exercicio 5 Decida se podemos usar o Critério de Sylvester para descobrir
se (Q4 € definida positiva, definida negativa, ou indefinida, e em caso afirma-
tivo diga de que tipo é Q4. Em cada caso, sem calcular os autovalores de A,
o qué voceé pode dizer sobre o sinal de cada autovalor de A? Justifique sua
resposta.

2 3 0 2 3 0 1 35
(Q)A=|[3 4 0 M)A=13 5 0 (c)A=1]3 5 6
00 -2 00 3 5 6 2

-2 3 0 2 2v2 0

(A= 3 -5 0 (e)A=|[2v2 4 0

0 0 —4 0 0 5

1.2 Pontos criticos de funcoes de classe C? a valores
reais

Proposicao 4 Seja S : Q2 = () c R" = R de classe C2, onde Q ¢ uma
vizinhang¢a da origem, satisfazendo

S(y)

= 0.
v=0 [ly|[®

Sejam Q = Q4 wma forma quadrdtica em R e G : Q= Q c R* - R
definida por G = Q + S.

Entao:

(a) Se Q € uma forma quadrdtica definida positiva, existe 6 > 0 com
Bs(0) C § tal que a funcao G satisfaz G(y) > 0, Yy € Bs(O) \ {O}
(isto €, O € ponto de minimo estrito de G|p,(0), € portanto um ponto
de minimo local estrito de G ).

(b) Se Q € uma forma quadrdtica definida negativa, existe 6 > 0 com
Bs(0) C 2 tal que a funcao G satisfaz G(y) < 0, Yy € Bs(O) \ {O}
(isto é, O € ponto de mazimo estrito de G|y, e portanto um ponto
de mdzimo local estrito de G ).

(c) Se Q é uma forma quadrdtica indefinida, entao para cada § > 0 exis-
tem ysy,ys— € Bs(0O) N Q tais que a fungao G satisfaz G(yss) > 0 e
G(ys—) <0 (isto é, O € ponto de sela de G).
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Se F: Q=0°CR"— R éde classe C? e tem um ponto critico 7 (isto
é, VF(g) = O, ou seja, JE(g) =[00 --- 0]), entdo podemos desenvolver F’
ao redor de 7 usando seu polinémio de Taylor de 22 ordem, obtendo

Fly) = F@)+JF@—7)+ oy — ) Hess FG)y —7) + R)
1

= F@)+5(y—9)Hess F@)(y —7) + R(y)

onde Hess F(y) é a matriz Hessiana de F' no ponto 7, e tem-se

lim 7R(y)

~—— = 0.
v=7 [ly — 72

Corolario 1 Nas condicoes acima:

(a) Se Hess F(g) é definida positiva entio § € um ponto de minimo local
estrito de F, isto é, existe 6 > 0 com Bs(y) C Q tal que

F(y) > F(y), Yy € Bs(y) \ {7}

(b) se Hess F(y) € definida negativa entio y € um ponto de mdzimo local
estrito de F, isto é, existe 6 > 0 com Bs(y) C Q tal que

F(y) < F(7), Yy € Bs(y) \ {7}

(c) se Hess F(y) € indefinida entdo § € um ponto de sela de F, isto €,
eristem sequéncias Yy € z tendendo a i tais que
F(y) < F(g) < F(z), Yk € N,

Exercicio 6 Prove pelo menos um dos itens do corolario anterior.

Exercicio 7 Seja f: R? — R definida por
flx,y) = et — 2bsin zy — cos zy.
Mostre que (0,0) é um ponto critico de f e para cadab € {—3,—1/2,1/2,3},
decida se (0,0) é ponto de minimo local, ou ponto de méximo local, ou ponto

de sela de f.

Exercicio 8 Seja f : R® — R definida por

flx,y, 2) =22+ 5y? +sin(22% + 62y + 1022) +12yz+23 +y* +cos(xz3 +y%2°)
Mostre que (0,0,0) é um ponto critico de f e decida se (0,0,0) é ponto

de minimo local, ou ponto de méximo local, ou ponto de sela de f.
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Exercicio 9 Em cada item, dé exemplo de funcio de R?> — R da forma
apresentada com ponto critico na origem do tipo pedido, e justifique.

(a) G(z,y) = a+bx+cy+dz*+ exy + fy? —sin(z* + y?) com minimo local
estrito na origem.

(b) H(z,y) = a+bx +cy+dz* + exy + fy* —sin(x? +y*) com minimo local
estrito na origem.

(c) F(x,y) = a+bx+cy+dr?+exy+ fy*+sin(x? 4+ y*) com sela na origem.

Exercicio 10 Em cada item, dé condicoes sobre os parametros a,b,c,d e e
de forma que a funcao de R?> — R apresentada tenha ponto critico na origem
do tipo pedido, e justifique.

(a) G(z,y) = a+ bz +cy+dz*+exy + fy? —sin(z* + y*) com minimo local
estrito na origem.

(b) H(z,y) = a+bx +cy+ dz*+ exy + fy* —sin(2? +4?) com minimo local
estrito na origem.

(c) F(x,y) = a+bxr+cy+da?+exy+ fy* +sin(a? 4+ y?) com sela na origem.



2 Maximos e Minimos Condicionados

Sejam n >m e g = (91,92, ---,9m) : 2 =0°C R" — R™ de classe C".
Seja ¢ € I'm g um valor regular de g, isto é, o conjunto nao vazio

A={yeQ|gly)=c}

s6 tem pontos regulares de g.

Pelo Teorema das Funcoes Implicitas, A é uma superficie regular de di-
mensao n — m, seu espaco tangente num ponto a € A tem dimensao n — m
e coincide com ker Dg(a), e o espago normal a A em a tem dimensao m e é
gerado por Vgi(a), Vga(a),...,Vgn(a).

Se f: Q — R é uma funcao de classe C*, a direcao de maior crescimento
de f em y é dada por V f(y).

Em vista disto, ¢ intuitivo o seguinte resultado:

Proposicao 5 Sejam A e f nas condigoes anteriores.
Sea € A ¢ um ponto de mdzximo ou de minimo de f restrita a A, entdo
Vf(@) é vetor normal a A em a.

Disto resulta um critério para calcular pontos de maximo e pontos de
minimo de f restrita a A (méaximos e minimos condicionados).

Corolario 2 Sejam A e f nas condigoes anteriores.

Se a € ponto de mdzrimo ou de minimo de f restrita a A entao existem
m nidmeros reais A1, g, - . ., Ay (chamados multiplicadores de Lagrange)
tais que

Vf(a) =MVagi(a) + MVg(a)+ ..., \nVam(a).

Exercicio 11 Considere f(z,y) = 3z* + 822y + 32y*. Use a técnica dos
multiplicadores de Lagrange para achar o valor méaximo de f sobre a elipse
de equacao 22 + 4y? = 1.

3 Aplicacao de Maximos e Minimos ao es-
tudo da Estabilidade de Liapunov em EDO’s

Esta secao, originariamente presente no texto, no momento foi retirada do
arquivo disponibilizado porqueé se refere a Equacoes Diferenciais Ordinéaria
nao Lineares.



