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REVISAO L

» Produtos de Vetores.
Produto Escalar = modulo; ortogonalidade entre dois vetores.
Produto \etorial =» paralelismo entre dois vetores; vetor simultaneamente
ortogonal a dois vetores.
Produto Misto =» coplanaridade entre vetores.
» AReta.
Retas paralelas aos planos e aos eixos coordenados.
Angulo de duas retas.
Paralelismo, Ortogonalidade, Coplanaridade entre duas retas.
Posicao relativa de duas retas =» Interseccao de duas retas.

Reta ortogonal a duas retas.
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1. Consideracoes Iniciais

» Considere um plano a no R3e:

i.  Y(0,{i,j, k}): sistema de coordenadas cartesiano (do R3);
. A(xy Yo Zo): ponto conhecido de a (A € a);

iii. 7= ai+bj+ck: vetor normal ao plano & (% L «), ndo nulo.
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2. Equacao Geral do Plano %

» O plano a pode ser definido como o lugar geometrico de todos os pontos do espaco

—

cartesiano P(x, y, 7) tais que: AP L 7.
» Desta forma, 71 - AP = 0, isto é:
a:ax+by+cz+d=0

Equacao geral ou cartesiana do plano a.

n: vetor normal ao plano.
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» Até 0 momento, foi visto que um plano qualquer é determinado se forem conhecidos um ponto
que pertence a ele e um vetor normal a ele =» existem diversas formas de se determinar um

3. Determinacao de um Plano

plano, em que estes dois elementos ficam evidentes.
EXISTE APENAS UM PLANO QUE:

I.  Passa por um ponto A e ¢ || a dois vetores LI v; e vy;

ii. Passa por dois pontos Ae Beé | av, LI com o vetor AB;
Ili. Passa por trés pontos 4, B, C néo colineares;

Iv. Contém duas retas concorrentes r, e r;

v.  Contém duas retas paralelas ndo coincidentes r, e r;

vi. Contém uma retar e um ponto B € r.
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Observacao

» Existe 0 caso em que um plano pode ser determinado a partir de trés vetores nele
contidos.

Seja 0 plano a que passa pelo ponto A(x, Yy, z,) © € paralelo aos vetores LI
v{ = (aqy, by, ¢cq) € v, = (ay, by, c). Um ponto qualquer do espaco cartesiano

P(x,y,z) € a se e somente se 0s vetores AP, v{, v, forem LD. Portanto:

o
-
T — — Vi
a: [AP, vl,vz] =0
.
A P
_>
V2
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Sejam um ponto A(x,, v, z,) € @ e dois vetores LI U = (a;,bi,c1) € U= (ay by, cy),

4. Equacoes Paramétricas do Plano

paralelos ao plano. Um ponto P(x,y, z) € a < existirem nUmeros reais h e t tais que:
AP=hu+t? hteR
Substituindo as coordenadas dos vetores:
— X0 Y — Y0 Z — Zy) = h(ay, by, 1) +t(ayz, by, c2), bt €R,
x=xy+ha +ta, a

tem-se que: a:<y =y, +hby +tby,, ht eR
Z:ZO‘l‘hCl‘l‘tCz

Equacoes parametricas do plano a.
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5. Planos Paralelos aos Planos e aos Eixos %%
Coordenados

. PLANO QUE PASSA PELA ORIGEM

» Se 0 plano a:ax+by+cz+d =0 passa pela origem = passa pelo ponto

0(0, 0, 0).

= O ponto de coordenadas x, =y, =z, =0 € «
» Eaeq.a:ax + by + cz = 0 representa o plano que passa pela origem.
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I1. PLANQOS || AOS EIXOS COORDENADOS
» ¢c=0:n1=1(a,bh,0) L0z(sec=0,n110xyel0z)alOz.

ZA

\

Eq. geral dos planos || Oz:

\

> a:ax +by+d=0
y
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» b=0:1n=(a,0,c) LOy(seb=0,1n10xzelLOy)alOy.

Eq. geral dos planos || Oy:

‘-----

a:ax+cz+d=0
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» a=0:n1=(0,b,c) LOx(sea=0,n10yze L Ox) . a |l Ox.

Z

Eq. geral dos planos || Ox:

=|

T, a: by+cz+d=0
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[11. PLANQOS || AOS PLANOS COORDENADOS

» a=b=0:7=1(0,0,c)=c(00,11) = ck - a |l Oxy.

Eq. geral dos planos || Oxy:

a:cz+d=0
como c # 0:
d
C(:Z:__:ZO

C
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» a=c=0:n=1(0,b,0)=b(0,1,0) = bJ - a || Oxz.

ZA

Eq. geral dos planos || Oxz:

a:by+d =0
como b #0:
d
ay=—2=JYo
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» b=c=0:1n=(a0,0) =a(1,0,0) =atl - a | Oyz.

N

Eq. geral dos planos || Oyz:

a:ax+d =0

como a # 0:

a:.x = d—x
A= 0 0

"
<Y
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EXERCICIOS %

1. Sejaoplano a:3x +y —z —4 = 0. Calcule:
O valor de k paraque o ponto P(k,2,k — 1) € qa; k=1/,

O ponto que pertence ao plano a de abscissa 2 e cuja ordenada é o dobro da cota.

P(2,—4,—2)

2. Escreva aeqg. geral do plano a que:

Passa pelos pontos A(—1,2,0), B(2,—1,1) e C(1,1,—1); a:4x+5y+3z—6=0

Passa pelo ponto A(6,0,—2) e é paralelo aos vetores 7 e — 2] + k. a:y+2z+4=0
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Determine a eq. geral do plano paralelo ao eixo Oz e que contém os pontos A(0,3,1) e

B(2,0,-1). a:3x+2y—6=0

Escreva a eq. geral do plano determinado pelos pontos A(0,0,0), B(0,3,0) e €(0,2,5).

a: x =0oua: Oyz

Estabeleca as eqs. paramétricas do plano determinado pelos pontos A(1,1,0), B(2,1,3)e

x=1+h-2t . .
C(—1,-2,4). a:{ y=1—-3t ,hte R(parau =ABev = AC)
z=3h+ 4t
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» Sejam os planos a4: a;x +byy+c,z+d; =0 e ay,: ax+b,y+c,z+d, =0,
cujos respectivos vetores normais sdo n; = (a4, by, ¢q) € 1y = (ay, by, ¢3).

6. Angulo entre Dois Planos

Angulo entre dois planos é o0 menor angulo
que o vetor normal de «; forma com o vetor

normal de «,:
Ing - 3|
cosfb=——=,0<06L™"™T
Insl In5] /2
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» Sejam os planos a: ayx + by +ciz+d;, =0 e a,s a,x+b,y+c,z+d,=0¢e

Paralelismo e Ortogonalidade de Dois Planos

seus respectivos vetores normais n; = (aq, by, ¢1) e ny; = (ay, by, c3).

Condicao de Paralelismo: Condicao de Ortogonalidade:
n, =kn, k €R n, -n,=0

Y (041 —
n, n,

|18 LOB 1036



A

» Sejam uma reta r com a direcdo do vetor v e um plano a com vetor normal 7.

7. Angulo entre uma Reta e um Plano

» Sabe-se que; 6 + ¢ = % » cosf = seng.

_
> / Assim, a eq. para o calculo do menor
\'

angulo entre dois vetores pode ser

reescrita da seguinte forma:

[
seng = ,OSc,bSE
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Paralelismo e Ortogonalidade entre Reta e Plano
» Sejam uma reta r com a direcdo do vetor v e um plano @ com vetor normal 7.

>

» Condicao de Paralelismo: &

O paralelismo de r e a implica a ortogonalidade / l v / r
'

entre 0s vetores v € 71, ou Seja: /
o
Serfla. .. vln — v-n=0
r
_>
» Condicao de Ortogonalidade: " A

—
A ortogonalidade de r e a implica o paralelismo l e
entre 0s vetores ¥ e 71, oU seja:

Serla. . v|n —

Ae{)
II
3l
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Condicao para que uma Reta Esteja Contida em um Plano

» Uma reta esta contida em um plano se satisfizer as duas condicdes abaixo:

. - , - E
|. O vetor diretor v da reta r € ortogonal ao vetor normal n ao plano «;

—>
n

Lol

» Se dois pontos A e B pertencem a reta r e ao plano a, pode-se afirmar que a reta esta

II. Um ponto qualquer A pertence a reta r e ao plano a. T

Observacao:

contida no plano.
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8. Interseccao de Dois Planos

N » A Interseccdo entre dois planos nao
paralelos a; e a, € uma reta r, cujas

equacoes se deseja determinar.

» Um ponto pertence a reta intersecgdo

r se suas coordenadas satisfizerem,

concomitantemente, as equacdes dos

planos a; e a,.
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Exemplo W
» Considere os planos néo paralelos:
a;:5x—2y+z+7=0ea, 3x—3y+z+4=0

A reta interseccdo satisfaz as eqs. de a, e de ay:

S5x—2y+z+7=0 ()
3x —3y+z+4=0 (11)

Sistema indeterminado, cuja solucdo € encontrada fazendo: para y: (I) — (l1) e,
para z: 3(I) — 2(Il). A solucao do sistema é:

y =—2x—3
z =—-9x —13

» Estas sao as egs. reduzidas da reta intersec¢do entre os planos a, e a,, cujos pontos
sdo da seqguinte forma: (x,y,z) = (x,—2x — 3,—9x — 13).
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9. Interseccao de Reta com Plano U

y=mx-+n

» A interseccao entre a reta r: {Z = px + g eoplanoa:ax+ by +cz+d=0¢&um

ponto I, cujas coordenadas (x;, y;, z;) devem satisfazer o sistema formado pelas egs.

reduzidas da reta r e pela eq. cartesiana do plano a.

» Em outras palavras: o ponto I(x;, y;, z;) seré interseccdo da reta r com o plano « se

for solucédo do sistema:
y=mx-+n

Z=px+q
ax +by+cz+d=0
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EXERCICIOS B

Determine o angulo entre os planos a;: 3x + 2y — 6 = 0 € a,: Oxz.
0 = arccos (21—\/;_3) ~56°

Sejamos planos ay:2mx + 2y —z=0¢e a,:3x —my + 2z — 1 = 0. Encontre m de forma

que tais planos sejam perpendiculares. m="%
Determine o éangulo que a reta 7r: {x;Z = _43’ = Z; L forma com o plano
a:2x—y+7z—6=0. o=1
Determine as egs. reduzidas, em termos de x, da reta que passa pelo ponto A(2,—1,4) e é
perpendicular ao plano a: x — 3y + 2z —1 = 0. r {y 22;3;‘;’ >

y=2x—3

esteja contida no plano a: nx +
Z=—-x+4

Calcule os valores de m e n para que a reta r:{
my—z—2=0. m=-2;n=3
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Determine as eqs. paramétricas da reta r, interseccdo entre os planos a;: z=3 e

x=1+t X =t
a,: 2x+y—2=0. ryy=-=-2tour:qy=2-2t,teR
z=13 z =3
x=t
Determine 0 ponto de interseccdo da reta r:{y=1—-2t,t € R, com o plano
z=-—t
a:2x+y—z—4=0. 1(3,—5,—3)
Estabeleca as eqs. simétricas da reta que passa pelo ponto A(3,6,4), intercepta o eixo Oz e é
paralelaao planoa: x — 3y +5z—6 = 0. r:x—3=y7_6=z—4
y=2x—3

com os planos

Encontre os pontos de intersecgdo I, I, e I; da reta r: {Z x4

coordenados Oxy, Oxz e Oyz, respectivamente. 1,(2,1,0); 1 20,2):1 (0,—3,2)
1 2\ » 2 3
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