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 Produtos de Vetores.

 Produto Escalar➔ módulo; ortogonalidade entre dois vetores.

 Produto Vetorial ➔ paralelismo entre dois vetores; vetor simultaneamente

ortogonal a dois vetores.

 Produto Misto➔ coplanaridade entre vetores.

 A Reta.

 Retas paralelas aos planos e aos eixos coordenados.

 Ângulo de duas retas.

 Paralelismo, Ortogonalidade, Coplanaridade entre duas retas.

 Posição relativa de duas retas➔ Intersecção de duas retas.

 Reta ortogonal a duas retas.

REVISÃO
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 Considere um plano 𝛼 no ℝ3e:

i. σ O, Ԧi, Ԧj, k : sistema de coordenadas cartesiano (do ℝ3);

ii. 𝐴(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0): ponto conhecido de 𝛼 (𝐴 ∈ 𝛼);

iii. 𝑛 = 𝑎Ԧi +𝑏Ԧj +𝑐k : vetor normal ao plano 𝛼 (𝑛 ⊥ 𝛼), não nulo.

1. Considerações Iniciais
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 O plano 𝛼 pode ser definido como o lugar geométrico de todos os pontos do espaço

cartesiano 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) tais que: 𝐴𝑃 ⊥ 𝑛.

 Desta forma, 𝑛 ∙ 𝐴𝑃 = 0, isto é:

𝛼 : 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0

 Equação geral ou cartesiana do plano 𝛼.

 𝑛: vetor normal ao plano.

2. Equação Geral do Plano
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 Até o momento, foi visto que um plano qualquer é determinado se forem conhecidos um ponto

que pertence a ele e um vetor normal a ele ➔ existem diversas formas de se determinar um

plano, em que estes dois elementos ficam evidentes.

EXISTE APENAS UM PLANO QUE:

i. Passa por um ponto 𝐴 e é ∥ a dois vetores LI 𝑣1 e 𝑣2;

ii. Passa por dois pontos 𝐴 e 𝐵 e é ∥ a Ԧ𝑣, LI com o vetor 𝐴𝐵;

iii. Passa por três pontos 𝐴, 𝐵, 𝐶 não colineares;

iv. Contém duas retas concorrentes 𝑟1 e 𝑟2;

v. Contém duas retas paralelas não coincidentes 𝑟1 e 𝑟2;

vi. Contém uma reta 𝑟 e um ponto 𝐵 ∉ 𝑟.

3. Determinação de um Plano
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 Existe o caso em que um plano pode ser determinado a partir de três vetores nele

contidos.

Seja o plano 𝛼 que passa pelo ponto 𝐴(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) e é paralelo aos vetores LI

𝑣1 = 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 e 𝑣2 = 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 . Um ponto qualquer do espaço cartesiano

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝛼 se e somente se os vetores 𝐴𝑃, 𝑣1, 𝑣2 forem LD. Portanto:

𝛼: 𝐴𝑃, 𝑣1, 𝑣2 = 0

Observação
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 Sejam um ponto 𝐴(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝛼 e dois vetores LI 𝑢 = 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 e Ԧ𝑣 = 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 ,

paralelos ao plano. Um ponto 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝛼 existirem números reais ℎ e 𝑡 tais que:

𝐴𝑃 = ℎ 𝑢 + 𝑡 Ԧ𝑣, ℎ, 𝑡 ∈ ℝ

 Substituindo as coordenadas dos vetores:

(𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0, 𝑧 − 𝑧0) = ℎ 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 + 𝑡 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 , ℎ, 𝑡 ∈ ℝ,

tem-se que: α: ቐ

𝑥 = 𝑥0 + ℎ 𝑎1 + 𝑡 𝑎2
𝑦 = 𝑦0 + ℎ 𝑏1 + 𝑡 𝑏2
𝑧 = 𝑧0 + ℎ 𝑐1 + 𝑡 𝑐2

, ℎ, 𝑡 ∈ ℝ

 Equações paramétricas do plano 𝛼.

4. Equações Paramétricas do Plano
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I. PLANO QUE PASSA PELA ORIGEM

 Se o plano 𝛼: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 passa pela origem  passa pelo ponto

O(0, 0, 0).

∴ O ponto de coordenadas 𝑥0 = 𝑦0 = 𝑧0 = 0 ∈ 𝛼

 E a eq. 𝛼: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 = 0 representa o plano que passa pela origem.

5. Planos Paralelos aos Planos e aos Eixos 

Coordenados
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II. PLANOS ∥AOS EIXOS COORDENADOS

 𝑐 = 0: 𝑛 = 𝑎, 𝑏, 0 ⊥ Oz (se 𝑐 = 0, 𝑛 ∥ Oxy e ⊥ Oz) ∴ 𝛼 ∥ Oz.

Eq. geral dos planos ∥ Oz:

𝛼: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑑 = 0

9
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 𝑏 = 0: 𝑛 = 𝑎, 0, 𝑐 ⊥ Oy (se 𝑏 = 0, 𝑛 ∥ Oxz e ⊥ Oy) ∴ 𝛼 ∥ Oy.

Eq. geral dos planos ∥ Oy:

𝛼: 𝑎𝑥 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0
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 𝑎 = 0: 𝑛 = 0, 𝑏, 𝑐 ⊥ Ox (se 𝑎 = 0, 𝑛 ∥ Oyz e ⊥ Ox) ∴ 𝛼 ∥ Ox.

Eq. geral dos planos ∥ Ox:

𝛼: 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0
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III. PLANOS ∥AOS PLANOS COORDENADOS

 𝑎 = 𝑏 = 0: 𝑛 = 0, 0, 𝑐 = 𝑐 0,0,1 = 𝑐𝑘 ∴ 𝛼 ∥ O𝑥𝑦.

Eq. geral dos planos ∥ O𝑥𝑦:

𝛼: 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0

como 𝑐  0:

𝛼: 𝑧 = −
𝑑

𝑐
= 𝑧0
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 𝑎 = 𝑐 = 0: 𝑛 = 0, 𝑏, 0 = 𝑏 0,1,0 = 𝑏Ԧ𝑗 ∴ 𝛼 ∥ O𝑥𝑧.

Eq. geral dos planos ∥ O𝑥𝑧:

𝛼: 𝑏𝑦 + 𝑑 = 0

como 𝑏  0:

𝛼: 𝑦 = −
𝑑

𝑏
= 𝑦0
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 𝑏 = 𝑐 = 0: 𝑛 = 𝑎, 0, 0 = 𝑎 1,0,0 = 𝑎Ԧ𝑖 ∴ 𝛼 ∥ O𝑦𝑧.

Eq. geral dos planos ∥ O𝑦𝑧:

𝛼: 𝑎𝑥 + 𝑑 = 0

como 𝑎  0:

𝛼: 𝑥 = −
𝑑

𝑎
= 𝑥0
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1. Seja o plano 𝛼: 3𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 4 = 0. Calcule:

a) O valor de 𝑘 para que o ponto 𝑃(𝑘, 2, 𝑘 − 1) ∈ 𝛼; 𝑘 = Τ1 2

b) O ponto que pertence ao plano 𝛼 de abscissa 2 e cuja ordenada é o dobro da cota.

𝑃(2,−4,−2)

2. Escreva a eq. geral do plano 𝛼 que:

a) Passa pelos pontos 𝐴(−1, 2, 0), 𝐵(2,−1, 1) e 𝐶(1, 1, −1); 𝛼: 4𝑥 + 5𝑦 + 3𝑧 − 6 = 0

b) Passa pelo ponto 𝐴(6, 0, −2) e é paralelo aos vetores Ԧ𝑖 e − 2Ԧ𝑗 + 𝑘. 𝛼: 𝑦 + 2𝑧 + 4 = 0

EXERCÍCIOS
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3. Determine a eq. geral do plano paralelo ao eixo O𝑧 e que contém os pontos 𝐴(0, 3, 1) e

𝐵(2, 0,−1). 𝛼: 3𝑥 + 2𝑦 − 6 = 0

4. Escreva a eq. geral do plano determinado pelos pontos 𝐴(0, 0, 0), 𝐵(0, 3,0) e 𝐶(0, 2, 5).

𝛼: 𝑥 = 0 ou 𝛼: O𝑦𝑧

5. Estabeleça as eqs. paramétricas do plano determinado pelos pontos 𝐴(1, 1, 0), 𝐵(2, 1, 3) e

𝐶(−1,−2, 4). 𝛼: ൝
𝑥 = 1 + ℎ − 2𝑡
𝑦 = 1 − 3𝑡
𝑧 = 3ℎ + 4𝑡

, ℎ, 𝑡 ∈ ℝ (para 𝑢 = 𝐴𝐵 𝑒 Ԧ𝑣 = 𝐴𝐶)
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 Sejam os planos 𝛼1: 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 + 𝑑1 = 0 e 𝛼2: 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 + 𝑑2 = 0,

cujos respectivos vetores normais são 𝑛1 = 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 e 𝑛2 = 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 .

Ângulo entre dois planos é o menor ângulo

que o vetor normal de 𝛼1 forma com o vetor

normal de 𝛼2 :

cos θ =
𝑛1 ∙ 𝑛2

𝑛1 𝑛2
, 0 ≤ θ ≤ Τ𝜋 2

6. Ângulo entre Dois Planos
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 Sejam os planos 𝛼1: 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1𝑧 + 𝑑1 = 0 e 𝛼2: 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2𝑧 + 𝑑2 = 0 e

seus respectivos vetores normais 𝑛1 = 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 e 𝑛2 = 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 .

Condição de Paralelismo: Condição de Ortogonalidade:

𝑛1 = 𝑘 𝑛2, 𝑘 ∈ ℝ 𝑛1 ∙ 𝑛2 = 0

18
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 Sejam uma reta 𝑟 com a direção do vetor Ԧ𝑣 e um plano 𝛼 com vetor normal 𝑛.

 Sabe-se que: 𝜃 + 𝜙 =
𝜋

2
∴ cos𝜃 = sen𝜙.

Assim, a eq. para o cálculo do menor

ângulo entre dois vetores pode ser

reescrita da seguinte forma:

sen𝜙 =
𝑣 ∙ 𝑛

Ԧ𝑣 𝑛
, 0 ≤ 𝜙 ≤

𝜋

2

7. Ângulo entre uma Reta e um Plano
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 Sejam uma reta 𝑟 com a direção do vetor Ԧ𝑣 e um plano 𝛼 com vetor normal 𝑛.

 Condição de Paralelismo:

 O paralelismo de 𝑟 e 𝛼 implica a ortogonalidade

entre os vetores Ԧ𝑣 e 𝑛, ou seja:

Se 𝑟 ∥ 𝛼  Ԧ𝑣 ⊥ 𝑛 → Ԧ𝑣 ∙ 𝑛 = 0

 Condição de Ortogonalidade:

 A ortogonalidade de 𝑟 e 𝛼 implica o paralelismo

entre os vetores Ԧ𝑣 e 𝑛, ou seja:

Se 𝑟 ⊥ 𝛼  Ԧ𝑣 ∥ 𝑛 → Ԧ𝑣 = 𝑘 𝑛, 𝑘 ∈ ℝ

Paralelismo e Ortogonalidade entre Reta e Plano
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 Uma reta está contida em um plano se satisfizer as duas condições abaixo:

I. O vetor diretor Ԧ𝑣 da reta 𝑟 é ortogonal ao vetor normal Ԧ𝑛 ao plano 𝛼; E

II. Um ponto qualquer 𝐴 pertence a reta 𝑟 e ao plano 𝛼.

Observação:

 Se dois pontos 𝐴 e 𝐵 pertencem à reta 𝑟 e ao plano 𝛼, pode-se afirmar que a reta está

contida no plano.

Condição para que uma Reta Esteja Contida em um Plano
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8. Intersecção de Dois Planos
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 A intersecção entre dois planos não

paralelos 𝛼1 e 𝛼2 é uma reta 𝑟, cujas

equações se deseja determinar.

 Um ponto pertence à reta intersecção

𝑟 se suas coordenadas satisfizerem,

concomitantemente, às equações dos

planos 𝛼1 e 𝛼2.
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 Considere os planos não paralelos:

𝛼1: 5𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 + 7 = 0 e 𝛼2: 3𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 + 4 = 0

A reta intersecção satisfaz as eqs. de 𝛼1 e de 𝛼2:

ቊ
5𝑥 − 2𝑦 + 𝑧 + 7 = 0 (I)

3𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 + 4 = 0 (II)

 Sistema indeterminado, cuja solução é encontrada fazendo: para 𝒚: (I) – (II) e,

para 𝒛: 3(I) – 2(II). A solução do sistema é:

ቊ
𝑦 = −2𝑥 − 3
𝑧 = −9𝑥 − 13

 Estas são as eqs. reduzidas da reta intersecção entre os planos 𝛼1 e 𝛼2, cujos pontos

são da seguinte forma: 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝑥, −2𝑥 − 3,−9𝑥 − 13).

Exemplo
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9. Intersecção de Reta com Plano
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 A intersecção entre a reta 𝑟: ቊ
𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛
𝑧 = 𝑝𝑥 + 𝑞 e o plano 𝛼: 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 é um

ponto 𝐼, cujas coordenadas (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖) devem satisfazer o sistema formado pelas eqs.

reduzidas da reta 𝑟 e pela eq. cartesiana do plano 𝛼.

 Em outras palavras: o ponto 𝐼(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖) será intersecção da reta 𝑟 com o plano 𝛼 se

for solução do sistema:

ቐ

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛
𝑧 = 𝑝𝑥 + 𝑞

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0
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1. Determine o ângulo entre os planos 𝛼1: 3𝑥 + 2𝑦 − 6 = 0 e 𝛼2: O𝑥𝑧.

θ = arc cos
2 13

13
~56°

2. Sejam os planos 𝛼1: 2𝑚𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 0 e 𝛼2:3𝑥 − 𝑚𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0. Encontre 𝑚 de forma

que tais planos sejam perpendiculares. 𝑚 = ½

3. Determine o ângulo que a reta 𝑟: ൜
𝑥 − 2

3
=

− 𝑦

4
=

𝑧 + 1

5
forma com o plano

𝛼: 2𝑥 − 𝑦 + 7𝑧 − 6 = 0. =
π
3

4. Determine as eqs. reduzidas, em termos de 𝑥, da reta que passa pelo ponto 𝐴(2,−1, 4) e é

perpendicular ao plano 𝛼: 𝑥 − 3𝑦 + 2𝑧 − 1 = 0. 𝑟: ቊ
𝑦 = −3𝑥 + 5

𝑧 = 2𝑥

5. Calcule os valores de 𝑚 e 𝑛 para que a reta 𝑟:ቊ
𝑦 = 2𝑥 − 3
𝑧 = −𝑥 + 4

esteja contida no plano 𝛼: 𝑛𝑥 +

𝑚𝑦 − 𝑧 − 2 = 0. 𝑚 = −2; 𝑛 = 3

EXERCÍCIOS

25



LOB 1036

6. Determine as eqs. paramétricas da reta 𝑟 , intersecção entre os planos 𝛼1: 𝑧 = 3 e

𝛼2: 2𝑥 + 𝑦 − 2 = 0. 𝑟: ቐ
𝑥 = 1 + 𝑡
𝑦 = −2𝑡
𝑧 = 3

ou 𝑟: ቐ
𝑥 = 𝑡

𝑦 = 2 − 2𝑡
𝑧 = 3

, 𝑡 ∈ ℝ

7. Determine o ponto de intersecção da reta 𝑟 : ቐ
𝑥 = 𝑡

𝑦 = 1 − 2𝑡
𝑧 = −𝑡

, 𝑡 ∈ ℝ , com o plano

𝛼: 2𝑥 + 𝑦 − 𝑧 − 4 = 0. 𝐼(3, −5,−3)

8. Estabeleça as eqs. simétricas da reta que passa pelo ponto 𝐴(3,6,4), intercepta o eixo O𝑧 e é

paralela ao plano 𝛼: 𝑥 − 3𝑦 + 5𝑧 − 6 = 0. 𝑟: 𝑥 − 3 =
𝑦−6

2
= 𝑧 − 4

9. Encontre os pontos de intersecção 𝐼1, 𝐼2 e 𝐼3 da reta 𝑟: ቊ
𝑦 = 2𝑥 − 3
𝑧 = −𝑥 + 2

com os planos

coordenados O𝑥𝑦, O𝑥𝑧 e O𝑦𝑧, respectivamente. 𝐼1(2,1,0); 𝐼2
3

2
, 0,

1

2
; 𝐼3(0, −3,2)
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