Matematica IV - Lista 3

Lista 3: Regra da Cadeia, Classes C* e Polinomio de Taylor

Regra da Cadeia e Desigualdade do Valor Médio

Nos exercicios 1-4 abaixo, prove, usando a Regra da Cadeia, que a fun¢do F' € diferencidvel no

ponto X e calcule sua diferencial em X.

1) x=(1,1),
F:R?>>R
T —y log 1 + 22 + 12
(z,y)—det
e’ cos Yy
(Nao € para expandir o determinante).
2) x=0¢€RP,T:RP — RP transformagao linear,
F: RP5R
x—=(T'(x),x)

3) Q C RPaberto, X € €, f: Q — Q diferencidvel, ag, aq, ..., a, € R,

F: Q=RP

X () -+ a1 f (%) + ag

(aqui, f2(x) = f(f(x)). F(x) = J(f2(x)) e assim por diante).

4 x=0¢cR,Q=DB01) CR,f:Q — R"eg: Q2 — R"diferencidveis em X,
L: R™ x R™ — RY bilinear,

F: Q—=R?

x—L (f(x),9(x))
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5) Consideramos novamente o conjunto M, (R) das matrizes n X n com entradas reais como
equivalente ao R". Considere a fun¢do f: M,xn(R) — M, (R) dada por f(A) = A'A.
Usando a Regra da Cadeia (mais especificamente, o ex. 4), prove que f € diferencidvel e calcule

sua diferencial em cada ponto.

Para os exercicios 6-9 abaixo, usaremos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao: Sejam M C RP um conjunto ndo-vazio,X € M e F': M — RP uma funcdo continua
(um campo de vetores). Dizemos que o campo F' € ortogonal a M no ponto X se, para qualquer
curvay: (—e,¢) — RP, com imagem contida em M, diferencidvel em ¢t = 0 e com v(0) = X,

vale:

Figura 1

Dizemos que o campo F' é normal a M se F' é ortogonal a M em todos os pontos de M.

6) Prove que:

(@) se M = {(x,y,2) € R*| z = 0}, entdo um campo de vetores F' = (F,, F,, F,) é normal

a M se, e somente, se, F,(x) = F,(x) =0V x € M;
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Figura 2

(b) se M = {X} consiste de um ponto sd, entdo qualquer campo F' é ortogonal a M

(¢) se X é um ponto interior de M, entdo nenhum campo F' é ortogonal a M em X. Conclua

que se M # @, entdo nenhum campo pode ser normal a M;

(d) (desafio) se M = [0,1] x [0, 1] é o quadrado unitdrio no plano, entdo em qualquer ponto

(x,y) € M hd campos F' ortogonais a M em (z,y). Existem campos F' normais a M?

7) Sejam ) C RP abertoe f: 0 — Rdeclasse C'. Fixemosc € f (Q)esejaM = f~1({c}) =

{x € Q| f(x) = c} (M é o que chamamos de conjunto de nivel c da funcdo f). Mostre que:

(a) A fungdo F': Q — RP dada por F'(x) = grad f(x) é continua, isto é, é um campo de

vetores;

(b) O campo F' = grad f é normal a M. Assim, o campo gradiente de uma fun¢do é normal

aos seus conjuntos de nivel.

8) Prove que, se M = S(0,1) é a esfera unitaria em R?, o campo identidade
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F: RP—RP
XX

é normal a M (use o ex. 7).

Figura 3

9) (Campo elétrico na superficie de um condutor) Seja C' um condutor elétrico perfeito —
isto €, um objeto s6lido macico e sem quinas (cubos ndo valem!) no espago 3D em que cargas
elétricas tém total liberdade de movimentagao — em equilibrio eletrostatico. Se S € a superficie

de C, prove que o campo elétrico Eé sempre normal a .S (use o ex. 7).

10) Use a Desigualdade do Valor Médio para provar o seguinte: se {2 C RP é um aberto conexo
ndo-vazioe f: {2 — R? & uma funcéo diferencidvel tal que D f(x) = 0 é a transformagio linear

nula para cada x € €2, entdo f € constante.

Derivadas de Ordem Superior e Classes C*

Nos exercicios 11-14 abaixo, F' € de classe C'*. Encontre o maior 1 < k < oo tal que F pertence
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a classe C*, e calcule as derivadas parciais até a ordem indicada.

11) F:R? 5 R, F(x,y) = 2* — 3y + sin z cos 2y; derivadas parciais até a ordem 2.
12) F': R? — R transformacao linear; derivadas parciais até a ordem £,,,4;.
13) F': R™ x R™ — R bilinear; derivadas parciais até a ordem £,

14) F:R? SR,

iyt cos o+, se (z,y) # (0,0)
Fla,y) =
0 se (z,y) = (0,0)

derivadas parciais até a ordem k4.
15) Prove que as funcdes F' dos exs. 1,2 e 5 s@o de classe C™.

16) Seja 2 C RP aberto. Para cada 1 < k < oo, definimos o conjunto
CF(Q)={f: Q= R| fédeclasse C*}

Prove que C* () € um espago vetorial real, e que, se f,g € C* (Q2), entdo fg € C* () (aqui,
fg: Q2 — R édefinida por (fg)(x) = f(x)g(x)).

17) (Polinémios) Nesse exercicio, daremos uma defini¢ao indutiva dos polindmios a n varidveis
reais.

Comegamos definindo que o dnico polindmio de grau < —1 é o polindmionulo Z(xy, ..., z,) =
0. Em seguida, definimos o conjunto dos polindmios de grau < 0, Py, que consiste das funcdes
constantes p(zy,...,%,) = c¢. Em seguida, definimos os polindmios de grau < 1 da seguinte

forma:

Pr={p:R*"=>R|3q,...,q,7r € Potqg. p(x) =(x,(q1(x),...,q.(x))) +r(x)}
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Mais geralmente, supondo definidos os polindmios de grau < d, definimos os polindmios de

grau < d + 1 por:

Pon={p:R" =R |3 q,... ¢, 7 € Patq. p(x) = (X, ((1(%), - ., ga(x))) + 7(x)}

Por indugdo, assim definimos os polindmios de grau < d a n varidveis, para qualquer d. O
conjunto de todos os polindmios € entdo P = J~,Ps. Se p € um polindmio, seu grau é o
menor d tal que p € P,.

Prove por indug@o que, se p € um polindmio de grau < d a n varidveis e i € {1,...,n}, entdo

9

5. € um polindmio de grau < d — 1. Conclua que todo polindmio € de classe C.

Polin6mio de Taylor

18) Nos itens abaixo, a fun¢do F' € de classe C*°. Calcule seu polindmio de Taylor de ordem 3

com relagdo ax = 0.

€Y
F:R?’>R
(z,y)—>exp <—1+$%+y2)
(b)
F:R>>R
ySi;“ sex #0
(z,y)—
Y sex =20
(c)
F:R3—=R

(z,v, z)r—>\/1 + 22+ y?+ 22
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Desafios

19) (Outra interpretacio da classe C') Seja f: 2 C RP — RY uma fungio diferencidvel
definida no aberto €. Para cada X € €2, D f(X) € uma transformacéo linear de R”? em R?.
Recorde agora o espago vetorial £ (R?, R?) das transformagdes lineares de R? em R?, com soma

e multiplicac@o escalar definidas pontualmente: para S, 7 € L (R?,R?) e a € R,

S+T:x— S(x)+T(x) alS: x — aS(x)

No curso de Algebra Linear em Matemitica 111, foi provado que £ (R?,R?) tem dimensdo d =
pgq, e portanto, pode ser considerado equivalente ao R”.

Considere a fungdo Df: Q@ — L (RP,R?) cujo valor em x € a diferencial de f em x, D f(x)
(tipicamente chamada de aplicacdo diferencial de f). Como vemos acima, D f pode ser consi-
derada como uma fungdo de R” em RP?9, e, portanto, podemos nos perguntar naturalmente sob
que condi¢des D f é continua, ou até diferencidvel.

Prove que:

(@ Df = (Dfi,...,Dfpq) com Df;_1ypj = g—z parai = 1,...pej =1,...,q (isto é, as

fungdes coordenadas de D f sdo as derivadas parciais);

(b) fédeclasse C* (isto &, suas derivadas parciais sdo continuas) se, e somente se, a aplica¢io

diferencial de f, D f, é uma fun¢do continua.

20) (Teorema de Schwarz)

(a) Sejam © C R? um aberto do plano e f: 2 — R uma fungio de classe C'! com derivadas
parciais de segunda ordem em (2. Suponha que as derivadas parciais de segunda ordem

de f sdo continuas no ponto (Z, ) € 2). Mostre que
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L= et @)
OyOx Y ~ 0z0y Y

Dica: Defina, num pequeno retdngulo aberto R = (—¢,¢)? com centro (0,0) (tal que

(Z+h,y+ k) € QV (h,k) € R), as fungdes

u(h,k)=f(x+h,g+k)— f(T+h,7)
olh k) = f(@ + b+ k) — (&, + )

w(h, k) = f(&+h,g+k)— f(Z+h,7g) — f(Z,5+k)+ f(T,7)

Observe que w(h, k) = u(h, k) —u(0, k) = v(h, k) — v(h,0). Use o Teorema do Valor

Médio para segmentos paralelos aos eixos coordenados quatro vezes para obter

* _
u(h, k) —u(0,k) = hk@y@xf(x + s1h, § + sok)
2
(k) = (. 0) = R (1, k)

para certos s; = s1(h, k), s2 = so(h, k), t1 = t1(h, k), ta = t2(h, k) € (0,1). Conclua

dividindo por hk, tomando o limite e usando a continuidade de 82;6 fe 8%y fem (Z,7).
(b) O caso geral € o seguinte: €2 é um aberto do R?, f: Q2 — R? ¢ uma funcdo de classe
C' com derivadas parciais de segunda ordem em (2, e as derivadas parciais de segunda
ordem sdo continuas no ponto X; entdio para quaisquer ¢ € {1,...,q} e j,k € {1,....p}

vale
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Pfi o i
8xk6xj N 6%8@

Mostre que o caso geral € consequéncia do caso do item (a). Dica: Fixados X, 1, j, k,
tome ¢ > Otalque R = (T; —€,T1 +€) X -+ X (Tp — &,Tp, + ) C Q e defina

Gijr: (Tj—e,Tj+¢€) X (Ty — e, T +€) — R por

¢i,j,k(x7y> - fi(flv ce Jjj—17x7ij+l7 ey Tp—1, Yy Tht 1y - - 7fp)

Aplique o item (a) a ¢; ; ;, € conclua o resultado.

21) (Existéncia de Funcoes Teste)

(a) Mostre que a funcdo f: R — R dada por:

0, ser <0

1
e =, sex>0

¢ de classe C*. Dica: Mostre que, se [ € de classe C* e f¥)(z) = p; (1) e+ para
x > 0, onde pj, € um polindmio, entdo fF+1(z) = pryy (%) e~ x para x > 0, onde pyq

€ também um polindmio.

Mostre que lim, o+ p (1) e~= = 0 para qualquer polinémio p. Conclua que f*+(0) =
lim,_,o+ f**V(z) = 0, e portanto, f é de classe C**!. Conclua por indugio que f € de

classe C°.
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Figura 4

(b) Sejam a < b fixados. Defina h,p,: R — R por

fb—x)
fo—x)+ f(z —a)

hmb(l') =

onde f € a fun¢do do item (a). Mostre que h,; € de classe C* e que

hap(z) =1 sex < a

10 < hap(z) <1 sea<xz<b

hap(x) =0 sex >b
\
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Figura 5

(c) Sejamx € R?, 0 < r; < ry quaisquer. Mostre que a funcdo ¢: R? — R, dada por

p(x) = hymym (IIx —X?)

¢ de classe C*°, é constante = 1 em B(X, ), é constante = 0 em B(X, ;)¢ e satisfaz

0<px)<1Vxe BX,r)\BEX,r).

Figura 6

(d) Seja K um subconjunto compacto de R? e {2 um aberto que contém K. Mostre que
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existem uma fungdo ¢): R? — R de classe C*> e L compacto tais que X C L C (),

Yp=1lem Key=0em L".

Ideia da prova: Para cada x em K, sejam By, C B, bolas abertas centradas em x tais que

B, CB,CB,.CQ

Extraia uma subcobertura finita { B; := Bxi}ﬁil. Paracada: = 1,...,n, seja y; a funcdo

¢ doitem (¢) com X = x;, 1 = raio de B; e ry =raio de B; := B, . Tome L = Ufil ?{

Defina A: R? — R por

Termine a prova mostrando que A € estritamente positiva e que

060 = g el

satisfaz as condi¢des do enunciado.

Observacao: Se fR? — R € continua, definimos o seu suporte como

supp f = {x € X | f(x) # 0}

Seja 2 C RP aberto. Para 1 < k < oo, definimos o espago C*(Q) das funcdes C* com suporte

compacto em ) como

C¥ () = {f € C*(R?) | supp f é compacto e supp f C Q}
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Nio € dificil ver que cada C*(2) € um espago vetorial de fungdes, € que
CHR) D CHQY D CHY) D -+ DCT(Q), CZ(Q) =[] CHO)
k=1

Segue do item (d) que o espago C2°(£2) tem dimens@o infinita. Seus elementos sdo tipicamente

chamados de fungoes teste (em inglés, bump functions) suportadas em () (veja a figura 6 acima).



