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O QUE VOCE DEVE SABER? L

» \etores.
Igualdade; Operacoes.
Sistemas de Coordenadas = Espago cartesiano (R3).
Paralelismo entre vetores.
» Produtos de Vetores.
Produto Escalar = modulo; angulo (e ortogonalidade) entre dois vetores.

Produto Vetorial =» paralelismo entre vetores; vetor simultaneamente ortogonal a
dois vetores; interpretacdo geométrica do modulo.

Produto Misto =» coplanaridade entre vetores; interpretacdo geométrica do
modulo.
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1. Consideracoes Iniciais

» Considere uma reta r no R3e:

i.  Y(0,{i,j, k}): sistema de coordenadas cartesiano (do R3);
. A(xy Yo Zo): ponto conhecido de r (4 € 7);

iii. vV =ai+ bj+ ck: vetor diretor de r (¥ |l ), ndo nulo.
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2. Equacao Vetorial da Reta

» Existe somente uma reta r que passa por A e tem a direcdo de v;

» Um ponto genérico do espaco cartesiano P(x,y,z) Er & AP || V.

Desta forma: AP = tv,t € R, ou: ZA
P r
A
r(x,v,z) = (X, Vo, Zo) +t(a,b,c), tER 1 v
(%, ¥, 2) = (Xo Yor Zo) +t( ) ()/E’

-
—.J'

/0
Eq. VETORIAL daretar.

t: parametro. %
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3. Equacoes Paramétricas da Reta £
» A partir da eg. vetorial (1) de uma reta:

X =Xpo + at
r. y=y0+bt,tE]R (2)
Z=17y+ ct

Egs. PARAMETRICAS da reta r, em relacdo ao sistema de coordenadas
fixado.
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4. Equacoes Simétricas da Reta

» A partir das egs. paramétricas (2) de uma reta e considerando:

abc # 0

tem-se:

:X—Xo _Y—=Yo_Z—7Z (=1 (3)

Egs. SIMETRICAS ou normais da reta r que passa pelo ponto

A(Xq, Yo, Zo) € tem a direcdo de v = (a, b, ¢).
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» Nas eqs. simétricas (3), ha duas igualdades independentes. Em razdo disso, € possivel escrever
duas das variaveis em funcéo da terceira, chamada variavel livre.

5. Equacoes Reduzidas da Reta

VARIAVEL LIVRE: x

y - y0 _ X — XO
- : b — a
» lgualdades independentes: ¢ , — Zo X~ X,
c a
— b y= mXx+n
y= EX + Yo — EXO Reescrevendo
> . ° —_— r:
Z=2X+ 2y — X Z=p1X+qq

Egs. REDUZIDAS na variavel x.
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v

v

Igualdades independentes:

a a
x=By+x0—Ey0
C C
z=By+zo—Ey0

Igualdades independentes:

a
X==Z+Xg—=Zg

r. b

b
y=3¢21+Yo—C%

VARIAVEL LIVRE: y

X - XO — y - y0
a b
Z— 7o _Y—Y¥o
C b
X= m-,V+n
Reescrevendo 2Y 2
> T:

Z =Py +Q;
VARIAVEL LIVRE: z

X_Xo_Z_ZO

a C
Y—Yo_Z— 7%
b C
X = Mg3Z+ n3
Reescrevendo
> T:

Yy =P3Z+Q3

Egs. REDUZIDAS na variavel y.

Egs. REDUZIDAS na variavel z.
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EXEMPLO W

» Determine as egs. vetorial, paramétricas, simétricas e reduzidas da reta r, que passa

pelos pontos A(1,—-2,3)e B(3,—1,—1).
Utilize tanto o ponto A quanto o ponto B para determinar as eqs. de r;

Considere y como variavel independente das egs. reduzidas.
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6. Retas Paralelas aos Planos e aos C&C
Eixos Coordenados

|. Uma das componentes de v é nula

» ¢=0 ~ v=(ab,0); z = z,.

Z
T v.1LO0zr| Oxy.
/ &Xo y As eqs. simétricas de r sdo reescritas da

seguinte forma:

=90 %

O ( Z =17

K
T <x—xo _ Y=Y ,a,b#0.
\ d b
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0 -

v — (a, O,C); Yy =Yo-

= 90°

v.LOy;r| Oxz.

As egs. simétricas de r sdo reescritas da
seguinte forma:

(Y=Y

T <X—X0_Z—ZO ,a,c#0.

\ d C
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. v =1(0,b,c); x = X,.

V.1 Ox;r| Oyz.
Z
As eqs. simetricas de r sdo reescritas da
seguinte forma:
§ P
: 2
[ = 90° y X = Xo
7 : T ,bc#=0
d Y—Yo _Z—7Z
,/ AlZg.¥,.2p) b C
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I1. Duas das componentes de v sdo nulas

» a=b=0,c#0 .~ v=(0,0,0); X =Xq;yV = Vo.

v tem a direcdo do versorker || Oz.

As egs. paramétricas de r sdo reescritas da
seguinte forma:

X = Xp
T: Y=Yo ,te R
Z=17Zy+cCt
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» a=c=0,b #0 .~ v=(0,b,0); X =X¢;Z = Z.

5 v tem a direcdo do versorjer || Oy.

Aoy 20) As eqgs. parametricas de r sdo reescritas da
seguinte forma:

X:XO
T: Z=1Z ,t e R
y=yg+bt
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» b=c=0,a#0 -~ Vv=1(a0,0); y =y z= 2.

v tem a direcdo do versorie r || Ox.

As egs. paramétricas de r sdo reescritas da
seguinte forma :

X=Xp+at
T: Y =Yoo ,t e R
Z =17
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7. Angulo entre Duas Retas £

» Sejam as retas:

r,: passa pelo ponto A(x,, y,, z,) e tem a direcdo do vetor v; = (a4, by, ¢1);

r,: passa pelo ponto B(x,, v,, z,) € tem a direcdo do vetor v, = (ay, by, c,).

ZA
Angulo entre duas retas é o menor angulo
—y
" formado entre o vetor diretor de r, e 0 vetor
——> K )
W diretor de r:
O B
y
ViV,
cos 0 =g ,com0<6<7/,
V1| V]

|16 LOB 1036



8.  Paralelismo, Ortogonalidade e 0
Coplanaridade de Duas Retas

Sejam r, e r, retas com vetores diretores v; = (a;, by,cq) € v, = (ay, by,c,), respectivamente.

Vi

» Condicdo de Paralelismo: v; = kv, , k € R v: )

V2
» Condicdo de Ortogonalidade: v; - v, = ()f\ o

» Condicao de Coplanaridade: [v{,v3,A;A;] =0 V2
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9. Posicao Relativas de Duas Retas

As retas r, e r,, N0 espaco, podem ser:

» COPLANARES: Concorrentes: r; N1, = {I}; Paralelas: r;nr, =@

» REVERSAS:

riNr,=0
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et

Teste das Posicoes Relativas

» Dadas as retas: r;, que passa pelo ponto A,(xy, v, z,) € tem a direcdo do vetor v; =
(a;,bq,cq); € 75, que passa pelo ponto A,(x,, v,, z,) € tem a direcdo do vetor v, =

(ay, by, c,). Elas seréo:

1. COPLANARES se: [v7,v3,A1A,] =0

Paralelas se: JkeRtalque vy = kv,

Concorrentesse: Ak € Rtalque vy = kv,

2. REVERSAS se: V1, V2, AA,] # 0
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» Se duas retasr,e r, sdo concorrentes, o ponto de interseccdo I(x;,V;j, z;) serd a
solucéo do sistema formado pelas eqs. reduzidas das duas retas.

10. Interseccao de Duas Retas

EXEMPLO: Sejam os pontos 4,(8,1,9), A,(3,—4,4) e os vetores diretores v; =
(2,-1,3), v, = (1,—2,2) de r, e de r,, respectivamente. Suas eqs. podem ser dadas
por:

X =8+ 2t
rpqy=1—-t,teR e Ty = =
Z =9+ 3t

» O ponto I(—2,6,—6) € solucao do sistema ... suas coordenadas satisfazem o sistema
formado pelas egs. reduzidas de r, e de .
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et

» Sejam as retas r, e r,, com as direcdes de v; = (a;, by, cq) € de v, = (a,, by, cy),

11. Reta Ortogonal a Duas Retas

respectivamente. Qualquer reta r, simultaneamente ortogonal as retas r, e r,, tera

um vetor diretor, v = (a, b,c), paralelo ao vetor v; X v5.

V=k(V; xV,), k=#0
I2 - ™
A
_)
V2 Vz
_)
A Vi X V2
_)
\ Vi 7
1
. A

I'1
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EXERCICIOS %

1. Determine as egs. da reta r que passa pelo ponto A(4,-1,2) e tem a direcao do

vetor 1 —7.

2. Represente graficamente as retas cujas equacdes sao:

y = 2X
Z=3
X =3
y=—4
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Determine a posicéo relativa das retas r e s:

es:(x,y,z) =(0,0,0) +t(1,2,0), t e R. Reversas

x+1 "y _z+1
= 3772

Se houver, calcule o ponto de interseccao entre as retas:

x-2 y z-5 Xx=5+t
rN—— =3 =7 essqy=2—-t,teR 1(4,3,9)
Zz=7—2t
: x-1 v -z . . . _
Determine a e b tal que a reta r: T =F = sea simultaneamente ortogonal as retas:
X=—t y=X
ri:qy=-2t+3, teRer,: : a=14;b =-10
z=3t—1 Z = 2X
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